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Interpolationseigenschaften von Entropie-
und Durchmesseridealen kompakter Operatoren

von

HANS TRIEBEL (Jena)

H und H' seien (reelle oder komplexe) separable Hilbertriume und
T sei ein von H in H' abbildender kompakter Operator. Zur Beurteilung
der Bigenschaften von 7' werden die Approximationszahlen

Spyy = IE[T—K|, n=0,1,2,..,

gebildet, wobei das Infimum tber simtliche ausgearteten Operatoren

K aus L(H,H') zo nehmen ist, deren Wertevorrat hochstens n-dimen-

sional ist. In [7] wurde die Zugehorigkeit des Operators T zu gewissen

Normidealen untersucht. Von besonderer Bedeutung sind hierbei die

Normideale G,, die aus der Gesamtheit derjenigen Operatoren bestehen,
©o

fiir welche die Reibe 3 sh, 1< p < oo, konvergiert. In [24] wurden die
N=1 .

Normideale &, verallgemeinert und die Klassen Sppy 0 < g< o0, 0<p
< oo, eingefithrt. Dabei war S,, = Gp. B zeigte sich, daf zur Unter-
suchung kompakter Operatoren in Sobolev-Besov-Réiumen die Klassen
Sy vOn besonderem Interesse sind. Gy ist hierbei die Gesamtheit dexr-
jenigen Operatoren, fiir welche

sup  8nl < oo
N=1,2,...

gilt.

: Die Arbeit beschiftigh sich mit Moglichkeiten der Augdehnung der
| Klassen Gy auf kompalkte Abbildungen zwischen Banachriumen.
Dabei werden neben den Approximationszahlen s, die n-ten Durchmesser
d, im Sinne von Kolmogorov, die n-ten Durchmesser d" im Sinne von
Gelfand und die e-Entropie ‘prikompakter Mengen zur Untersuchung
kompakter Operatoren herangezogen. Ist T ein kompakter Operator
aus L(4, B), wobei A und B zwei Banachraume sind, so gehort T

(a) zum Approximationsideal S., a >0, falls

t .
; gup %8, < 00}
=12, ...
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(b) zum Durchmesserideal K,, a > 0, falls

sup n°d,_; << oo

(¢) zum Durchmesserideal @,, a > 0, falls

o n—

sup #ia
n=1,2,...

1 < oo;
(d) und zum, Entropieideal H,, o > 0, fallg

gap &[log ¥V (&)]°< oo

8€(0,00)
gilt. Dabei werden die Durchmesser d, und 4" der prikompakten Menge
TE 4 gebildet, wobei B, die Einheitskugel im Raum 4 ist. Entsprechend
ist N (e) die Minimalzahl der Kugeln vom Radius ¢ im Raum B, die TH,
tberdecken. Die Rinfihrung von Kapazititsidealen unter Verwendung
des Begriifes der e-Kapazitéit eriibrigt sich, da die so gebildeten Ideale
mit den Idealen F, zusammenfallen wiirden. Verallgemeinert man den
in [21] eingefithrten Begriff eines Banachideals, indem man statt Normen
auch Quasinormen zuliBt, so zeigt sich, daB die eingefithrten Ideale
quasinormiert und vollstéindig sind.

Im Mittelpunkt der Arbeit steht die Untersuchung von Inter-
polationseigenschaften der quasinormierten Ideale 8y Koy @, und H,.
Dabei wird von der in der Interpolationsthcorie iblichen Terminologie
Gebrauch gemacht [10, 16]. Tm Abschnitt 3 wird u. a. folgendes Resultat
gewonnen. (4,, 4,) sei ein Interpolationspaar von Banachriumen [6,16]
und 4 sel ein Banachraum der Klasse K (@, 4,, 4,) [10, 16]. Ferner se
TeBy (4, B)und I'eB, (A, B). Dann ist T eH, (4, B) mit o = (1—0)ag+
+6a;. Hin entsprechender Satz wird fiir Abbildungen 7, die sowohl
zu By (4, By); als auch zu By, (4, By) gehoren und fiir Banachriume
B aus J(@, By, B;) hergeleitet. Abschnitt 4 enthilt Resultate dieser
Art fir die Durchmesserideale K, und G,. Im Abschnitt 5 wird u. a.
gezeigt, daB aus T'eS, (4, H),T'eS, (4, H), 4<K(0, 4,, A) dic Zuge-
hérigkeit von I' zu S.(4, H), a = (1—0)a,+0ay, folgt. Dabei ist H
ein Hilbertraum. Abschnitt 7 enthilt Bemerkungen iber mogliche
Verallgemeinerungen der Ideale H,, I, G und 8, die einer Ausdehnung
dér erwishnten Klassen Syn» [24] auf Banachriume entsprechen. Auf
diese Weise gewinnt man auch die von Pietsch [20] und Novoselskij
[15] eingefiihrten Ideale, die mogliche Augdehnungen der S,-Klassen auf
Banachriume darstellen. Bs zeigt sich jedoch, daB die hier betrachteten
Ideale fiir Anwendungen geeigneter sind. Die Abschnitte 8 und 9 enthalten
Aussagen iiber die Zugehorigkeit von Einbettungsoperatoren in Holder-,
Sobolev-Besov- und Nikolskij-Réumen zu den Idealen B,, K, und @G,.
Dabei werden Resultate von Birman, Solomjak und Tichomirov ver-

icm
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wendet [3, 4, 23]. Diese Beispiele dienen lediglich zur Illustration der
allgemeinen Theorie. Eine stirkere Verwendung von Interpolationseigen-
schaften der Sobolev-Besov-Raume [5, 6,17] wiitde zu weiteren Resul-
taten in dieser Richtung fiihren.

1. Definitionen. A und B seien zwei (reelle oder komplexe) Banach-
rhume. Mit L(4, B) wird die Gesamtheit der linearen und stetigen
Abbildungen und mit K (4, B) die Gesamtheit der linearen und kompak-
ten Abbildungen von 4 in B bezeichnet. B sei die Einheitskugel im Raum
4, TE, ihr Bild im Raum B, TeK(4, B). Die Art der Kompaktheit
von TH, (und damit von T) kann durch verschiedene Zahlen gekenn-
zeichnet werden.

(a) Fiir eine positive Zahl ¢ sei N(z) die Minimalzahl der abgeschlos-
senen Kugeln im Raum B vom Radius &, welche TH, iiberdecken.
logN(e) wird als e-Eniropie bezeichnet, wobei man iiblicherweise den
Logarithmus zur Basis 2 nimmt [9]. Zur Deutlichkeit wird in Zweifels-
féllen N (e, T') oder N (e, T, A, B) statt N(e) geschrieben. Es gei

B(4,B) = {T|T<K(4, B), Tz, = sup z[log ¥ (£)]* < oo},

L 0<a< oo,
Ey(4,B) = L(4, B).

(b) Fiir eine positive Zahl ¢ sei M (¢) die Maximalzahl der Elemente
b; aus TE,, fir welche {bj—billz > j #5% ist. log M(s) wird als
s-Kapazitit bezeichnet. Es ist [9]

@) B (2e) < N (e) < M (z).

Ersetzt man in der Formel (1) logN (¢) durch log M (s), so zeigt die
Abgchitzung (2), daB man wiederum die Klassen #, erhilt.

(e) Fiir » =0,1,2,... ist

(3) d, = inf sup inf||Ta—b|z
llall 451 beLy,

der n-te Durchmesser im Sinne von XKolmogorov der Menge TE, [23].
Dabei ist dag duBere Infimum iiber sdmtliche Unterrdume L, von B
mit dim L, < n zu nehmen. Statt d, wird auch d,(T) oder d,(T, 4, B)
geschrieben. dy = |7 Bs sei

Ko(4, B) = {T|T<K(4, B), |Tlx, = sup nidy,_y < oo},
(4) ' 0 < o< oo,
K,(4,B) = L(4, B).

(d) Fiir # = 0,1, 2, ... ist
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() . 4" =int sup |[Ta|s
e

der n-te Durchmesser im Sinne von Gelfand der Menge TE, [23]. Dabei
ist das Infimum iber sdmtliche Unterrdume I, von B mit codiml, < n
zu nehmen. d° = |T|. Statt d" wird auch d"(T) oder d"(T, 4, B) ge-
schrieben. Es sei .

Gu(4, B) = {T|TeK (4, B), |T|, = sup n'@ < oo},
n=1,2,..,

(6) 0 < a< oo,
Go(4, B) = L(4, B). .
(e) Far »n =0,1,2,... ist
(M $ny1 = Ind || T—V|

die (n-+1)-te Approximationszahl. Das Infimum ist dabei iiber simtliche
ausgearteten linearen Abbildungen von A4 in"B zu bilden, deren Werte-
vorrat hochstens n-dimensional ist. s, = ||T|. Bs sei

Sa(4, B) = {T'|T<K(4, B), ||ITlls, = sup n’s, < oo},

(8) ’ 0< a< oo,
8,(4, B) = L(4, B).

Um die spiteren Betrachtungen zu erleichtern, sei an dieser Stelle
an einige Grundbegriffe aus der Interpolationstheorie erinnert [6,10,16].
A, und 4, seien zwei stetig in einen linearen Hausdorffraum eingebettete
Banachréiume. Die Menge

Ayt+Ay = {a]a = ag+ay, gy dy, a;e 4y}
wird durch die Norm
(9) K(t, 0, 4y, Ay) = K (¢, a) = inf(||ay|la,+ tlla)la,)

zu einem Banachraum. Dabei igt das Infimum tiber alle Darstellungen
von ¢ als Summe von a, und @, zu nehmen, 0 << co. Die Menge
Ay~ Ay wird durch die Norm

(10) J(t, 0y 4o, Ay) = J(t, ) = max(|aglla,, t]alla,)

zu einem Banachraum, 0 < ¢ < oo, Eg ist klar, daB die fiir verschiedene
Werte von t angegebenen Normen dquivalent sind. Es sei fiir 0 << 0 < 1

(11) (4o Ao,c0 = {0 aed o+ A,, tsup t_'@K(t, a) < oo}

€(0,00)
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und

[ dt )
(12) (Ao, Ay)er = {a]aeA,,+A1,ft‘9K(t, @) < oo}.
0
Verwendet man die zur Definition benutzten Ausdriicke als Normen,
so sind (4o, 41)e,0 und (4,, 4,)e,; Banachriume. Es ist

Ay Ay & (4g, 41)e1 S (Aoy A1)o, S Ag+44.

Die fiir die weiteren Betrachtungen wichtigen Klassen K (0)
= K(0®, A,; 4;) und J(0) =J (0, 4,, 4,),0 < O < 1, werden wie folgt
eingefithrt. Der Banachraum A gehort dann und nur dann zur Klasse
K(6), wenn 4 < (4, Ay)e gilt. Der Banachraum 4 gehort dann und
nur dann zur Klasse J(0), wenn (4,, 41)g; = 4 gilt. Lions und Peetre
haben folgendes Lemma bewiesen [10, 16]:

LeEMMA 1. (a) A gehort dann und nur dann zur Klasse K (@, 4,, A,),
wenn es eime von t unabhingige positive Konstante ¢, gibt, so daf fiir alle
a aus A die Ungleichung

(13)
gilltig dst.

(b) A gehdrt genaw dann zur Klasse J (O, A,, A;), wenn es eine von
t unabhdingige positive Konstante c, gibt, so daf fiir alle a aus A, ~ 4y
die Ungleichung

(14)

gultig ist. ‘
(e) A gehort genaw damn zur Klasse J(O, Ay, A,), wenn es eine

positive Konstante cs gibt, so dap fir olle o aus A, ~ A; die Ungleichung

E(t, a) < oyt° a4

llalla < ea(t° llafLay -+ ° lalls,)

(15)
giiltig ist. .

Die Richtigkeitv von (a) folgt sofort aus der Definition von K ().
Ferner sieht man leicht, daB die Aussagen (b) und (¢) &quivalent sind.
Die Formel (14) kann man auch in der Form

llall.a < esllals,” llal

lofla < e, t°J (¢, a)
schreiben.
Weitere Resultate der Interpolationstheorie werden bei der An-
wendung der Interpolationseigenschatten der Klassen E,, K, und G,
auf Holder- und Sobolev-Besov-Réume bendtigh.

2. Die Q-Ideale E,, K,,G, und §,. Zur Vorbereitung der weiteren
Betrachtungen sollen zwei einfache Lemmata hergeleitet werden.
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Lemuva 2. Ist TeK (4, B), so konvergicren du(T) und d"(T) gegen
Null, wenn n gegen Unendlich geht.

Beweis. Da es fiir die Menge TH, fiir jedes positive ¢ ein endhches
&-Netz gibt, folgt sofort die Richtigkeit der Behauptung fiir die Zahlen
d,(T). Wir nehmen jetzt an, daf es eine prikompakte Menge C, 0 < B,
und eine Zahl 8, 6 >0, gibt, so daB fiir alle linearen Réume I mit
codim [ < o0

sup [|bllz > 8
beO'AT

giiltig ist. Dann kann man iterativ eine Folge von Elementen b;e0,
lle”B =4, und eine Folge von linearen stetigen Funktionalen bieB’,
Ibill = 1, bestimmen, so daf

bi(b) = 6 und B(by) =0 firi<bh

gilt. Daraus erhilt man aber [b;— byl > 0 fiir ¢ # &, was nicht sein kann.
Daraus folgt auch fiir die Zahlen d*(T) die Aussage des Lemmas.

Tmvva 3. Fiir TeK(A,B) st

d"(T) =int gup |Tals,
llall g <1
aeln

wobei das Infimum iber sémiliche Unterriume 1, aus A mit codiml, <n
2u nehmen ist.

Beweis. R(T) sel der Wertevorrat des Operators 7. Man sieht leicht,
da8 man sich in der Formel (5) auf solche 1, l, < B, beschrinken kann,
die in R(T) liegen und fiir Welche dimR(T)[l, < n 1st Ist N (T) der Null-
raum des Operators T, so sei 7' die {ibliche Ubertragung des Operators
T in den Restklassenraum A = A [N (T), dessen Blemente mit & bezeichnet
werden. Es sei I, © R(T) und dim R(T)/l, < n. Dann ist tir L, = {a|ac4,
: aeT—lln}codnnL n und TL, = I,. Daraus folgb das Lemma.

Fiir die weiteren Betrachtungen ist es wichtig, den Begriff des Banach-
ideals [21] ebwas. zu verallgemeinern. Fiir jedes Pasar von (rcellen oder
komplexen) Banachriumen A, B sei I(4,B) eine lineare Teilmenge
von L(4, B). Die Gesamtheit der I(4, B) wird mit I bezeichnet. I heifit
Q-Ideal (Quasinormideal), wenn folgende beiden Bedingungen erfillt
sind:

(a) Fir jedes Paar A,B von Banachriumen sei aunf I (A B) eine
Quasinorm gegeben, d.h. eine Zuordnung T - ||T|; mit den Eigen-
schaften

1. |T|lz= 0 und ||T|r = 0 genau dann, wenn T = 0 ist,
2. |IAT|z = 14|||T]lz und
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3. T +Tyr < os(1T1)lz+ |T,)l7) mit einer von A und B abhingigen
Konstanten ¢;.

I(4, B) sei vollstindig.
(b) Fiir 8eL(B, C) und TeI(4, B) sei S8Tel(4,C) und
18Tz << 8|1 L1z
Fir SeI(B,C) und TeL(4, B) sei 8TeI(4,C) und
18Tz < 1811017
E, sei die Gesamtheit der F (4, B), a > 0. Entsprechend werden
K,, G, und 8, definjert.

Sarz 1. E,, K,, &, und S, sind Q-Ideale, a > 0.
Beweis. (a) By ist N (||T)|—6) > 2, 6 > 0. Daraus folgt

(16) 171 < 1 T0e,

Insbesondere gilt also die Eigenschaft 1 fiir Quasinormen. Die
Homogenitit der Quasinorm 1Tz, folgt ans

N(jAle, AT) = N (s, T).

T, und T, selen aus E,(4,B). b, j=1,..., N, T), (bzw.
b, 4=1,..., N(e, T,)) sei ein sNetz fiir T,B, (bzw. T 2B4). Dann
gibt es fur ]edes a aus B4 Elemente b; und b mit {](T1+T2)a—b,~—b []B
< 2¢. Also ist

7 N (26, Ti+Ty) < Ne, T) N(e, L)

Daraus folgt die Dreiecksungleichung fiir Quasinormen. Bs sei T},
j=1,2,..., eine Cauchyfolge aus F,(4, B). Aus der Abschitzung (16)
folgt, daB die Folge T; in der Operatorennorm gegen ein Grenzelement
TeK (A, B) konvergiert. Bei fixiertem & ist e[log N (¢, T—T,)T eine Null-
folge. Aus der Formel (17) erhilt man

Goeflog N (2s, T—T;)]" < e[log N (s, T—T%)1"+ e [log N (e, Tn—T;) "

mit einer geeigneten positiven Konstanten ¢;. Den zweiten Summanden
auf der rechten Seite kann man fiir & > j > j, unabhingig von ¢ kleiner
als eine vorgegebene positive Zahl machen. AnschlieBend kann man
durch geeignete Wahl von % (in Abhingigkeit von &) erreichen, da8 auch
der erste Summand auf der rechten Seite klein wird. Darauns folgt die
Vollstédndigkeit. Die Idealeigenschaften erhilt man aus:

N(Slle, ST, A,0) < N(e, T, A, B), 8eL(B,C), TeB(4,B),
N(|T|le, ST, A,C) < N(c, 8,B,0), SeB.(B,C), T<L(4,B).
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(b) Bs ist |ITf) < || Tz, und
(18) @, (AT) = A dn(T).
Ferner gilt

(19) Ao (Ty+Tp) = inf  sup inf ||Ty6—by+Tya— b,z
L1 llellg<1 biely )
e Tm boeL,,

< @ (T1) + dm (T),

wobei T, und T, aus K,(4,B) sind. Daraus folgh aber, daB K. (4, B)
ein linearer Raum mit der Quasinorm ||Tg, ist. Ist T, eine Cauchyfolge
im Raum K,(4,B), so konvergieren die Operatoren T, im Sinne die
Operatorennorm. gegen einen Operator T aus K(A,B). d,(T—1Ty) ist
Dbei fixiertem n eine Nullfolge. Nach dem gleichen SchluB wie oben erhilt
man die Vollstindigkeit von K,. Die Idealeigenschaften folgen aus den
Abschéitzungen

(20) @, (ST, 4,0)<[8ld(T, A, B), SeL(B,0), TeKa(4,B),
und ’
(21) dn (8T, 4, 0) < |T||dn(8, B, 0), RSeK.(B,0),T<L(4,B).

(e). Fiir die Durchmesser " gelten die Formeln (18), (19), (20) und
(21), wenn. man dort d,, durch 4" ersetzt. Zum Beweis verwendet man
zweckmiBigerweise die im Lemma 3 angegebene Form fiir d"(T). Die
Vollstindigkeit der Ideale G, gewinnt man nach dem gleichen Verfahren
wie frither. _

(d) Piir die Approximationszahlen s, gewinnt man leicht die den
Formeln (20) und (21) entsprechenden Abschitzungen. (19) hat man
durch

Spima1 (L1 +T0) < Sny 2(T0) 4 8mpn (Th)

zu. ersetzen. Die Vollstindigkeit beweist man wie oben.

8ATZ 2. Die Q-Ideale B,, K,, G, und S, umfassen die Gesamtheil der
ausgeartsten, Operatoren. Fir 0L p<a< oo gilt B.s By K. Ky,
Ga < Gﬁ und Sa < Sﬁ

Beweis. Zu jedem ausgearteten Operator findet man stets eine
positive Zahl ¢; und eine natiirliche Zahl N, so daB

NE)<ee™ uwd dy=d" =sy=0

gilt. Daraus folgt, daB jeder ausgeartete Operator zu jedem der genannten
Q-Ideale gehort. Die Monotonie der Ideale gewinnt man unmittelbar
aus den Definitionen.
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3. Interpolationseigenschaften der Entropicideale E,. Die Q-Ideale
E, werden Enlropieideals genannt.

SArz 3. (44, 41) sei ein Interpolationspaar von Bana,chmumn und
der Banachraum A gehore zur Klasse K (O, Ay, 4;), 0 < O < 1. Ferner
sei TeH, (4o, B) und TeBy (A4, B),0<q< o0, 0K a;<<oo. Dann
gehort T zu E,(A,B) mit a = (1—0)ay+6Oa,.

Beweis. 1. Fir ay = o, = 0 folgt die Aussage des Satzes unmit-
telbar aus der Interpolationstheorie, sofern man A4 = (4, 4d4)e
berticksichtigt [10, 16].

2. Es sei o) = 0 und a; > 0. Nach Lemma 1 gibt es fiir jedes Element
a mit falls <1 und fir jede Zahl #, 0 < i < co, Elemente g,cd4, und
ayed; mit |aglly, < 651% llagly, < 61°" und a,+a; = a. Dabei hangt
¢s nicht von ¢ ab. Es wird ¢ = £ gesetzt. Dann gibt es im Raum B eine
Menge b; ¢ =1,..., N(c¥%, T, 4,,B), so daB fir einen geeigneten
Index j

1Ta,— bjlla < 6570 = s, [ Tagle < e,

gilt. Daraus folgh
‘T a— b]“B -:638
Somit ist
log N (2¢5eT, 4, B) <logN{(c"®, T, A;, B) < ¢, V%,

Das ist aber die Aussage des Satzes.

3. Es sel ¢y >0 und ¢, > 0. Dann gibt es wieder Elemente aged,
und a;ed; mit 6 = ao+ a4y, [l < 61° und Jlaglly, < egt° " Ist 4 eine
vorgegebene positive Zahl, so wird ¢ = 5" gesetzt. Im Raum B gibt
es Elemente by, i = 1, ..., N(4, T, 4,, B) und Elemente ¥,j =1, ...,
Ny, T, A,, B), so dafl fiir geeignete Indizes  und !

17— brlp < om0 0= g0
und

”Tﬂ:]_—" bl]lB < 0877_(1—6)(11~a0)+a1 =0, n(lvs)ao-x-eal
ist. Da Ta = Tay+Ta, ist, erhalt man schlieBlich aus der Drelecksunglel-
chung
N(zcsn(l—o)uo+9al’ T,4,B)<N(n T, A, B)N(n™, T, 4, B).
Daraus ergibt sich
log N (20,5~ 0*6, T, 4, B) < g9~

Das ist aber dquivalent zur Aussage des Satzes.

Sarz 4. (By, By) sei ein Interpolationspaar von Banachriumen und
der Banachraum B gehore zur Klasse J (0, By, By). Ferner sei T eHp (A, By)
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und TeBy (A, By), 0< iy < 00, 0K fy < oo Dann gehirt T 2u Hg(4, B)
mit p = (1—6) /30—}—@{3‘1

Beweis. 1. Fiir f, = f, = 0 folgt die Aussage des Satzes aus der
Interpolationstheorie [10, 16], sofern man (B, By)ey < B beriicksichtigt.

2. s sei B =0 und p;>0. In jeder Menge {a:}, i=1,.
N (a“’a T,4,B)+1, H%II,4<1 gibt es mindestens zwei chmente a"
und a', 50 da,B

| Ta’—Ta* ||z, < 26V°

ist. Bs ist Ta;eB, ~ B,. Verwendet man Lemma 1 (¢) und schitzt man
HTa"—TaiHi{o@ durch eine Konstante ab, so erhilt man

| Ta'—Ta'||p < 6596
Somit ist
N(cue,T,A,B)gN(s”@, T, A, By).
Die Aussage des Satzes folgt dann aus )
log N (638, T, A, B) < log N ("%, T, A, B,) < 0156~ 1/%

3. By sei f,>0 und f,>0. In jeder Menge {%}, t=1,...,
N(& T, A, B) N(eP, T, A, B)-+1, ladla <1, gibt es Elemente &,

{@} s {a},j =1, ..., N(, T, 4,B)+1, so daB die Bilder 7d; in -

einer Kugel vom Radius ¢/ im Raum B,.Jliegen. Aus diesen Elementen
kann man zwei Elemente a° und a* auswiahlen, so daf Ta® und Te' in
einer Kugel vom Radius ¢! im Raum B, liegen. Somit ist

[Ta®—Tal|p, < 267, || Ta*—Ta 5 < 2681,
Da B zur Klagse J (@) gehort und 7' (a®— ¢') im Raum, B, ~ B, liegt,
erhilt man aus Lemma 1 ()
|Tar—Ta5 < oyqel= o,
Daraus folgt
N (0yq80~ Pt ' A By < N (M, T, A, By) N (£, T, 4, By).
Somit ist
log N (0,56~ O%0+® T, 4, B) < 0480
Das ist dquivalent zur Aussage des Satzes.

SA1z B. (Ao, A;) und (B, By) seien zwei Paare von Interpolations-
riaumen. Ferner set AeK (04, Ay, A,) und Bed(Op, By, By). Der Operator
T gehore zu H, (A By),0<4, j<1, 0 ay<oco. Dann ist T ein
Element von B,(4,B) mit '

y = (1—04)(1—0p) ag+ (1—0p)O4 a1yt (1—04)Opay+0 405 0y.
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Beweis. Nach Satz 3 gehort T zu By (4, B,) mit o = (1—60.4)ag+
404 a5, und zu By (4, B)) mit §; = (1—04) ¢, +0 4 05;. Die Behauptung -
erhilt man jetzt durch Anwendung von Satz 4.

Bemerkung. 4, sei stetig in 4, eingebettet und der Einbettungs-
operator I sei ein Element von E,(4;, 4,). Ferner sei A¢K (0, 4,, 4,)-
Da I zu E.(4,, 4,) gehort, folgt aus Satz 3, daB I<Hqo.(4, 4,) isb.
Andererseits erhdlt man aus AeJ (6, 4,, 4,), T<B,(4,, 4;) und Satz 4,
daB I zu By_ep(A;, A) gehort. Dieses Resultat stimmt im wesentlichen
mit einem Satz von Peetre iiberein [18].

4. Interpolationseigenschaften der Durchmesserideale K, wmd G,.
Die @-Ideale K, und G, werden Durchmesserideale genannt.

SATZ 6. (4, 4,) sei ein Interpolationspaar von Banachrdwmen und
der Banachraum A. gehire zur Klasse K (0, Ao, Ay). Ferner sei T e Ko (4,, B)
und TeK, (A;,B), 0<a< oo und 0K a;< oo, Dann gehort T 2w
K. (A, B) mit a = (1—06)a,+06«,.

Beweis. Wie bei dem Beweis des Satzes 3 gibt es fiir jedes a mit
llals <1 und jede Zahl ¢, 0 < i< oo, Elemente a,ec4, und a;ed, mit
Naolls, < €51, lloglla, < u°" und @ = ag+-ay. Aus To =Ta,+Ta; und
der Dreiecksungleichung folgt dann

dn+m(T$ A! B) inf sup inf I]Ta”' bo“‘b1”B
LWL Hall 4<1 boELn

biel,,
< inf LSUP inf|{Ta,— b+  sup  inf |Ta,— blls]
L, 1%l 4, <0t% boeLy, llagll 47=<cgt® ™ b o,

< Gstedn(T: Ay, B)+0at9_ldm(T, 4,4, B).

Ist dn(T, Ay, B) =0, so erhdlt man d, m(T,4,B) =0 Ist
dn (T, Ay, B) >0, so fithrt t = d, (T, Ay, B)/d(T, 4y, B) zu der Ab-
gchitzung

nym(Ty 4, B) < 26,d;°(T, Ay, B)dm(T, 4y, B).
Insbesondere ist
1
don(Ty 4, B) < 015 —i-gpgren; -

Daraus folg der Satz.

SATZ 7. (By,B,) sei ein Interpolationspaar von Banachriumen wund
der Banachrawm B gehore zur Klasse J (0, By, By). Ferner sei TeGy (A, B,)
und T Gy (4, Bi), 0< o< 00, 0 < f; < oo Dann gehort T 2u Gy(A, B)
mit § = (1—0)Bo+0p;-
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Beweis. Unter Verwendung der Lemmata 1 (¢) und 3 erhilt man

Gpom(T, A, B) = int sup |[Talz
L, el ast
v aey,

< ey(int sup ||Tallp)* ®(inf  sup ||Zal|s,)°
I 1] g <1 7 liell <t
Qely, n asl

< oy [T, A, B)]=°[d™(T, 4, B))1°.
Inshesondere ist
AT, A, B) < erqn (==
Daraus folgt der Satz.

5. Interpolationseigenschaften der §,Ideale. Die Herleitung von
Interpolationseigenschaften fir S,-Xdeale grindet sich auf folgendes
Lemma [15, 20]:

LevmA 4. Ist TeK (A, B), so gilt fir n =0,1,2,...,

(22) A (T) < 8.1 (T) < (m+1)dn(T).

Der Beweis baut auf einem Lemmsa von Auerbach [20] auf, aus
dem folgt, daB es in einem Bamnachraum B zu jedem n-dimensionalen
Unterraum von B einen Projektionsoperator P mit ||P|| < »n gibt. Durch
Zmsatzforderungen an B kann man die Formel (22) verschérfen.

LemMA 5. B sei ein Banachraum. Hs mogen solche Zahlen ¢y und o
mit oy =0 und 0< o<1 ewistieren, daf es zu jedem n-dimensionalen
Unterraum von B einen Projektionsoperator P mit ||[P|| < ezn® gibt. Dann
¢ilt fiir einen Operator TeK (4, B) :

23) B(T) < 801 (T) < G1om®n(T),

Beweis. Die linke Seite der Ungleichung (23) ist leicht nachpriifbar.
P gei der zu dem n-dimensionalen Unterraum I gehtrende Operator.
Dann folgt die rechte Seite der Formel (23) durch Infimumbildung in
der Abschéitzung

3n+1 < “T—'PTH

n=2~0,1,...

< sup (| La—blz+||P(Ta—Db)lz)
Il 4 <1
< @+11P|) sup [[Ta—b]z.
i

Samz 8. (A, .4,) sei ein Interpolationspaor von Banachriumen und
der Bamachraum A gehore sur Klasse K (0, Ay, A,). Ferner sei T eS8, (4,, B)
und T8y (A;, B), 0 < 0y < 00, 0 a; < 00,

icm®
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(a) T' gehirt zu S.(4,B) mit a = max[(1—60)e,+Og,—1,0]
(b) Ist B ein Banachraum auf den die Vorausseizungen aus Lemma B
zutreffen, so gehort T zu S,(A, B) mit

a = max[(1—8)a;+Bay;— g, 0].

Beweis. Satz 8 folgh sofort aus Satz 6, Formel (22) und Lemma 5.

ForecerUNG. Sind die Voraussetzungen des Saizes 8 erfiilli und ist
B = H ein Hilbertraum, so gehort T zu S,{4, B) mit a = (1—60)0,+6a,.

6. Einige Bemerkungen zum Hilbertraumfall. In der Einleitung
wurde bereits darauf aufmerksam gemacht, daB die hier betrachteten
Ideale K,, G, und 8, verschiedene Moglichkeiten der Ausdehnung der
Klassen S, auf Banachriume darstellen. Die Klassen S,, wurden in
[24] eingefiihrt. Sind H und H' zwei Hilbertréiume, so ist fir 0 < ¢ << oo

GoplH, H') = {T| T<K(H, H), (f]sz AP <o), 0<p< oo,
A=

(24)
Syl ,H)={T| TeK(H,H'), sup n'%s, < oo}.
n=1,2,...
Sarz 9. H und H' seien zwei Hilbertrdume.
(a) Fir TeK(H,H) ist 8, (T) = du(T) =d"(T),n =0,1,2,...
(b) Bs ist Eo(H, H') = Go(H, H') = S{H, H') = S ,,0(H, H').
Beweis. I sei ein n-dimensionaler Unterraum von H', I, = H'OL,.
P, sel der zn L, gehirige Projektionsoperator, entsprechend wird P;;
definiert. $,,;(T) = d,(T) folgt aus der linken Reite der Ungleichung
(22) und der Abschétzung
Spoy<inf |T—P_ T =inf su inf ||Ta—b|l,,, = 4,
N1 el “ Ly ” L, IWHHP<1 ;SL ” a— HE -

Ly

Zugleich erkennt man, daf s, = inf”Pl;zTﬂ ist. Daraus folgt

Pl;‘
84,1 > inf sup HTa,HH
¢, fallgs<t
Tvzsl

Ist L, ein #n-dimensionaler Unterraum von H wund setzt man
l, = HOL,, so erhilt man unter Verwendung von Lemma 3

8n+1<1nfllT TP, | = mf sup {|Tallz’ = d".
n lallg<1
aely,
Daraus folgt der Satz.
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7. Moglichkeiten der Verallgemeinerung der Ideale I, K., G, und §,.
Es ist naheliegend, die Klassen &, ,(H , H'), Formel (24), auf Banachriume
auszudehnen. Fiir 0 < p < co und 0 < a < oo sel

Kop(4,B) = {T| TeE(4,B), } @ 1n™" < oo}
n=1

und
ITlx,, = ( Z G

Ersetzt man d,_, durch @' bzw. durch s,, so erhiilt man entsprechend
Gop DZW. 8o p. Das Ideal Ky , wurde von Novoselskij [15] und das Ideal
Syp,p Von Pietsch [20] untersucht. Wie in den nachfolgenden Abschnitten
gezeigt wird, sind jedoch die hier betrachteten Ideale K, Ga, S, und %,
fiir die Anwendung der Theorie auf konkrete Operatoren und konkrete
Banachriume geeigneter. Wie aus [24, 257 folgt, sind fiir Integraloperatoren
in Hilbertriumen such die Klassen 8,5 (= Qo = K,,) von Interesse.
Lemma 2 aus [24] zeigt die Richtigkeit des folgenden Lemmas. Dabei
wird Ko = K,y Go = Goo und 8, = 8, gesetzt.

LevMA 6. (a) Fir 0<d <a<oo, 0<p<Koo und 0 < p' < o0
ist Kop S Ko

(b) Fiir a >0 und 0 <p<p' Koo st Koy © Koo
(e) Emisprechende Aussagen gelien fir G, und 8, 5.
Um die Ideale B, zu verallgemeinern, werden die ,,Umkehrfunk-
tionen” von N (&) und M (¢) eingefithrt [13]. Fir Te<K (4, B) sei
= inf{e| N (e, T) < n}
und
=inf{e| M(e, T)<n}, n=1,2,..

Aus der Formel (2) folgt, dal 4¢, < ¢, < 0y ist. Es ist

6= inf sup inf |Ta—bp
{b)c B ||of| 4 <1 i=1,.,., 0
und
on= sup inf |[Ta;—Tay|p.

{ajc B 4 lgi<igntl
Dabei ist B, die Binheitskugel im Raum .A4.
REin Operator gehort genau dann zu B, (4, B), wenn

sup e,(logn)* < oo
n=1,2,...

ist. Damit hat man die Moglichkeit, die Ideale X, nach dem gleichen
Verfahren wie es fiir die Ideale K, angedeutet wurde, zu verallgemeinern.
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Fir 0 < a < oo gei

B,y (4, B)={T| TeK(4,B), Y &(logn)®'n""< oo}, 0<p<oo,
n=1

B, (4, B) =E,(A, B).
LevMa 7. () Ist a >0 und 0 < p < co, so folgt aus T eH, (A, B)
(25) ea(T) = of(logny~*).
(b) Fir 0< o' <a<oo,0<p<p'<
Bop S Bop S Booo S B

co und 0 <p’ < oo ist

Beweis. Der Grundgedanke ist der gleiche wie beim Beweis von
Lemma 2 aus [24]. Bs sei TeK (4, B) und es existiere eine positive Zahl
¢ und eine unbeschriinkte Folge natiwlicher Zahlen 0 < n, <1< ...,

- so daB fiir eine geeignete positive Zahl «

ey (T) > e(logng)™*
ist. Dann erhélt man fiir 0'<< p < oo die Abschitzung

ng ng
D i (logn)® 7t > & (logna) ™™ D) (logn) ™~ n > oad”
n=yng n=yn; ’
mit einer geeigneten positiven Konstante cy. Somit kann T mnicht zu
E,, gehtren. Daraus folgt aber die Behauptung (a). Gleichzeitig sieht
man, daB H,p S B, gilt. Eop S Fop gewmnﬁ man nun aus der

Ungleichung
Zeﬁ'(logn)“” -1 “1<[ sup o, (logn) T~ Ze” (logn)®1n
n=1
Fir a>a, 0<p" < oo und TeH, (4, B) erhilt man

o el
D& (logny™ a7t S om D (logmy™"=1n~1 < 0.
N=1 N=1

Damit ist Lemma 7 bewiesen. .

Weitere Untersuchungen der Ideale By, Kip, Gap und S, sollen
an dieser Stelle nicht vorgenommen werden. Wie im Abschnitt 5 ange-
deutet wurde, bestehen zwischen den verschiedenen Idealen Abhingig-
keiten. Gegenseitigé Abschiitzungen fiir die verschiedenen Durchmesser
und fir die e-Entropie findet man z. B. in [12, 13, 15, 20].

8. Uber die Zugehorigkeit von Einbettungsoperatoren zu den En-
tropieidealen F.. 2 sel ein besehrinktes Gebiet im R, mit hinreichend
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glattem Rand. Fiir eine Zahl g, ¢ > 0, wird ¢ = [o]4{o} gesetzt, wobei
[o] eine nicht negative ganze Zahl und 0 < {g} < 1 ist. Wie iiblich wird
mit CE(f):) die Gesamtheit der in £ [p]-fach stetig differenzierbaren
Funktionen bezeichnet, deren Ableitungen der Ordnung [o] holderstetig
zum Exponenten {p} sind. £ ist dabei der AbschluB des Gebietes 0.
C°(L) wird in der iiblichen Weise normiert. W5 (2), ¢ = 0, sind die Sobolev-
Slobodeckij-Réume [1,11,22], H3(Q) die Nikolskij-Riume (Bessel-
potentialrdume) [5,11] und Bj ,(£2) die Besov-Riume [1], 1 < p < oo,
1 € ¢ < oco. Fiir Gebiete mit glattem Rand kann man diese Riume durch
Einschrinkung von W (R,), Hi(R,) und B.%(R,) auf £ gewinnen und
entsprechend normieren. s werden einige Resultate aus der Inter-
polationstheorie dieser Riume bendtigh. Zur Vereinfachung wird €° statt
C*(Q), W statt W5(Q) usw. geschrieben. Mit ['], wird das komplexe
Verfahren von Calderén [6] und mit (,)e, das reelle Verfahren von
Lions-Peetre [10, 16] begeichnet, 0 < O <1, 1< g< oo,  Igh (AO, 5
ein Interpolationspaar, so gehoren [4,, 4,10 und (4o, A1)oq, 1 < ¢ < o0,
K (0, 4y, 4,) ~ J(0, 4,, 4,) ({10], insbesondere 8. 29). Die genannten
Réume haben die Interpolationseigenschaften

Hzga = [Lm Wg]elm
m natirliche Zahl [5, 11], und
BI’?Q = (L,IH WzT )g/m,qy
m natiirliche Zahl [16].
Es ist B, = W}, sofern g nicht ganzzablig ist [1, 167, und HE = we,

sofern o ganzzahlig ist [11].

Aug der‘Vorbemerkung und der Definition der Klassen K (6) und
J(0) folgt

(26) Bg < HS, WY

Setzt man

0<<o<m,1<p< oo,

O0<o<<ml<p<oolg

q < oo,

e
y By & By,

EE=(C m)gfmooy 0<Q<m,

m natirliche Zahl, so ist C° = (%, sofern o nicht ganzzahlig ist [16].
In jedem Fa.lle gehdren (° und €° zur Klasse

(27) K(ofn, C,0") ~ J(efx, 0, 0", 0< o< .
LemmA 8 [4]. Bezeichnet man mit I einen Tinbetiungsoperator, so ist
TeB,m (0°(9Q), 0(2).

Beweis. Fiir quaderformige Gebiete findet man dieses Lemma bei
Birman und Solomjak [4]. Fiir Gebiete © mit glattem Rand folgt es aus

icm
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dem Fortsetzungsverfahren [2] der Réune G'Q(fi) iiber den Rand des
Gebietes und der Idealeigenschaft von En,.

Sarz 10. Bs ist TeB_pm(C2(RQ), C°(Q)}, 0=y >0.

Beweis. Bs ist IeB,,(C% C) und I<E,(C°% C°). Ferner gehort nach
Formel (27) ¢* zu J(ylo, C, (Y, 0 <y < p. Aus Satz 4 folgt dann, daB
I in E,(C°, (7) liegt, wobei

(1 ?\e __e—¥
ﬂ*(l 9)% n

LeMMA 9. TeBy,(WE(Q), Ly(2)).

Dieses Resultat stammt ebenfalls von Birman und Solomjak [4].

Sarz 11. Bezeichnet man mit RS, 1 << p << co, p > 0, éinen der Riume
H3(Q), We(2) oder B2(R),1<g< oo, und selzi man Ry = Ly, so ist
IeB,_ym(Rp, By) fiir oo > 17> ¢ > 0. (Dabei dirfen R}, und Ry, durchaus
verschiedenen der aufgefiihrien Raumklassen angehoren.)

Insbesondere ist

(28) - IsE(f—e)]n(B;.co(-Q); Bga,l(g))-

T
Beweis. Aus e, (Wi, L,), IeBy(Ly, Ly), R;,EK(;, L, W;) und

Satz 3 folgt IeF,,(Ry, L,). Unter Bericksichtigung von IeEy(&y, Ep),
R%ed (ojv, Ly, By) und Satz 4 erhélt man darans die Zugehorigkeit von
I zu B(,_ym- Formel (28) ist die schirfste im Satz 11 enthaltene Aussage.

9. Uber die Zugehirigkeit von Einbettungsoperatoren zu den Durch-
messeridealen K, und G,. Wie im vorangegangeumen Abschnitt 8 sei
©Q ein beschrinktes Gebiet im R, mit hinreichend glattem Rand.

0 1 1
Ly=——— —
g< 00,0y n P + 7

Fiir quaderformige Gebiete findet man einen Beweis dieses Lemmas
bei Birman und Solomjak [4]. Fiir beliebige Gebiete folgt es wieder aus
dem Fortgetzungsverfahren [2].

SATz 12. Haben die Riume Ry die gleiche Bedeutung wie im Satz 11,

LeMMA 10. Bs 45t Te K, (W3, Ly),1<p <

z 1 1
s0 ist IeHy(Ry, Lg) mit 1< p < g< oo, 0<ﬁ=;-—§+z-

Beweis. Aus der Theorie der Binbettungssétze fiir Grenzexponenten
[8,14,19] folgt IeK, (Wi, L;) mit o= n/p—nfg. Zusammen mit
I<K, (Wp, L) fir y =o/n—1/p+1jq >0, B, <K (O, W3, Wp) fir ==

= (1—0)p+O@0 und Satz 6 erhdlt man IeKﬁ(Rp,Lq) fiir 8 = (1—6)y
= t/n—1/p+1/g. Hierbei wihlt man o > 7.
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Die schéirfste im Satz 12 enthaltene Aussage ist

T

1 1
Tekp(Bhoos Ly)y 1<p<g<o0,0<f =~-;+?

"

LeMuMA 11. Bs ist I<G, (W3, C) mity = o/n—1/p >0 und 1 < p < oo,

Dieses Resultat stammt von Solomjak und Tichomirov [23].

Sa1z 13. Hs ist IeGp(Wh, C") mit f = (u—1)/n—1/p >0, =0
und 1< p < co.

Beweis. Aus der Interpolationstheorie [10,16] folgt, daf fiir die
oben eingefithrten Riume G°

(€%, €%)6,00

gilt. Ist o nicht ganzzahlig, so erhélt man aus der Theorie der Einbet-
tungssitze fiir Grenzexponenten [8, 14, 19]

= go(l-9)+e®

n
Wy Pe 6f = (o
Daraus folgt aber, daf

Wi <@ mitp=—+o
ausnahmslos richtig ist. Somit ist P
TeG,(We,0) mit y =41
und » "
TeGo(WE,6)  mit 4 = g{——g.

Da ¢ > 7 ist und nach Formel (27) in Verbindung mit dem Stabili-
titssatz der Interpolationstheorie C° zu J(tfp, ¢, €% gehort, erhilt
man aus Satz 7

TG, (W3, C7) mit/3=(1_1)y= ot 2
4

n _}7

Die in den beiden lotzten Abschnitten angegebenen Beigpiele kann
man .Wesenthch verallgemeinern, ‘wenn man weiterreichende Inter-
polationsséitze fir die verwendeten Raumtypen benutzt (5, 6, 17].

.
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