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Uber die Teiler der Form x'+Dy’, 1l

(O dzielnikach formy x2+ Dy?*, 1)

von
S. Lubelski

Die Methode der ersten Abhandlung?), in der die biniren quadratischen
Formen pur mittels des Begriffes ,Teiler der Form »* -4 Dy** dargestellt ist,
wird hier fortgesetzt. Nunmehr werden wir im dritten Teile auber verschie-
denen Sitzen tber die Darstellbarkeit durch die Form a? - Dy* auch Ab-
schatzungen beztiglich der GroBe der zwei kleinsten ungeraden Teiler vorge-
gelegt. Im vierten Teile wird die Methode auf algebraische Zahlkorper ange-
wandt, und als Folgerung erhilt man eine Vereinheitlichung der ,geeigneten”
Eulerschen mit ,geeigneten® Tscheb yscheffschen Formen. Unter anderen
erhilt man, fir den rationalen Kérper eine neue Gestalt der Theorie der ein-
Klassigen Gaussschen Geschlechter, d. h. fiir die Theorie der Diskriminanten,
wo jede entsprechende bindire quadratische Form die Gestalt ax® - by? hat.
Dies ist auch for die mathematische Physik von Wichtigkeit, und zwar fir
die harmonischen Obertone der rechteckigen Membran *).

DRITTER TEIL.
Einfiihrung.

Im ersten Teilel) wurde die Verallgemeinerung des Eichenberg-
schen Kriteriums in der Richtung gefithrt, die Darstellbarkeit des ungeraden
Teilers L der Form o? + Dyt (D>>0) oder des Produkts p*L, wo p=2,

1) 5. B. XXXVIII (1981) d. Zeitschrift S. 4161

%) 5. Riemann-Weber, Die partiellen Differential-Gleichungen der Math. Physik
B. I (1919) § 100, §. 2457, :
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durch dieselbe Form festzustellen. Nun geben wir hier eine Verallgemeine-
rung des Eichenbergschen Kriteriums fiir eine beliebige konstante Prim-
zahlpotenz p* und zwar lautet diese Verallgemeinerung folgendermafien:

Voraussetzung:

Die Produkte p*g sind durch die Form x* 4 Dy* eigentlich
darstellbar, wobei p==1 eine konstante Primzahl ist,.h und D
nattrliche Zahlen sind, aber (D,4)<{2 und D= 18;21,27,35.91,107
und g alle ungeraden Primteiler der Form a? -} Dyt duxchliufs
welche ’

I fir D=1 (mod 8), Sg-|—2-—]—)— sind,

II fir D=2 (mod 4), < D sind,

2

I fur D= —1 {(mod 8), SQ_—;—D

IV ftir D=3,6 (mod 8), ¢q alle ungeraden Primteiler durch-
liuft, welehe <

sind,

wo a==1 ftir D=5 (mod 8) und

a=2 fu; D=2 (mod 8) ist, auBerdem ist auch ¢g==¢, wo
der kleinste ungerade Teiler der Form x*- Dy® ist.

Behauptung:

Jeder ungerade Teiler L der Form 22 Dy? i
i y? ist entweder
selbst oder p*L durch diese Form eigentlich darstellbar.
Als IAnwendung' dieses Satzes geben wir den folgenden Satz:
st in der Form #*+ Dy%, wo D>0, (4,D)<D und D
21, 217, 35, 107 ’ &0 : i

1) D=—1 (mod 8) und D> 381, so finden sich unterhalb

94D . .
:.e:_%:/i]’l g=—5— mindestens zwel Primteiler dexr Form
2) D=1,9,4 2 (mod 16), so findet sich unterhalb der Zahl

VD mindestens ein Primteiler und unterhalb der ent
sprechenden nattrlichen Zahl

9
g =——-_—|2_—£ oder

I=3

( 2
finden sich mindestenszwei Primteiler dex Form «® - Dy?

3) D=+43 45 +6 (mod 16)
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und 2°Q durch die Form a*+ Dy* nicht eigentlich dar-
stellbar ist, wobei @ der kleinste ungerade Primtei-
ler der Form «?—+ Dyt, a=2 fir D=3 (mod 8) und a=1
fur alle anderen D, so findet sich fur D=3 (mod 8) un-

-g—und fir alleanderen D unterhalb VD, min-

destens ein Primteiler der Form x* -+ Dy* Unterhalb

terhalb

9’—’2,,_13_—5 fiir D==6,b (mod 8)

und unterhalb

fir D= 46 (mod 16)

D
§=75
finden sich mindestenszweiPrimteilerderForm xt -+ Dyt

Wie wir sehen, gibt dieser Satz gewissermafen einen Einblick in die Ver-
teilung der kleinsten ungeraden Primteiler der Form 2 - Dy

Um die Bedeutung des Eichenbergschen Kriteriums noch mehr her-
vorzuheben, muB ferner anders vorgegangen werden, und zwar gilt die Ver-
allgemeinerung des Eichenbergschen Kriteriums noch in anderer Richtung:

Ist das Quadrat des kleinsten ungeraden Teilers Q der
Form z*-+Dy* (D>0) dureh diese Form eigentlich dar
stellbar, so hat auch das Quadrat ihres beliebigen unge-
raden Teilers diese Eigenschaft

Dieser Satz gilt nicht fir hohere Potenzen z. B. fur den Fall, wenn Q* ei-
gentlich darstellbar ist, so ist nicht jmmer jede dritte Potenz eines beliebigen
ungeraden Teilers der Form #? -+ Dy* durch diese Form eigentlich darstellbar.

Tm folgenden werden zuerst die Bezeichnungen und Sétze der ersten Ab-
bandlung 1), welehe wir in diesem Teile benutzen, angegeben.

Bezeichnungen:

1) In der Form &* - Dy ist D> 0,

2) e. d. = eigentlich darstellbar,

3) o. D. = eigentliche Darstellung,

4) Q — der kleinste ungersde Primteiler der Form 2t 4 Dy, .

B) (p.q)=d, d ist der groBte gemeinschaftliche Teiler von p und ¢
(Stieltjessche Bezeichnung) oder allgemeiner

6) (p, g) = dy — der grubte gemeinschaftliche
(entsprechend) grofer, gleich oder kleiner als d.

Meiler von p und g ist
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Satz I: ,Ist jeder ungerade Teiler der Form % 4 Dy* durch

gdig;e Form darstellbar, so ist D=1,2,3,4 oder 7 (5. ¥,

Satz II: ,Ist 2°Q. wo a konstant und a==0,1,2,8, durch die
JForm a2+ Dy? e d, so ist
Sfir a=0: @Q=05,8,1
1
oLl a=12: Q=8 :;B (& = Entier),
,,fﬂr. a=3, wenn nur D =1,1b, 23, 81, @ entsprechond
pgleich: @=17,83,5 in allen anderen Fillen ist:

(s. M), S. 43—44).

Hilfssatz I: ,Ist M= U DV? und M, = U4 DV% w0 ist in
nder Darstellung 7

MM, = (UU;+eDVV, )+ (UV, — eVU) (o= 1)
nder gréBte gemeinsame Teiler der Zahlen
(UU, +-eDVV,, UV, —eVT,) e=+1)

saueh Teiler des gr5Bten gemeinsamen Teile
rs de
Zahlen (M, M,). (s. 1), S. 45). '

Hilfssatz IT: ,Fix jeden Teiler L der Form #*+ Dy, wo L>2l/75
‘3—1

ofindet man immer eine Zahl J, fir welche eine Darstol-

Aung Ll= U4 DV gilt, wobei 1< 2|/D und (U, ¥) Toi-
sler von I ist. 8 '

Satz I_II: ,,!:)amit ein jeder ungerade Teiler I der Form a1+ Dy
,,ixe Eigenschaft habe, daB entweder I oder 2L, wo a
nkonstant un(! @==0,1,2 und ftir ungerade D auch g=23
,,lﬂii, durch die Form a® - Dy* eigentlich darstellbar
nsein soll, gentigt es, dafh 2°Q e. d. ist.

Satz YI—l:.;)Istjeder beliebige ungerade Teiler L der Form
2% y* entweder selbst oder 21L, wo 4
2428 ist, e d, so ist P kon“‘“‘"“nd'
D=15,23,81,21, 241 — fur (4,2)=2, 2.3 — fur (4, 3)=2

2.7 — fiir b §(4 - 8). '
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,0nd aunch umgekehrt: Es existiert fur diese D ein ge-
,eignetes 4, wobei 4>3 ist (s. 1), S. b4).

Folgerung 1 (aus dem Satze VII, s. ) S. B8):
,Damit ein jeder ungerade Teiler L der Form «*-} Dy?
,die Eigenschaft habe, dab entweder L, oder 2°L, wo a
Jkonstant und ¢ =2 fir D=1 (mod 4) und a=2 fiir D=3
o(mod 8) (dabei nimmt D nur die Werte D=12,3,5,6
o(mod 8) an) e.d. ist, — ist es notwendig und hinreichend,
,dab jedes Glied (bzw. jedes gerade Glied) der Folge

D, A*4D, 24+ D,... (ndy-+D,

,Wo A konstant, wobel
Lfur D =12 (mod 4): A<)D =2 und = allenatirlichen

o D
,Zahlen durchliuft, welche A<%VD (bzw. A<l/—2— und
n”<Vﬁ); -
D

— 1
Jfur D_=_3(mod8):A<%V3(D—6) und n<gl3

3 (bzw.

nA<~;—VD‘:—] und n<l/§)').

Satz VIII: ,Die Produkte p*q sind dureh die Form a? 4 Dy?
peigentlich darstellbar, wobei p= 1 eine konstante
,Primzahl ist, h und D, wo D =18,21,27, 35,91,107, oattr-
Jliche Zahlen sind und ¢ alle ungerade Primteiler der
,Form x4 Dy* durchliuft, welche

ol) fir D=1 (mod 8), << 94D

5 sind,

%) Die folgenden Druckfehler gind in der exsten Abhandlung zu verbessern:
Qeite 48 Zeile 6 staft 292, B, 226, 7 (b = beliebig) einschreiben 20-2.3 — fiir gerades @,
o, 7 — fiir b<3(A—3),

., 48 , 8 , a=3 einschreiben =3,
49-4-D 494D
. 4, 7 . @=—F Q<—F
. 88 , 17 , D=152381 ., D =15,23,81 und A =3,
e w w18 . VL " 24 L,
, bk , 10 , 24-1, 24-2.3 98.7 einschreiben 24~1 — fiir ungerades 4,

94—2 . 3 fiir gerades 4, 22.7 fixr b << 1A —3),
(34 +D einschreiben BA*+D,... mA)»-+D.

. b8, 22,
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»2) fiir D=2 (mod 4), < D
14), < 5 gind,
»3) fir D= —1 (mod 8), ?—_gg sind,

»in allen anderen Fullen ist unter and

‘ 0 erun ¢==40, w
pder kleinste ungerade Teiler der Form m”—l-ql)y/’ int Sng
nd) fir D= 386 (mod 8) ¢ auph alle ungerade Primteiler

‘ D
pdurehlaufs, welche <2":‘i'—‘5 wo a==1 fir D=5 (mod 8)

pund =2 fir D=3 (mod 8) ist,
»0) fir D=0 (mod 4) und ungerades p, falls die Zahl

D D
Dy = w5y = m g
@+.D) — (2, D)
peine ganze Zahl ist, ¢ mindestens einem echten unge-

sraden Pri‘mtail.er D; dieser Zahl D, gleich ist, und
pwenn 142D, eine Primzahl ist auch ¢g=1-42D ,
. ] »

St ]i: :W.eis, In. allen Fallen', wo D ungerade oder D ==2 (mod 4), wird der

i Sic;;w?lsen ssem, wenn 2°¢) und p*Q gleichzeitig e. d. sind. Und zwar er-

by eenrtnwegzzre I{{) gerx{;&tﬁ, dah dann jeder ungerade Teiler L der Form
-D r selbst oder 2°L durch diese For d. i ch 4

Multiplikation der Darstellun ot B ot
gen der Zahlen 2¢¢ und p* @ auch 2¢p* e.d. i

i . d. 18t

is:t f;‘:f:l damlzlus, da‘ﬁ Jeder. ungerade Teiler L entweder selbst oderp L e Sd,.

. wollen wir beweisen, dab fir diese D (d. h, wenn D ungerade oder

D = 2 (mod 4) ist) aus der V. .
P40 und 20 o, d) s ¢ er Voraussetzung dieses Satzes folgt, daB gleichzeitig

Fall 1): D=1 (mod 8).
Ist die Zahl d-:l-fg‘b

prim, so ist alles bewiesen. Denn der Voraus-

o 5n .
?]_‘ e;}\;:gisfergifc;u;q d}l; Zshlen Pd und P@Q, wo ¢ dor kleinste ungerade
s b die Form 2 - Dy? o, d. Nun folgt aus der Multiplikation

der Darstellungen der Zah
len 2
bl ituriog il w2+j)e;ﬁ e.ddj“;gt_Pd) daB auch 2P und demnach auch

Bs sei jotat !

5 keine Primzabl und zwar ist

14D
Tcdldzx

dl < dEJ

wo el i .

Die d\lr Or:ilzsinmzahl u_nd dy eine ungerade Zahl ist, so folgt, daB d, < VZf ist.

non D> 9 a z‘“;]geﬂ dieses Satzes treffen fur D=9 nicht zu und wir kou-
nnehmen. und zwar sind’ die Zahlen 3 und § Teiler der Form
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@® -+ 9y* und aus der e. D. der Zahlen 3p* und bp* folgt, dab auch 15 e. d.
dureh die Form =% -4 Dy? ist, was selbstverstindlich upmoglieh ist. Somit

9-+D

mub die Zahl —5 D—-_.-—b1 by, wo by eine Primzahl

. . .9
prim sein. Denn ist —5

and < b, ist, so folgt, dab b, < /D ist. Demnach ergibt sich aus der e. D.
der Zehlen pta, und p*by, daf aunch o b, e d ist. Da ab, <D, so ist dies
9-4-D

unmoglich. Die Zahl p* ist also e. d. -und somit ist anch 2p* e d.

Da p* @ e d. ist, so ergibt sich schlieblich, dab auch 2Q e, d. ist
Fall 2): D=2 (mod 4) und D Z=18.
Der Annshme entgegen sei 2@ nicht e. d., also ist
D
o<y

Nun muf die Zahlé)— Primzahlpotenz sein. Denn ist

Z——_—D1D25’ ngpz

wo D, und Dy zwei verschiedene Primzahlen sind, so muf der Voranssetzung

gemuB p* Dy und p"D, e. d soin. Mithin ist auch Dy Dy e. d, was aber un-

moglich ist, da DyD, <—2— ist. Bs sei also g:Df. Ist g =2, so ist
(mod 3); (8D 4 D=0 (mod 11).

Produkte 3p* und 11p*
Zshl 33 e. d, was wie-

DI+ D=0

Der Veraussetzung gemiB, da D==18 ist, sind die
durch die Form % Dy® e. d. und somit ist die
derum unmdglich ist.
Auch ist g >>2 unmdglich, denn es wird folgen
8

o :|/5 <17,

also wird die Zahl (_fw..ﬁ_;.il]f gholich, wie die Zahl %;—, Potenz. der Zahl

@D+ D<2D,

& .
Dy = »? gein und somit ein Vielfaches von D sein. Dieses aber ist der Un-
2

gleichungen (1) gem#f unmoglich. Es mub also g==1 sein.
ch 2p* 6. d. und.mithin auch 2Qe. d.

Demnach sind

der Voraussetzung gemif p"g folglich au
durch die Form - Dy? ist.

Fall 3): D= —1 (mod 8).
Wir nehmen zuniichst an, dad
(L4 D, 16) =8.,
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Ist D>, so ist dann 14D eine Primzahl. Und zwar folgt aus

8
14+ D=84q:0,

wo ¢ und g, ungerade Primzahlen sind, da p®¢ und p°¢, e. d. sind, da auch
9¢, e d. ist, was unmboglich ist. Bs mub also ¢, = g, =1 sein. Somit ergibt
sich aus der e. D. der Zahlen 8¢ und gp" dab 8p* e. d. ist. Da p* @ e. d.

ist, so folgt, da auch 8¢ e. d. ist. Ebenso erhslt man, daB 8¢ e. d. sein
muf, wenn nur

14+D=0 (mod 16).
Und zwar ist

14D ;oo

9+D=8(1+2'——g““)=89 % Gas
wo ¢’ und ¢; ungerade Primazablen sind, so ist gj=g;==1 und 8¢ e. d. ist.
Somit ist auch 82" und folglich 8¢ e. d. Gemib Satz III ist jeder ungerade

Teiler L der Form 2?4 Dy* entweder selbst oder 8L e. d. Da 8p* e. d. ist,
so ist auch entweder L oder p*L e. d.*),

Fall 4): D= 3,5 (mod 8) und D= 21,27, 85,91, 107,
Wir betrachien die Zahlen der Menge

@) 14D, 334 D,... n* 4+ D,
wo n alle nattirliche Zahlen durchliuft, weleche fur D =3 (mod 8) kleiner

als l/% und fiir D=>5 (mod 8) kleiner als /D und keine 2°fache einer

Primzahl sind. Und zwar sei filr eine gewisse Zahl dieser Menge

K4 De=24,4,, 4,<A4,
wo A, eine Primzahl ist. Also ist fir

und fiir D=5 (mod 8), 4, <|D
D=3 (mod 8) A1<|/-§~.
Wir beweisen jetst, daf man 4, >3 annehmen kann, Und zwar ergibt

gich aus
14D 84D D
F3 S TFE3 g

, .
* Ist 2 'A‘D , wo w=1,3, Potenz einer Primzahl g, so mub, da (2¢*:+1)? - D<c 94D,

g2 t] Qg3 — )2
eutweder (¢ T_z) D+D oder @a 11)D+D zugleich Potenz der Zahl ¢ sein, z. B. = g°.

Stmit folgt aus &gt + 4ug 4 (u*4- D) = g¢ (u? -+ D), dab u*-.D=28¢* sein mub, was uu-
mdglich ist. -
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daB man im Falle 4, =3 ein Primteiler ¢ finden kann, welcher Teiler von

124-D 324D

5.3 oder von 5.3

ist und fur welchen p”.g e. d. ist. Dies ist aber fiir g =3 unmoglich, denn
o8 wird dann ein Teiler von

: LD
1——_—22—2 oder von E—‘—;:—

durch die Form 3 -4- Dy? e, d. sein. Die Zahl
2
1+D aer 3:4D

7 ° %
ist also Potenz der Zahl 3. Nun ist die Zahl
.2_5;;‘_;2 fir  D>41

und die Zahl

ﬁ;‘;” fir D> 60

25+ D .
kleiner oder gleich -——D—-—‘ Fur solche D mufl also + oder die Zahl

25775 2
?’—‘ij-—D , wie vorher, Potenz der Zahl 3 sein. Somit ist entweder

2{!
2%+ D>8(1+D) oder 36+D=301+D)

ich i i ist aber 2°Q e. d.
ur fur D= 5,11, 13 moglich ist. In diesen Fallen ist a
i :Illst D« 41 od;r < 60, so wird die Voraussetzung des Satzes und den
ohigen Werte von D gemél

D=5, 11, 13,19, 29, 37. 45, 51

sein. Tx , D —5,11,13, 19,37
ist 2°Q e. d. In allen andern Fillen sind 3 und b Teiler der.E‘onix x? —’r-Dly’
und 15 ist durch die Form a*-- Dy* nicht darstellbar.  Wir koonen also
A, > 8 annehmen. o

' >Nun wmub A, = Af sein. Denn hat 4, einen echten ungeraden Primteiler

, . i
4, 50 wirdy do Ay < g isty dab 4, wnd p4; durch die Form o Dy
1 1 a1,

e. d. sind. Also ist auch das Produkt A, A; durch diese Form e. d.. Da
K*+D<2(1+ D)

go ist dies unmoglich. Somit ist A, eine Potenz der Zahl A,.
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Ist K* -+ D die kleinste Zahl der Menge (2), welehe durch A, teilbar ist,
so folgt, daf g<{2 sein wmub. Und zwar ergibt sich dies folgendermaBen ;
Fir g2>8 ist im Falle

8
a=1, 4 < VE,
im Falle

8
a=2 ist A, <l/-'—lg)
Wir betrachten zuerst den Fall g — 1. Demnach ist

8
8
2,/%=2V5<V5 fur D> 64.

Durch Berechnung der entsprechenden Zahlenfolgen von (2) fir D << 64 und
D=5 (mod 8) findet man, daB nur fir D =45,53 die klsingte Zahl der
Menge (2), welche keine 2°fache einer Primazahl ist, der Gestalt 2°A4% ist.
Die Zahlen 3 und 5 sind aber Teiler der Form #* - Dy* for D=45 und
D =153. Der Voraussetzung gemi sind also die Produkte p*.3, p*.5 durch
die Form x* - Dy* fur D ==45,68 e. d. Somit wird auch 16—23.5 o, d
sein, was aber unmdglich ist.

Ist D>64, a=1, so findet man in der Falge (2)
welehe durch 4, teilbar uno somit sind beide 2%-fache Potenzen dieser Zahl,
also ist eine Teiler der zweiten Zahl. Dies ist aber unméglich, denn fur die
zweite Zahl, sei dies z. B. K3y D, folgen wird, dab

2D>Ki+4 D> 2(K* + D)> 2(1 4 D),
Ebenso wollen wir beweisen, daB auch fur g -
zwar haben wir, daB fir D~ 144

8
D D
V<%
D <144, D =27,385,51, 69, 91,107,123
findet schuell zwei Primteiler (3, 6 oder 7),

zwei gerade Zahlen,

2 die Zahl g<C2 ist. Und

Da man fur alle

1

welche kleiner als D sind

+
10
st, kann man also annehmen, da$ in der Folge
teilbar ist und somit zugleich von Gestalt 2¢4¢
tglich, da die zweite Zahl 2z, B, Ki-4+D

Ki+D=3(1-+ D)

und deren Produks <14-Di
(2) noch eine Zahl durch Ay
sein wird. Dies ist aber unm.

ist.
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Mithin ist
(8) K2 -D=245 g==12...

Ist @ =1, so mub g==1 sein, sonst hiitten wir einerseits

K*4 D=6 (mod 8)
d andererseits
o K?+4- D=2 (mod 8)

Die Zahl g ist also g==1 und somit ergibt sich im Falle 4, = @, dab 2@
durch die Form a* 4 Dy? e. d. ist. '

In gleicher Weise erhilt man, daB auch fir ¢=2, g=1 sein muf. Denn
us (3) folgt:
e () le 44} — K% = D.

Bs sei jetzt D' der kleinste echte Printeiler der Zahl D, also ist D' </ D,
wenn nur D keine Primzahl ist. Ist

@ +D=Q0,

wo 0 < a< ¢ und @ eine gewisse natiirliche Zahl ist, so folgt, daf fur zu-
D i i . der Zahl p*D

sammengesetztes D, () < 5 ist, Es wird somit sfua der e.. D. der P ;
und p* @, falls D) == Q ist, daB anch D, Q e. d. ist. Es sei also D, =@ un

somit D, <C l/fg- ist, also gehort die Zahl
D
D?+D=-D1<D1 ‘I"‘_D-l)

zur Menge (2). Wegen der Gleichung (2) muB somit Df/D sein. FOlghc'hbtk:ir:lll
die Zahl D keinen Primteiler, welcher == D, haben. Und zwardergl_ o
aus der e, D, der Zahlen p*D; und p*D;, dab aueh D, Dy < 1135 . BZIDB) ist-
BEs muff also D = D? sein, entgegen der Annahme, daff D = ’ (mo i daé
Es ist also D eine Primzahl und demnach folgt ans der Gleichung (3),

: folge (2) 3 faches einer Primzahl
4y == D+ 1, d. h, dal in der Folge (2) jede Zahl 4-faches einer Primz

ist. Mithi%] ist jeder ungerade Teiler L (s. Folgerung 1 des Satzes VII) ent-
weder selbst oder 4L dorch die Form x® + Dy e. d..
Fall 5): D=0 (mod 4).
Wir betrachten die Zahl
p__ »
D= T @)

B jeder ungerade Teiler L der
Ist D, =1, so folgt aus dem Satze VI, dab je g .
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Form ©*-- Dy* entweder selbst oder DL durch die Form 2? - Dy? e. d. ist,
Da (ftir D, =1) die Zahl ¢ den Wert 3 oder 5 annimmt, ergibt sich aus
der e. D. der Zahlen Dp" und ggp*, daB Dgq e. d. ist. Somit ist jeder ungerade
Teiler I entweder selbst oder p*L durch die Form x* - Dyt e. d..

Es sei also D, == 1. Aus der e. D. der Zahlen p*D, und D= 2¢ D, folgt,
da anch 27" e. d. ist. Da p*Q e d. ist, so ergibt sich, daB dies auch 27¢
ist. s sei fiir gewisse nattirliche Zahlen . s:

4 29Q=r-4- 2D 8*  (r,s)=1).
Fr gerades d ergibt sich

o= V4D (=1
(2%4)4‘ s (2%[[,3) 1

Demnach ist, dem Satze 1 gemuB, entweder Dy =3 oder D, ="1. Bs ist aber
fiir D; =38, gem#B Satz VI, jeder ungerade Teiler I, entweder selbst oder
2*2L durch die Form 2*+ 2¢.8y* e. d. Da p*. 3 o. d. ist, so folgt, daB dies
anch 2¥g* ist. Demnach ist entweder L oder p"Le. d. Fir D, =1 erhult
m:u aus dem Satze VI**), dab jeder ungerade Teilor I entweder selbst oder
+3 - &
277°L e d. ist, d. b, daB 21,7 o. . ist und somit auch 2%“—10"‘ Folglich
ist entweder L oder p*L e. d.
Es sei jetzt 2 ungerade, also folgt aus (4), daBf
2
® 20 = (=) +20,0,
977
somit ist, dem Satze II gem# ¢ — D, Nun ist

d—1\g
(2 ? ) + 2Dy = 247 (1 4-2D,).
Die Zahl 14-2.D, ist wegen (b) (s. Folgerung 1 des Satzes VII) prim, Dem-
naj:h.mu!.’: #*(1 -+ 2.D,) durch die Form & + 2°Dyy* e. A. sein, was aber un-
maglich ist. Und zwar folgt daraus, daB anch 2¢(1 4 2D;) e. d. durch diese

Form sein muB. D. h, dab 2(1 4 2D;) durch die Form z* 1 i
soir ) 2D,y e, d. ist
und mithin auch die Zahl 2 durch diese Form o, d. HEAD o flie

Satz IX: ,TIst 2°Q, wo a=1,2,8 und @ der kleinste ungerade

nT.eiler .der Form #*+ Dy? ist, wo D> 0 und D=0 (mod 4)
nnicht eigentlich darstellbar, so findet man

pfdr D=1 (mod 8) unterhalb —w—l—I;D

E)
Air D=2 (mod 4) untorhalb 2,

**) 5. Beweis ‘dieses Satzes (1) 8..9-14).
80
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»ftir D= —1 (mod 8) unterhalb 9—+8'—D,

Jftr D=3,5 (mod 8) unterhalb 52—
ymindestens zwei ungerade Primteiler der Form a* -4 Dy

Beweis Es sei D= -—1 (mod 8). Ist 14D = 0 (mod 16), so ist

9+D=8(1+29_j;_p).

Ist die Zahl 1-}—29_1!;1) zusammengesetzt, so ist der Satz schon bewiesen-

Es sei also (l +2 9_-ll:6£) prim. Nun muf

94D
@<1+2—e

sein, denn andernfalls wird 2°Q durch die Form x? - Dy e. d. sein. Ahn-
lich erledigt man den Fall:
(1 + D, 16) = 8.

. D
Wir betrachten jetzt den Fall D=2 (mod 4). Wire die Zahl 5 -
. D
sammengesetzt, so werden ihre Primteiler die gesuchten Zahlen sein. Ist 1

prim, so sind, da 2¢ nicht e.d. sein kann, @ und % die gesuchten Zahlen.
1—;1) 2

Ebenso erledigt man den Fall D=1 (mod 8). Und zwar: ist u-

sammengesetzt, so werden ihre Primteiler die gesuchten Zahlen sein. Ist

1—;D prim, so werden dies @ und 1—}2—D sein.

Betrachten wir jetzt den Fall D= 3,5 (mod 8). Der Behauptung des

D .
Satzes entgegen nehmen wir an, daB unterhalb der Grenze =0 hochstens

nur ein Primteiler der Form a? - Dy* sein kann, Nun kénnen wir annehmen,

daB es einen Primteiler unterhalb —27‘_2 5 sicher geben wird. Und zwar wird

sonst dem vorigen Satze gemilB, jeder ungerade Teiler der Form x? -+ Dy?
dureh diese Form o. d. sein. Wir bezeichnen diesen Primieiler mit ¢ und
beachten die Zahl ¢* (k=2,3,...,7). GemsB Hilfssatz I findet sich unterhalb

= 4,

'/ /D
der Zahl 2 ig ein Teiler der Form a# - Dy?, so da, wenn nur ¢*> 2V/;
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ist, so ist
I¢* e d.

(Die Menge der verschiedenen moglichen Zahlen 7 ist endlich. Es muf also fir
zwei gewisse natiirliche Zahlen %, und %, und fiir eine gewisse Zahl /' gleich-
zeitig 'gm und Vg% e. d. sein). Da fir D > 1b

so kann angenommen werden, da unterhalb der Zahl 3 —]32-
der Form x? - Dy* entweder Potenzen der Zahl g oder das 2°-fache dieser Po-
tenzen sind. Fir ¢* > 3!/% findet sich also (unterhalb zl/g) eine Zahl

2°¢h, wo b=0 oder b=a ist, so da 2°¢**» durch die Form x* 4 Dy?e. d.
ist. Mithin ist auch 2%g*** e, d., wo dhulich b, == 0 oder &, == ist. Folglich
ist g**t% durch die Form x* - Dy® e. d. Somit existiert eine Primzahlpotenz

igt, durch die Form x? - Dy?

die Teiler

v

D
P 261, f
e. d. ist. Wie sich aus dem Beweise des vorigen Satzes ergibt (s. den Anfang
des Beweises nnd Beweis des Falles 4)), wird dann entgegen der Voraus-

, fiir welche das Produkt pg,, wo g, <<

setzung 2°Q e. d. sein. Es mtissen sich also unterhalb der Grenze éa—_?—.—t,—)
mindestens zwei Primteiler der Form x? 4~ Dy? befinden.
Satz X: ,Ist in der Form a*~+ Dyt wo D>0, (4, D)<{2 und
D =18, 21,27, 36, 107
21) D=—1 (mod 8) und D>81, so finden sich unterhalb

D .
pder Zahl g= w—%— mindestens zwei Primteiler der Form
al 2
et Dy,
»2) D;——: 1,9, 4+ 2 (mod 16), so findet sich unterhalb der
»Zahl VD mindestens ein Primteiler und unterhalb der ent
psprechenden natirlichen Zahl g, wo

9-4-D
9="F

D
oder 9=5
sfinden sich mindestens zwei Primteiler der Form z? -+ Dy

»3) D=3, +5, 4 6 (mod 186)
pund 2°Q durch die Form #*+ Dy? nicht eigentlich darstell-
sbar ist, wobei @ der kleinste ungerade Primteiler der
pForm 22 4 Dyt ist, a=2 fiir D=3 (mod 8) und a—=1 ftir alle
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pandere D, so findet sich fiir D=3 (mod 8), unterhalb I/g .

yund fir alle andere D unterhalb /D, mindestens ein Prim-
steiler der Form 2%~ Dy® Unterhalb

g=ging fir D=35 (mod §)
»und unterhalb

I=73 fir D= 4 6 (mod 16)

sfindet sich mindestens zwel Primteiler der Form 2 | Dy2

Beweis. Dem Satze IV gemi (s. dessen SehluB), ist fiir D= — 1 (mod 8)
und D > 81 das Produkt 8 Q durch die Form z?-} Dy? nicht e. d. Aus dem
vorigen Satze ergibt sich, daB sieh unterhalb der sngegebenen Grenze min-
destens zwei Primteiler befinden.

Um den Kall

D=1,0, +2 (mod 16)

zu erledigen, benutzen wir den folgenden Tschebyscheffschen Satz¢):
»1st die Gleichung
2! — Dyt=eM, D>0, e=+1

,losbar, so kaun ein Paar von Losungen #, y, gefunden werden, fir die

1 1
o<lel <|/Fu@ta, o<wi<|/s5ua—a,
,wo @ die kleinste Losung der Pellschen Gleichung a®—Df*=1 ist.

Wir haben also filr eine gewisse natiirliche Zahl &, wo

b<|/§j—(3+1)=l/ﬁ

dag :
—D=—a?—2b%; a* D=20"

Somit findet sich unterhalb der Zahl /D ein Primteiler der Form x4 Dyt
Es ist klar, daB 2 nicht e. d. ist, und somit ergibt sich, dem vorigen Satze

4 s P. Tschebyseheff, Journ. d. Math. Ser. 1, 16 (1851), S. 257—261 oder Werke

B. 1 8. 78-77. — vgl. auch meine Arbeit: Beweis und Verallgemeinerung eines Waring-
Legendreschen Satzes, Math. Zeitsch. B, 33 §. 34b—8.
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gemif, dal unterhalb der Zahl 9+2 mindestens zwei Primteiler der Form

2
xt 4 Dy* sich befinden.
Es sei jetzt

D=2D,, wo D =41 (mod 8).

Dem Tschebyscheffschen Satze gemiB ist die Gleichung

Dy=d}— 28}, ol=D + 284

16shar mit

1 —
a<|fzoe+1=15.
Somit existiert ein Primteiler der Form @* 4 Dyt, welcher < J/D ist. Das
Produkt 20 ist also wieder durch die Form 2% 4 Dy nicht e. d. und dem
vorigen Satze gemdl findet man unterhalb der Grenze % mindestens zwei
Primteiler der Form a* ++ Dy Wir betrachten jetzt den letaten Fall:

D =366 (mod 8).

Ist
24 D=0 (mod 2°9Q),

wo 0 <2< Q ist, so ergibt sich, da der Voraussetzung gemilB 2°Q durch die
Form #* - Dy* nicht e. d. ist, daB

Hieraus erhalten wir

Mithin ist im Falle

a=1, Q<JD,
im Falle
D
a=2 Q< l/ 5
Dem Satze IX gemif erhalt man, daf es unterhalb der Girenze D min-

2°72. 5
destens zwei Primteiler der Form -+ Dyt gibt.
Wir bieten jetzt die Verallgemeinerung des Eichenbergschen Satzes
auch in einem anderen Sinne.

Satz XL ,Ist das Quadrat des kleinsten ungeraden Teilers
,,fler Form #*+ Dyt, wo D9, durch diese Form e. d, so
28t das Quadrat jedes beliebigen ungeraden Teilers
ndieser Form eigentlich darstellbar.
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Beweis. Es sel
P=r4Dst, (rne=1,
also ist
Q?—r*=(Q—r)=Ds
Offenbar folgt, dal
@+r ¢g—r <2
Ist
Q+r=2D8, Q—r="D,4, wo D=DD;, $=58,
80 ist

2Q=292D,s-}2'D, sk,

wo ¢ entweder ¢t =0 oder ¢==1. Haben die Zahlen D, und D, ungerade Prim-
teiler, so werden sie > Q sein. Also ist im Falle, wenn beide Zahlen D,, D,
gerade sind:

2r=2'D 8 — 2D,s,

Dy =Dy, =2 D=DD,=4.

Ist mindestens eine der Zahlen D,, D, ungerade z B. D,, so wird entweder
s, gerade, was aber infolge D, >> @ unmoglich ist, oder @ = D, = D,, oder
z B. Dy =1. Ist Q= D, = D,, so ist

2 - Dy = x® 4 Q22

D= Q3=2¢ 3%, 5¢

was aber nur fur

zuléssig ist. Da D == 32 so bleibt nur der Fall D=05? zu erwigen. Nun ist
im erwihnten Falle der Satz wahr. Und zwar ist hier jeder ungerade Teiler

L der Form z*-} Q*y? eine Summe zweier Quadrate: .

L=U*47V? (U V)=1
Ist
UVs==0 (mod b),
80 ist
Ut—V2:=0 (mod b),
also ist

It = (U= V2 4 2TV

durch die Form x? 4 Hy? e, d.
Bs sei also

2Q=2"D; s} + 2Dy =5} + Dy} = s} + Dsj.

Demnach folgt aus dem Satze III, daB fiir jeden ungeraden Teiler L entwe-
der L oder 2L e. d. ist.

Anmerkung. Dieser Satz gilt nicht fir hthere Potenzen. Und zwar schon
fir den Fall, wenn % e. d. ist, so ist nicht immer jede dritte Potenz eines
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beliebigen ungeraden Teilers der Form x? 4 Dy* durch diese Form e. d.
Z. B. ist fir die Form 2*+ 264% Q==3 und 3% e. d, aber D! ist nicht e, d.
durch diese Form, Ahulich ist fir die Form z* ~+61y%, Q¥=>5% e. d,, aber
7% ist nicht e. d. durch diese Form.

VIERTER TEIL.

Einleitung.

Um groBe Primzahlen zu erhalten hat Euler Formen g -+ Dyt (D> 0)
betrachtet, welche die Figenschaft haben, dab jede zn 2D relativ prime Zahl
L, welche nur einmal mit #y==0 durch diese Form dargestellt werden kann,
entweder prim oder das Quadrat einer Primaahl ist 5). Solehe Formen nennt
Euler ,geeignete (idoneal) Formen“. Wie aus der Gaussschen Theorie der
Komposition der biniren quadratischen Formen folgt, ist es dazu notwendig
und hinreichend, daf das Quadrat eines Teilers L der Form a® 4 Dy, wo
(L,2D)==1, durch diese Form e. d. ist. Analoge indefinite Formen 2% -} Dy?
(D<<0) hat Tschebyscheff hetrachtet, welcher dhnliche Folgerungen er-
hielt, wenn nur

1 - T
0<lx|<|/§M(a+e), 0<lyi<l/§%M(E—e),
angenommen wird, wo

' —Dyt==eM, e=+1, M>0

und @ die kleinste Losung der P ellschen Gleichung o - D2 =1 ist s. %),
Beide Theorien vereinheitlichen wir mittels der folgenden Verallgemeinerung
anf algebraische Zahlksrper:

Es sei im algebraischen einklassigen Zuhlksrper K(6) die
Form 2% Dy* gegeben. Damit jede zu 2D relativ prime ganze
Zahl, welche dureh die Form 2* 4+ Dy* nur einmal darstellbar,
wobei diese einzige Darstellung eine eigentliche ist, entwe-
der eine Primzahl oder das Quadrat einer Primzahl sei, ist es
notwendig und hinreichend, daB das Quadrat eines belie-
bigen zu 2D relativ primen Teilers T der Form #* 4+ Dy* durch
diese Form eigentlich darstellbar sei.

Die Abhandlung: Beweis und Verallgemeinerung eines Waring-Legen-

5 s EulAer, De variis modis uumeros praegrandes examinandi... Comm. Arith. 2,
198—214; Facillima methodus plurimos numeros prasmagnos inveniendi ib. 215—9; De for-
mulos speciei ma?-nyt ... ibh. 249—60, '
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dreschen Satzes (s. Math. Zeitsch. B. 83, S. 321—3849), inshesondere der zweite
und dritte Teil, kann auch als Anwendung der im Anfang dieser Arbeit ge-
nannten Methode angesehen werden. Wir bieten hier weitere Anwendungen
dieser Methode suf algebraische Zahlkorper. Und zwar ktnnen die folgenden
Erwigungen als Fortsetzung der obigen Arbeit gelten. Man erhalt somit, auber
einiger Kriterien iber die Darstellbarkeit durch die Form 2* - Dy® in
algebraischen Kborper auch das folgende ginzlich neme Kriterium der ,ge-
eigneten Formen, welches auf beliebige einklassige algebraische Zahlkérper
ausgedehnt werden kann

pi8 sei im algebraischen einklassigen Zahlksrper K(6)
»die Form 2?4 Dy? gegeben. Damit jede dureh die Form
»®% - Dy mit ¢y == 0 und zu 2D relativ prime einmal dar-
s5tellbare Zahl entweder prim oder das Quadrat einer
pPrimzahl sei, ist es notwendig und hinreichend, daB
njede zu 2D relativ prime durech die Form «*-4 Dy? dar-
pstellbare Zahl, welche Teiler dieser Form ist (oder jede
pdurch die Form 224 Dy? e. d. Zahl) durch diese Form s(L)-
»Mal darstellbar sei, wo s(L) die Anzahl der verschiedenen
qnicht assoziierten Teiler der Form %+ Dy? ist.

Debnen wir diese Tatsachen nur auf reelle Korper an, so erhalten wir
die verallgemeinerte Tschebyscheffschen Sitze in folgender Richtung:

»Man ersetzt die Worte: die Zahl L ist durch die Form
22 4+ Dy? ja-mal“ darstellbar, durch die Worte ,die Zabl L
pist durch die Form 22+ Dy? ,a-mal“ darstellbar, wo

eL=ax*+ Dy, L>0, e=+1,

awobei
1, 1
o<lel<|/Fuata, o<ui<|[Fua—o,
swenn nur ¢== + 1 die kleinste Lésung der Pellschen Glei-
schung a? 4 Df*=1 ist.
Im folgenden werden zuerst die Bezeichnungen, Definitionen und Sutze
der Abhandlung 6), welche wir in diesem Teile benutzen,. angegeben.

Definition 1. Eine Zahl des Kérpers K(6) heifit Primzahl,
wenn sie ein Primideal ist.

) 8. d. Verfasser: Beweis und Verallgemeinerung eines Waring-Tegendreschen
Satzes. Math. Zeitschr. B. 83 (1931) S, #21—349.
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Definition 2. Zwei Darstellungen der Zahl I:
M=o 4 Dy, M=zt Dyt

im Kérper K(6) bezeichnen wir als ,identiseh® oder ,aqui-
valent oder ,nicht verschieden®, wenn zwei Zahlen p, ¢
des Kdrpers K(f) existieren, fir die

| P D=1
und
1y @ =xp—Dyq, yi=xq9+yp
Bemerkung. Dasselbe werden wir oft ktirzer schreiben

%+ =Dy = @ +V=Dy) (s +/=Dy)

aPer unter der Bedingung, daf damit immer (unabhin-
gig davon, ob "D sum Korper K(6) gehsrt oder nicht)
die Gleichungen (1) gemeint werden.

Definition 3. Zwei Zahlen 7 und 7, des Kérpers K(6) heiben
orelativ prim®* wenn [,,] das Einhheitsideal ist.

Definition 4. Eine Darstellung M =z} Dy* im Korper K(0)
Peiﬂt neigentlich¥, (kurz e. D), wenn [2,4] das Einheits-
ideal ist.

Hilfssatz 1: Ist M=10U:4-DP, N, = U+ DV:, wobei
(M2, 2D) =[1], und bezeichnet man mit u, b die Ideale

1 =[U0, + DV V,, UV, — VU]
b= [UT, — DV V,, UV, + V),
so folgt
MM, = (U, + DV V,)* 4 D(UV, F VU,
[, 0] ={T, V] [Ty, V7]
M M
Uy == [U,V]’” 7, VI]J [Ua V]’ {Uh "
Satz 1. Es sei.M———M{"...M,‘fn, wo die M, (s=1,2,...,n) zuein-
ander relativ prim sind und [M,2D]=][1] ist. Es seien jem,

verschiedene Darstellungen vou M, gegeben M=o+ Dyp.

Multipliziert man dann vermittels der Eulerschen Iden-
titit

M, M, = (w,20, — Dy 4. 4 D (2,9, — Yo 2p)?
auf alle méglichen Arten die asten Potenzen der Dar-

stellungen M==22-}- Dy, s0 sind die entstehenden My My 1M,
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Darstellungen M =ua*} Dy? alle verschieden und jedes-
mal ist

[x7 y] = [xla .1/1]”’~ .. {9:,,, y;ll“" *

Satz 8. Ist [M,2D)=(1], M = MpMp... M und sind My, Ms,... M,
sheilerfremde Primidealpotenzen, so hat die Anzahl der
seigentlichen Darstellungen der Zahl J durch die Form
,%*+ Dy* hschstens den Wert 27

Satz 4. Ist M= M&Mp... Mo, wo die Zahlen M, (s=1,2,...,n)
Jteilerfremde Primidealpotenzen sind, ist [M,2D]= [1]
yund ist die Zahl M genaun 2*mal durch die Form x4 Dy*
seigentlich darstellbax, so ist auch M¥ (s=1,2,...,n) ei-
,gentlich darstellbar. Der Exponent 20, 128t sich dabei
pnicht allgemein herabdrucken.

Satz B, Ist M= M* M».. M%,wo die M, (s=1,2,...,n) teiler-
Jfremde Primidealpotenzen sind, ist [#, 2D]=[1] und sind
oM und alle M% durch die Form z* 4 Dy? eigentlich dar-
,stellbar, so ist I genau 2~-mal eigentlich darstellbar
Satz 6. Dafiir, dab die Zahl M = M3 Mp... M=, wo [M,2D]=[1]
sist und die M, (s=1,2,...,n) verschiedene Primzahlen
,8ind, durch die Form «? +Dy* genau (a-+1)(@+1)... (a:41)-
,mal darstellbar sei, ist notwendig und hinreichend,
,dab die Zahlen M?(s=1,2,..,n) eigentlich darstellbar
o8ind und die Zahl M wenigstens einmal darstellbar ist.

Definition 8. Im reellen Korper K(6) heiBit eine Darstellung
eM=2a*—Dy, woe==1, >0 und D>0 ist, reduziert,

wenn
o<iels)Euera, o<wi=|/zzua—0,

wobei sich @ als die untere Grenze der positiven Lsun-
gen der Pellschen Gleichung a* —Df2=1 bestimmt und
41 angenommen wird
Satz 7. (Brste Verallgemeinerung des Tschebyscheffschen Satzes).
Jede Darstellung eM=2*— Dy* im reellen Ksrper K(0),
wo e=+1, >0 und D>0, wenn nur @==1 (s. Definition 8),
,mit einer und, abgesehen vom Vorzeiehen von % und o,
Jour einer reduzierten Darstellung eM=wu?— Dv* ,iden-
Stiseht,
Satz 10. Es sei im algebraischen einklassigen Zahlkorper
oK (8) die Form z?- Dy* gegeben. Damit jede ganze zu 2D
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prelativ prime Zahl, welche durch die Form x* - Dy® nur
neinmal darstellbar, wobei diese einzige Darstellung eine
peigentliche ist, entweder eine Primzahl oder das Quadrat
néiner Primzahl ist, ist es notwendig und hinreichend, daB
»das Quadrat eines beliebigen zu 2D relativ primen Tei-
olers I der Form a2+ Dy* durch diese Form eigentlich
pdarstellbar sei.

Beweis. Es sei jede Zahl I, welche durch die Form x' -} Dy* nur ein-
mal e. d. ist, wobei [L, 20] =[1] ist, entweder prim oder Quadrat einer Prim-
zahl (eines Primideals). Mit M bezeichnen wir die Menge aller Teiler 7' der
Form o2 ++ Dyt wo [7,2D] = [1] ist und deren Quadrate durch diese Form
nicht eigentlich darstellbar sind. Es bezeichnet ¢ ein gewifles Element der
Menge, fir welches der absolute Wert des Norms der kleinate ist. Nun ist
die Zahl ¢ prim. Denn ist t==t &, wo t; keine Einheit ist, so erhilt man
[N () < |N(t,)|- Selbstversténdlich ist im Falle, wenn die Zahl ¢ mit keiner
Potenz einer Primzahl assoziiert, daB mindestens eine der Zshlen £, # durch
die Form * -4 Dy? nicht darstellbar ist. Es muB also [NV(#)|=1 sein, sonst
wird [N(f)| keine kleinste der Zahlen | ¥(T)| sein. Da mit , wo # eine
Primzahl ist, auch #* durch die Form z? -+ Dy e. d. ist (s. Satz 1), 50 kann

nicht ¢ mit einer Potenz einer Primzahl assozilert sein. Die Zahl ¢ muB also
Primzahl sein.

Wir betrachten die Gleichung

® 1 = a* - Db, [a, b, ] = [1].
Nun kénnen wir annehmen, dag anch [t, 2D} = 1]
[a® + Db, 2] = (g}
Wo ¢ eine ganze Zahl, welche keine Hinheit ist, so ist fr k=1 oder % =2
[(a + ety -+ Db, 204 = [4],
ein Teiler von 2D, welcher zu ¢ teilerfremd ist, und jeder Primteiler
von 2D, welcher in ¢ nicht aufgeht, Teiler von ¢ ist.

Ist ¢ eine Einheit, so ist dem Satze 1 gemiB alles bewiesen. Ebenso ver-
hilt es sich, wenn # = &% ist, wo & eine Einheit ist. In allen anderen Fillen
mub der Voraussetzung gemiB das Produki durch die Form z3 4- Dy?
wmindestens noch einmal darstellbar sein z. B. sei

@

Nehmen wir an, daf ¢
Primteilern ist, welche

ist. Und zwar ist:

wo &

i = o} |+ D

die Zahl mit der kleinsten Anzahl von verschiedenen
die Eigenschaft (1) hat, so erhul man, gemif} Hilfs-
satz 1, daff # Potenz der Zahl ¢ ist. Also ist fur ein gewifes %, die Zahl #
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durch die Form z? -- Dy? e. d. Nun beweisen wir, dall % <C2 angenommen
werden kann. Und zwar ist k> 2, so existiert, der Vorausse.tzung. gem?.li;
noch eine Darstellung dieser Zahl, welche dem Satze 3 gemaﬁ me:ht exgenthch_
sein kann. Man erhilt somit, daB ¢, wo kh<Ck—2 1§t, e. d 1st... st aulc
%y > 2, so erbalt man, da % e. d. ist, wo Ay <Xk — 2 ist. Wir konnen also
annehmen, daB % <C 2 ist. Die Menge M‘mt.xﬁ also .leer sein. ot Dot

Es sei jetzt das Quadrat eines beliebigen Teilers der Form a* -+ Dy
durch diese Form e. d. Ist

L=A4*+4 DB, [4 Bl=[1],

wobei dies die einzige Darstellung der Zahl L mit zy <=0 dureh die For'm
#% -+ Dy? ist, so mu L entweder eine Primzahl oder deren Quadrat sein.
i i ) 5.
d r folgt dies unmittelbar aus dem Satze b ) )
o AZ::Ierﬁfng. Formen - Dy?, tir welche jede durch sie ?\6chstens
einmal mit y =0 darstellbare Zahl L. wobei [L, 2D]= [1] u{:d dlesg Dn;i
stellung eine eigentliche ist, entweder prim oder das Quadrat einer ?mml?
ist, ne;nt Euler ,geeignete* Formen (und zwar ,geeignet“ grofie Primzahlen
darzustellen).
arzuSelbstvlrstandlich sind die in der ersten Abhandlung genau uutergesu'ch-
ten Formen x? -} Dy?, fir welche 2, wo @ der kleinste ungerade Teiler
di Form ist, — geeignete Eulersche Formen. .
1esel\;Vie der Bewei: des letsten verlsufs auch der Beweis des folgenden
tzes : ) ) )
SaZSat'/ 11. Es sei im algebraischen einklassigen Zahlkdrper
K(6) die Form a* 4 Dy* gegeben. Ist jede ganze Zah'l, vivel—
77che durch diese Form einmal darstellbar ist wo.bel dlfase
neinzige Darstellung eigentlich ist, entweder eine Prim-
nzahl oder mit dem Quadrat einer Primzahl assoziiert, so
”ist eine gewille Assoziierte des Quadratefz des gegebenen
”Teilers T durch die Form x84 Dy? eigentlich darstellbar.
S:’ltz 12. Es sei ein algebraischer Zahlkorper K(f) gegeben.

pl8t

L, 2D] = (1],

MM = a2+ Dy, (%, y1=1[1],
wo M, M’ D,z y ganze Zahlen des Korpers K(0), [M,2D]=[1]
n i At Bt I

d die Zahl
" M= My M@, Me,

i imidealpotenzen sind,
i M,,...M, verschiedenen Pr1m1- P

njlvt‘l):):;x]gli)e %‘orm #? -+ Dy* 2+-Mal eigentlich darstel.lbar, 80
nist auch die Zahl M’ durch diese Form eigentlich dar-
n

sstellbar o1


GUEST


2% §. Lubelski

Beweis. Es sei

MM =T+ DV [T V]=[1]

und
M=R4D§ [E 8=
eine von den 2" e. D. der Zah! M. Nun ist
(1) MMM = (U + DV?) (B - DS* = (RU+ DSV)+ D(RV—SU).
Bezeichnen wir mit m,
[RU4- DSV, RV — SU] = [m,],
so ist dem Hilfssatze 1 gemas

M
@ [ 2] =1
Ist
w— EM+ DSV = BV—8U
m. b
so wird ' ™
(W, T] = 1]
sein. Bezeichnen wir mit my die Zahl
my == 2
2=

80 ist (8. Gleichung (1))
3

Der Relation (2) gem#b wird im Falle, wenn' M, Teiler von My

my M’ = W2 L Drs,

ist, sein

[ME*, m] = Mo,

Es sei jetat
"y

_ W,
Dem Satze 4 gemiiB ist also die Zahl i

' Sat; mif Mir durch die Form a2 - Dyt o, d
Multiplizieren wir diese Darstellung mit der Darstellung (3), sj—istywit;de;

dem Hilfssatze 1 gomiB, das Produks m3 M’ durch die Form 22 Dyt o. d

Nehmen wir ei i .
dio 7okl einen Teiler M, der Zahl my an, und bezeichnen wir mit "y,

My

My = 3

I 1
, Min
80 wird man ebenso erhalten, daf das P

. rodukt mi M’ dureh die Form w* + Dy

icm°®
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e. d. ist, Selbstverstéindlich erhilt maa schlieBlich, dsf auch die Zahl M’
e. d. ist. ‘

Satz 13. Es sei ein algebraischer Zahlksrper K(6) gege-

sben. Ist

@ MM =ao*+ Dy* [y, M'|=[1], [MM',2D]==1],
2Wo M, M, D, z, y ganze Zahlen des Kérpers K(f) sind und
sdie Zahl
M= MsMp... Mon,
2wo M, M, ...,M, verschiedene Primzahlen (Primidealen)

p8ind, durch die Form #? -} Dy? genaun

(@ 4+ 1) (as +1)... (&, + 1)-mal

pdarstellbar, so ist auch die Zahl " durch die Form
22+ Dy? mindestens einmal darstellbar.

Beweis. Dem Satze 6 gemiB sind die Zahlen M? (s=1,2,...,n) durch
die Form =f 4 Dy® e. d.. Wir multiplizieren die Darstellung (1) mit einer
beliebigen Darstellung der Zahl M.

Ist

MM — Ut DV [TV, M) = [d),

so ist das Produkt (—ﬂ{)zM ‘e, d. Multiplizieren wir diese Darstellung wmit

d
der Darstellung der Zahl M3, so erhilt man, wenn % durch M, teilbar, ge-
2
m4f Hilfssatz 1, daf auch das Produkt ( d?fl[) M’ durch die Form z* -} Dy?

e. d. ist. Pahren wir so fort, so erhalten wir eine eigentliche Darstellung der
Zahl M’
Satz 14. Es sei im algebraischen Zahlkérper K(6) die Form
x* 4+ Dy* gegeben Ist die Zahl I/ dieses Ktrpers
M= MysMp.. M [M, 2D]=[1],
,Wo M, (s=1,2,...,n) Primidealpotenzen sind, durch die
,Form af4 Dyt 2-mal eigentlich darstellbar und ist der
oTeiler U™, wo [Jl[(", 7,—’%—)] = [1], der Zahl M mindestens
durch diese Form eigentlich darstellbar, so

durch die Form 22Dyt

peinmal

y8ind die Zahlen M® und ¥® =

Mo
93
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pgenau 220 o 4 wo §=1,2 und T die Anzahl aller
onichtassoziierten Primteiler der Zahl ¢ bezeichnet.
Beweis. Gemif Satz 4 sind die Zahlen M¥s (s=1,2,...,n) durch die
Form z* -} Dy? e. d. Dem Satze b gemiB ist also M® 280 mg] o d., Wir
kinnen also jetzt den Satz 12 anwenden und zwar erhalten wir, daf auch M@
durch die Form x®- Dy? e. d. ist. Wiederum dem Satze b gem#f erhalten
wir, daB M® genau 2¥¥™.mal e, Q. ist.
Satz 15. Es sei im algebraischen Zahlkérper K(6) die Form
222+ Dy* gegeben und die Zahl

M= MMs=... M2, [M,2D]=]1),
pWo M, (s=1,2,...,n) Primzahlen (Primidealen) sind durch
pdiese Form
(o, +1)(ey+1)...(@,+ 1)~-mal
neigentlieh darstellbar. Ist der Teiler M™ der Zahl M
sdurch die Form #?- Dy? mindestens einmal eigentlich
pdarstellbar, so sind die Zahlen

M

@) -
MO wnd MO = 5

pS$(M)-mal, durch die Form «%-}- Dyt darstellbar, wo s=1,2,
»5(f) die Anzahl der verschiedenen nichtassoziierten Tei-
Jler der Zahl £ ist; und 20y jgy eigentlich darstell-
pbar, wo i=12 und &) die Anzahl der verschiedenen
sbichtassoziierten Primteiler der Zahl ¢ ist.

Beweis Dem Satze 6 gemiB sind die Zahlen M2 e. d. Da die Zahl
M mindestens einmal e. d., so ist wieder dem Satze 6 gemuB die Zahl M®
genau s(HM")-mal durch die Form z? - Dy* darstellbar. Dem vorigen Saize
gemiB ist also die Zahl M mindestens einmal und ebenso s(M®)-mal durch
die Form z*- Dy* darstellbar. Den Sitzen 1 und b gemib sind die Zahlen
MO und M@, da M2 (s=1,2,...,m) e d. ist, durch die Form 2% + Dy?
2 mal 6. d.

Satz 16. Es sei im algebraischen einklassigen Zahlksrper
,,K(B), die Form #*-- Dy gegeben. -Damit jede zu 2D rela-
o1V prime durch die Form 2? + Dy? mit zy==0 einmal dar-
pstellbare Zahl entweder prim oder das Quadrat einer
pPrimzahl sei, ist es notwendig und hinreichend, daB
njede durch die Form x2 - Dy? darstellbare Zahl, welche
nlTeiler dieser Form ist (oder jede durch die Form 2?4 Dy?
94

icm°

Uber die Toiler der Form 2 -- Dyt 21

yeigentlich darstellbare Zahl) durch diese Form s(I)-mal
pdarstellbar ist, wo S(L) die Anzahl der verschiedenen
onicht assoziierten Teiler der Form 2?4 Dy ist.

Beweis. Dem vorigen Satze gemif wird der Beweis angegeben werden,
wenn nur das Quadrat eines beliebigen Primteilers der Form z* -+ Dy?* durch
diese Form e. d. ist. Dies folgt aber, der Voraussetzung gemif, aus dem
Satze 6 uumittelbar. w. z b. w.

Tschebyscheff hat den Eulerschen analoge Formen mit positiven
Diskriminanten festgestellt. Diese entspringen bei ihm naturgemi aus einer
Folgerung des Satzes 7. Und zwar erhilt man allgemein:

Satz 17. Bezeichnet man im reellen Ksrper K(f) zwei Dar-
,stellungen einer Zahl als ,identisch® oder Jiquivalent
ywenn die zugehtrigen Darstellungen ubereinstimmen
5. Definition 8), so gelten (im reellen algebraischen Zahl-
Jkorper mit @==1 (s. Definition 8) wiederum alle bishe-
yrigen Sdtze.

Der Beweis folgt unmittelbar aus dem Satze 7 und den Eigenschaften

der Aquivalenz.

Streszezenie.

Metoda pierwszej rozprawy, w ktérej teorja form kwadratowych wylozona
zostala tylko zapomocs pojecia ,dzielnika x? - Dy?¥, przeprowadzona jest tu
w dalszym ciggu. Migdzy innemi mamy w trzeciej czesei nceny wielkosei dwu
najmniejszych duzielnikéw nieparzystych form #?4 Dyt W czwartej czedel
metoda ta jest stosowana do cial algebraicznych. W ten sposéh otrzymujemy
ujednostajnienie ,form Eulera® z formami Ozebyszewa¥ utworzonyeh
w celu znalezienia i rozpoznania dusych liezb pierwszyeh. Na tej drodze otrzy-
mujemy nows postaé Gtaussowskie] teorji jednoklasowyeh rodzajéw t. zn.
teorji wyréznikéw, ktéryeh kazda forma jest ksztaltu az? - by? Formy te zad
posiadajy istotne zastosowanie W teorji harmonieznych géroych tonéw blony
czworokatnej.
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