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Nous avions annoncé au paragraphe VIII que nous démontrerons le
théoréme suivant:
Le systéme

[fetn = r@-+rw.
ltey =rwrw

n‘admet pas d'autre solution que [ () = z. »
Remarquons quon a f@)=a lorsque & est un nombre rationmel,
cecirésulte de f(I)=1 etde f(nx)=nf(®) lorsque n estrationnel.
Si P(x) estun polyndme entier & coefficients entiers on a

I @ = PIf@)

donc si z estracinede P(x)=0, f(x) est aussi une racine de cette
équation.

De méme si P (x,y) est un polyndme A coefficients entiers et
2 deux variables, si « est racine de

P (z,y) =0, f (z) sera racine de PXraml =0

Soit @, un nombre quelconque et [ (a,) = 4,, supposons ay = A,
parexemple a; < 4,, entre @, et 4, intercalons un nombre rationnet

u. Soit z une racine de
2 —u-ta, =0

qui a ses deux racitnes réelles, f (x) doit étre racine de
F@P —u-+ 4, =0;

mais cette équation n’a pas de racines réelles, or f(z) doit étre réel,ily a
donc impossibilité et la seule solution du systéme proposé est 1 (z) = x.

A. ROSENBLATT.

Sur un lemme de choix et son application
a la théorie du potentiel.

Introdnction.

Dans une Note présentée par M. Levi—Civita 2 PAcadémie dei
Lincei?) j'ai donné une extension du concept de potentiel newtonien aux
ensembles de points mesurables et bornés de I'espace. Ces ensembles étant
supposés homogénes le potentiel newtonien de I'ensemble E situé dans
I'espace R, rapporté aux coordonnées w,y, ¢ s'exprime par Pintégrale

1 J= ;: | dx' dy’ dz’ f dxdydz—},
7 étant la distance des deux points P(z,y,2), P (', y,2) et Vintégra-
tion étant étendue 2 l'ensemble E.

J'ai donné, dans la Note citée, un aperqu trés bref de la démonstration
du théoréme de Liapounoff?) démonstration quifait I'objet d'un travail
étendut qui doit paraitre dans le Bulletin de 'Académie polonaise des scien-
ces®). Il s’agit du théoréme d'aprés lequel le maximum de I'intégrale 6)]
est aiteint par la sphére de volume égal 2 la mesure de I'ensemble E et
seulement parla sphére, 3 un ensemble de points de mesure nulle prés que
T'on peut ajouter ou soustraire a la sphére.

) Dans Ia Séance du 18 Janvier 1920.

*) Dans ume Note: Uber eine isoperimetrische Aufgabe und ihre physikalischen
Anwendungen* Mathematische Zeitschrift 6.3, 1919. M, Carleman a donné une démon-
stration' du théoreme de Liapoaunoff pour des corps limités par des surfaces continues.

%) Dans le Bulletin des Sciences Mathématigues doit paraitre un travail qui contient
les points essentiels de cette démonstration,

Prace mat.fiz, t. XXXL 10
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La démonstration du théoréme de Liapounoff est trés délicate
méme si 'on veut se borner 2 démontrer ce théoréme pour tous les ensembles
de points qui sont formés des points de Uintérieur et de la surface d’un corps
limité par une surface de Jordan. Un des points délicats 2 démontrer est
la démonstration de la convergence d'une suite de poly&dres que I'on forme
en partant d'un polyédre symétrique K par rapport & trois plans perpendi-
culaires deux & deux. Soient II, I/, TI” ces trois plans et ,, 7, I/’ les droites
(IL, I¥), (II, II*), (IT", 1) Envisageons encore un quatriéme plan II qui
passe par la droite I et qui renferme avec le plan II un angle e incommen-
surable avec =. Symétrisons K par rapport au plan II, puis le corps K
ainsi obtenu par rapport au plan II et ainsi de suite. 1l s'agit de démontrer
que la suite infinie de polyédres ainsi obtenue converge dans un certain sens
précis vers un corps de révolution autour de l’axe I' bien déterminé et que
les potentiels newtoniens de cette suite de corps convergent vers le potentiel
newtonien du corps limite.

2. Dans le présent travail nous nous proposons de donner une démon-
stration détaillée d'un théoréme qui fait partie de 1a démonstration dont il
a été question 2 la fin du N° précédent.

Envisageons un polygone W fermé, formé d'un nombre fini de seg-
ments rectilignes 7, I,,..., L. Les seuls. points communs des deux de ces
segments sont les points P, P,,..., P, qui sont communs et extrémités
communes de cotés In, I;; I, ;... ; fa—1, ln. Supposons ce polygone symé-
trique par rapport a deux axes rectangulaires «, y dont les directions posi-
tives ont V'orientation habituelle. Chaque cdté du polygone qui n'est pas
symétrique par rapport 2 un de ces axes, c’est & dire n’a pas son milieu
situé sur 'axe x ou sur l'axe g, est tel qu’il existe trois autres cotés I, 1", 1,
qui correspondent au cé6té ! dans les symétries par rapport a I'axe x, par
rapport 2 l'axe y, par rapport au centre O du polygone. Donc le nombre
des cOtés du polygone W est toujours pair et il est divisible par 4 si la
circonstance dont il a été question ne se présente pas. Supposons, enfin, que
chaque droite perpendiculaire 2 'axe des z rencontre le contour C du poly-
gone W en deux points seulement, & V'exception peut étre d’'un nombre finx
de droites, sur lesquels il peut y avoir deux cotés du contour C ou bien
un seul c6té symétrique pa rapport a Paxe 2.

Envisageons maintenant une droite a passant par O et qui renferme
avec l'axe des x un angle « incommensurable avec =  Symétrisons le
polygone W par rapport i I'axe z, en remplagant les segments s situés sur
la droite I perpendiculaire 2 & 2 Uintérieur du polygone W par un segment
unique symétrique par rapport i 'axe z et de longueur 28 égale & la som-
me des longueurs des segments 8 du polygone W.

©
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Si pour une position particuliére de la droite 7 ily a des cotés du poly-
gone W situés sur cette droite la longueur du segment 28 égale 4 la somme
des segments, s peut éprouver une discontinuité.

On obtient ainsi un polygone W symétrique par rapport 2 I'axe z et
a 'axe y perpendiculaire 2 I'axe z. Toute droite perpendiculaire A 'axe =
coupe le contour € de ce polygone en 2 points ou bien un ou deux cotes
du contour C peuvent étre situés sur cette droite. . Le contour C est donc
sans points doubles. Le plus grand cercle de centre O intérieur au polygone
W est aussi intérieur au polygone W.

Symétrisons maintenant le polygone W par rapport & I'axe x et
poursuivons ce procédé alterné indéfiniment. Si nous appellons W, le po-
lygone W, W, le polygone Wet Wiy le polygone qué I'on obtient par
symétrisation du polygone W; les polygones Wiy, sont symétriques
par rapport a I'axe z etles polygonmes Wy sont symétriques par rapport
3 V'axe des a. ) ' ‘

Nous nous proposons de démontrer que la suite des contours C,, C,, ...
des polygones W,, W,,... tend uniformément vers la circonférence C
d'un cercle de centre O et d'aire égale a celle des polygones de la suite.
La signification précise de cet énoncé sera donnée au cours de ce travail.

Envisageons alors I'intégrale

1 1
@ J= 5 [ ay [avay tog,

étendue 3 un ensemble E plan, 7 étant la distance des deux points z, y et
2,y et log _i— désignanf la valeur réelle du logarithme. Appelons.la.va-

leur de cette intégrale le potentiel logarithmique'de I'ensemble E.
Nous nous. proposons de démontrer.que les potentiels logarithmiques
Jys Jy, ... des polygones W,, W,. ... tendent en croissant en valeur vers
le potentiel logarithmique J du cercle [.
Dans la démonstration nous aurons 2 nous servir d'un lemme de choix
connu qui sera démontré au début du travail.

Démonsiration.

1. Définition1: Courbe continue s’apelle 'ensemble des points P

de coordonnées

(0] x==?(t5, y=4(@), o=t=1,
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s, ¥ (f) étant des fonctions continues de £ dans l'intervalle 0,1 de Z.
Si 'on a les égalités

@ ¢ = o)

la courbe continue s'appelle fermée.

Définition 22 Courbe de Jordan ouverte s’appelle I'ensemble des
points P de coordonnées (1), les fonctions © (8), ¢ (f) étant telles qu'a cha-
que point P mne correspond qu'une seule valeur de 2.

Courbe de Jordan fermée s'appelle 'ensemble des points P de
coordonnées (1), les fonctions © (£), $(f) satisfaisant pour toutes les va-
leurs de ¢ excepté, =10 et =1, & lacondition qui caractérise la courbe
de Jordan ouverte et satisfaisant pour {=0 etpour Z==1 aux con-
ditions (2)

Définition 3: Courbe continue 2 variation bornée s‘appelle
une courbe continue (1), si les sommes

$0) = ¢,

@ 8 =2 @) — ¢,

Mgty — 4o,

i=0

@ 5

t,=0,t, <t <...<tsl,=1, sont plus petites qu'un nombre positif
fixe @ indépendant du choix des nombres #;.
Définition 4: Courbe rectifiable s'appelle une courbe continue,
si les sommes
n

@ 8= X Vel — oGl T 10 — ¢ Gl

i==1

t,=0, 1, <t < ... <1y ta=1 sont plus petites qu'un nombre positif G,
independant du choix des nombres £
Théortme 1: ,Une courbe continue 4 variation bornée est rectifiable.
Une courbe rectifiable est 4 variation bornée*.
Théoréme 2: ,Etant donné un nombre positif & > 0 arbitrairement
petit on a l'inégalité
6) L—S<e,

L étant la limite supérieure des sommes (4), et les nombres £y, &;..., 1,
vérifiant

©
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les inégalités
6y ti—1ta <3,
£ étant un nombre dépendant uniquement de e*.

Nous n'insistons pas sur ce théoréme connit.

Définition 5: Longueur de Ia courbe rectifiable (1) s'appelle 1a limite
supérieure L des sommes S.

Longueur de I'arc de courbe (1) de ¢=1%, jusqua t=1, L (&, &)
s'appelle la limite supérieure des sommes S formées pour Vintervalle (71, t5)
de (0, 1). . _

La longueur L (f, %) est fonction continue non décroissante de £
Elie croitde 0 a L.
Désormais nous choisirons la valeur du paramétre ¢ de la manitre sui-

vante. Nous introduisons le nouveau paramétre
L0,
7)) =

< varie en ne décroissant pas de 0 & 1. lorsque £ varie en croissant de 0 & 1.
Mais = peut rester constant lorsque ¢ varie dans un intervalle (¢, t,). Alors
x, y restent constants dans Pintervalle (f,. £,). Inversement,si =,y restent
constants dans Vintervalle (¢, ¢,), < reste constant dans cet intervalle.
Donc & chaque valeur de t correspond une valear unique de zety.
Les fonctions
r=0F =¢[t@. y=YE=10F0)
sont des fonctions continues satisfaisant aux conditions
8 DE)— D) <LE—1).
v (@) —¥ () <L —1
Ce sont donc des fonctions 3 nombres dérivés bornés.
Définition 6: Distance de la courbe continue €

z=1(0), y=10,

de la courbe continue ]
x=1zx(), y=1(0.

D (C, C), sappelle la limite supérieure des distances D (P, () des
points P de lacourbe C et de la courbe (. La distance D (P, C) est, par
définition, la limite inférieure des distances LU (P, P) du point P et des
points P de la courbe (. Lacourbe ¢ étant continue cette limite inférieure
est atteinte pour au moins un point P de la courbe C.
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On définit de mémela distance D (C, €) égale a la limite supérieure
les distances des points P de la courbe C et de la courbe C.

Définition 7:

Distance des deux courbes C, C

D (6G,0)

s'appelle le plus grand des deux nombres D (C, C) et D (C, 0).

Théoreme 4: 1l existe deux points P, P pour lesquels la limite supé-
rieure des distances D (C, §) est atteinte”,

En effet, nous pouvons trouver une suite infinie de paires de points

P; P; telles que l'on ait-
im P;ﬁ;: lim D (Pg, ﬁ) = D(C, _C-)

De cettf suite infinie on peut extraire une autre suite infinie de paires de
points P/ P/ qui tendent vers une paire de points P, P, pourlaguelle on a

D (P, P) = D (G, 0).

1 en est de méme de la distance D (C, 0).

Définition 8: Distance des courbes C(f), C(f) dans la repré-
sentation paramétrique donnée D[C(?), C (0] s'appelle la limite
supérieure des distances P (f), P(#) des points correspondants des deux

courbes. Cette limite supérieure est atteinte pour deux point P
s P
des deux courbes. P P @ 0

Théortme 4: ,La distance D (CC) des deux courbes €, ¢’ n’est pas
plus grande que la distance D [C (¢), C (£)]“.
En effet, on a pour chaque valeur de ¢ les inégalites
D[P@®), Cl = D[C(), C@),
DP®, 0= DI[C®), CE)

) Dﬁﬁa}mon 0: Suite uniformément bornée de courbes con-
tinues s’appelle une suite infinie de courbes

10 = =:(), v=d(@),
telles que I'on ait les inégalités

0si<t,

(12) e < 4, %) < 4,

©
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A étant un nombre fixe.

Définition 10: Suite uniformément bornée en longueur de
courbes continues sappelle une suite (10) de courbes rectifiables qui
posséde la propriété que les les longueurs L; de ces courbes satisfont
a I'inégalité

12y Ly < M,
A étant un nombre fixe.
Théordme 5: ,La suite infinie (10) est uniformément bornée en lon-

gueur, si ¢ étant un paramétre quelconque variant de 0 2 1 on a les inégalités
(13) 'm@E)— @ <K V—1,
4ty — v <K ¥ —1t,
K, étant des nombres positifs bornés dans leur ensemble
K < NS
Théoreme §: ,On peut extraire de la suite (10) uniformément bornée
en longueur un autre suite infinie de courbes C; (8
(14 m=5 0, p=¥0
telle que pour chaque valeur de ¢ on ait

(15) lim 9} (&) = @ (@), lim ¥ () = 4 ()
= do i=0C

(b (#), ¥(f) étant deux fonctions déterminées”.

Ce théoréme est le lemme du choix qui joue un role considérable dans
diverses questions d’Analyse.

Envisageons une suite dénombrable de valeurs ty, £, ... denses
partout dans Pintervalle (0, 1). Envisageons la suite infinie de points

Py, i=1,2,

On peut extraire de cette suite une suite infinie de points

Pult), i=1,2,..

qui converge vers un point déterminé P (t).

De la suite infinie de courbes Cy; (f) on peut extraire une autre suite
infinie de courbes Cx(f), t=1,2,... qui ést telle que la suite infinie
P:; (t) de points converge vers un point déterminé P (Z,).
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On forme ainsi une suite infinie de suites de courbes Cy (#) telles que
les suites Py (f;) convergent vers des points déterminés P (¢) pour
J=1,2,...k.

Nous formons alors la suite ,diagonale* infinie

(18)  Cri (8),

suite qui est telle que les suites de points Py (&)
valeur de ¢ vers une limite déterminée P (¢)).
Nous obtenons ainsi un znsemble dénombrable de points limites des
suites dont il a été question.
Envisageons alors tune valeur arbitraire de £ et la suite de points
P (t). Appelons O (f: la suite (16) de courbes. Nous avons alors
I'inégalité

(A7) Pi(t) Pjit) = (@) Pi(t) + Pi(t) Pi(h) -+ Pi () Pi(t),

convergent pour chaque

fx étant une valeur rationnelle de . Nous pouvons choisir cette valeur
tellement que ¢ étant un nombre donné arbitrairement petit on'ait inégalité
b -
3M°
Choisissons ensuite un nombre entier N assez grand pour que I'on ait
pour i> N, j >N [Iinégalité

Pi(t Pi(tn) < ;

1l <

Il s'ensuit l'inégalité
S (18) Put) By(1) <<=, 4.7 >N,
Donc la suite Ci (¢) de courbes satisfait 3 Pénoncé du théoréme.
Théoréme 7: ,La courbe ¢ (2)
(19) z=9¢@), y=104()

limite de la suite de courbes (14) est continue et rectifiable”.

En effet on peut i tout nombre ¢ > 0 faire correspondre une suite
finie de valewrs £,k =1,2,...m telles que pour chaque valeur de ¢ on
ait I'inégalité pour une certaine valeur de &

, ) €
it tk<3M-

SiT'on cheisit ensuite N telle que pour i > N, j > N on ait Pinégalité

icm
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.
Pt Pyt < 5
on a l'inégalité (18) pour toute valeur de { points.
Donc la convergence de la suite de DD
courbe limite (19) est continue.
Cette courbe est rectifiable, car on a I'inégalité

Pt) Py < Mt—1,

est uniforme et la

donc on a aussi
P@) P = lim Pr) Pi(t) = M t—1].

Donc les fonctions @ (#), ¥ (f} sont & nombres dérivés bornés

200 @@ —D) = M t—-7,
-0y = i1

"

Théoréme 8: .Envisageons une suite infinie de valeurs 4, i=1, 2,
Tout point limite de la suite P;(f) appartient 2 la courbe € (f limite".
Car #; a au moins un point limite <:

Siiona
lim #4; = =,
on a
Py (r) = Pr),
lim Py (4 Pu{t)=20,
donc 1
lim Pulh) = P(T‘).
Théortme 9: ,La distance D (C ;) des courbes C(f) et (% (f) tend

vers zE€ro avec
En eifet {Théoreme 4.), on a les inégalités
D[Pt (i} = DIC@) Ci],
D[Pty O] = D[C(H )],
pour chaque valeur de ¢. Doncona
D¢y < DlE@) @),
lim D(CG) = 0.

is=uo

s

donc
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9. Nous snpposons maintenant que la suite infinie de courbes (10) est
précisément la suite infinie de contours des polygones W; dont il a été que-
stion dans Plntroduction. Les polygones Wiy, ¢taient symétriques par
rapport 4 'axe @ et les polygones W3 étaient symétriques par rapport
a 7. Comme paramdtre ¢ nous choisissons la longueur du périmetre de
C;(t), comptée pour les courbes & indice impair 2 partir du point 4 situé
sur Paxe positif des z, et pour les C;(f) a indice pair & partir du point 4
situé de méme sur 'axe positif des =z et le plus éloigné du centre 0. Nous
comptons les arcs dans la direction opposée 2 la marche de l'aiguille d’une
montre, et choisissons peur parameétre la longueur de Varc (0, 2) divisée par
la longueur totale I; de la courbe.

Ainsi pour les polygones symétriques par rapport & I'axe des & aux
4 points P, P,, Py, P, symétriques par rapport aux axes ,y correspon-
dent les 4 valewrs de £ ¢, §— ¢, §-+1¢, 1 —12.

Théoreme 10: ,Les polygones W; sont bornés dans leur ensemble.

En effet, ils sont contenus 2 'intérieur du cercle qui a son centre au
point O et qui contient le polygone W, # son intérieur.

Théoréme 11: ,Les longueurs L; des polygones
suite non croissante de nombres

: @) Lig = Li“.

C;(t) forment une

Envisageons le polygone W;. Symétrisons le par rapport a Paxe 2.
Faisons passer des droites ; perpendiculaires a I'axe z par tous les sommets
du polygone W,. Envisageons deux droites voisines [ et 7.

Soient &, L ...L: les cotés du polygone W, situés entre ces droites
{et . Nous avons i quadrilateres ¥, V,,... Vi limités par i, l;
> bis - li_q, Iy et par les droites I, I'. Soient a,, a,,...,a5 les longu-
eurs des cdtés de ces quadrilatéres situés sur 1, ly... 7o-

Soient ¥y, Ys,.-., ¥z €t ¥, ¥y, .-, Y'u les ordonnées des points
P, P;,..., Pyet P, P, ..., Py danslesquels les droites ! et 7/ coupent
les cotés Iy, L,... k. Posons

28 = 2 (ygj—yzj_x)»

i=1

28 == 2 (‘!l'gj‘“y'ﬁ_ 1)1
j=1

a; = de + (y’j - yj)2

icm
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d ¢tant la distance des deux droites I, 7/,

; ,
L = VaF (§—8) = ]/ ety | @)

=1

- 2
- }. (-’/ﬂj— 1 Yo 1"] :

<a,
—-

98 et 28 sont les cotés perpendiculaires a I'axe des x du quadri-
latére symétrisé que l'on obtient en symétrisant la partie du polygone W,
situde entre et . L estla longueur des deux auntres cotés de ce quadrilatére.

Sur les droites ! et I’ nous pouvons avoir un certain nombre de seg-
ments du périmétre (', (f). Soientsur I Xsla somme des segments qui ap-
partiennent aux cotés des quadrilatéres T7 et L5, la somme des segments
qui n’appartiennent pas & ces quadrilatéres. Si l'on traverse la droite ! la
somme des cotés des quadrilatéres situés entre la droite I et la droite voi-
sine 1", cotés qui se trouvent sur la droite I augmente de

s — ls.

Donc, dansle polygone symétrisé W, on a deux segments de C, (?)

sur la droite I, dont la longueur totale est
(22)

Yg, —Es < Ys-Isy.

Désignons encore les différences 4'y,— ¥, et 4/,

Tgi + Ty g+ NOUS AVONS

— Yy, bPar

n

: | kel 24
g}‘_ ) AL = 2id® + Er]—{—: a; a,

i1 j=1 Gy jr=1
e
i i 2
2 A
— 4 '—(zﬁg;—zqﬁ_l)
i==1 j=1
2i i b
. . 9 )
- (21' 4)d + E (l‘. ll]., + 2 }‘ an E 7]2,'_1
Fo =t J=1 g==1
JE
i i
— E Nag T T 2 Mor—1 TMggr—1+
Jhd'= Q=
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Donc puisque l'on a
a ¢ > v,
() il

nous avons

9

(> o) 4L > @i- D

=1

X

, ' . 20 —d 20— 92 d
(93) E @, — 2L > — - > L
=t by a -+ 2L
=1
Pour i=1 ona
(a; + @) — 4L = — 2d® + 2a, a, + 274, %,

= 2(qa, + yy — &) = Q(If’d”-i— ot ) d gt — @, )

— @) () — (@ —ry ), bt 20
Vaon? Vai,? 4 (@27 Va2 Vd? 1?4 (d?— )
— 243 ey 4
CVETq Ve @)
Les inégalités (22, (23} nous apprennent que la suite des longueurs

Ly L, ... estnon croissante. On ne peutavoir L, =L, quesilona
i=1, c'est & dire si chaque droite / rencontre le contour du polygone W,
en deux points seulement. II faut,de plus: que P'on ait 4 =1,, cesta
dire que I'axe des x soit bissectrice de 1'angle form¢ par les cotés 1, I, du
polygone W,, on bien que cet axe soit paralléle a Ia bissectrice.

Théoréme 12: ,On peut extraire de la sumite infinie de courbes (; (2
une auire suite infinie de courbes (", (#) qui tendent uniformément vers une
courbe limite € (¢) continue et rectifiable®.

3. Nous avons maintenant deux cas a distinguer.

I. A la suite infinie de courbes C'; (1) appartient une suite infinie de
courbes symétriques par rapport 4 I’axe des z et une suite infinie de cour-
bes symétriques par rapport 2 I'axe des z.

IL A la suite infinie de courbes (7; (t) n'appartient qu’une suite infinie
de courbes symétriques par rapport 2 un des axes 2 ou z.

Dans ce dernier cas on peut tonjours supposer- qne la suite infinie con-

vergente de courbes () se compose uniquement de polygones symétri-
ques par rapport & l'axe z. -

icm°®
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Envisageons, dans les deux cas, le suite infinie convergente de polygo-

nes Ci(f) symétriques par rapport a l'axe z.

Théoréme 13: ,La courbe limite C(f) est symétrique par rapport

3 Paxe z et satisfait 2 la condition

(24 D) = D)
si I'on a
et & la condition

si l'on a

RS e

En effet, si 'on avait inégalité

D it) > D)
pour

1 .
9 = tg > tl s 0,
on aurait pour # suffisamment grand I'inégalité

7 (ty) > % (ta)

1
ce qui ne peut arriver. 1l en est de méme pour o =t <1

On a d’aiileurs

V(¢ = 0 pour - =t =0,

]

G

() < 0 pour st = 1.

1

Théoreme 14: ,Si l'on a pour 5 =t >t = 0 ldgalité

Dty = @ 1),

alors tout le segment P (4) P(f,) de droite perpendiculaire & I'axe

appartient 2 l'arc de la courbe € (f) entre P (t,) et P (ty)".

En effet, on ne peut avoir pour £ situd entre #; et , Pinégalité

D) # ) = L)

"
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O

car pour ¢ saffisamment grand on aurait les inégalités
() — O] <,
wt) — Q)] <

() — D (B) < e

¢ étant arbitrairement petit, donc si I'on avait l'inégalité

4] (2) > ] (fq) = (1) (tz)i

on aurait les inégalités

Fi (l) > % (Z’l)s Ti (t) > P (rg\:

et si Von avait
G < P < Dy

on aurait »
() < ), @) < wt).
Donc Parc (4, %) dela courbe € (#) estsitué tout entier sur la droite
i perpendicnlaire & & passant par P (¢,) et P (t,). Donc tout point P situé
sur cette droite I entre P (§) et P (t,) appartient & cet arc.

Théoreme 15: ,L’ensemble des points de l'arc (f;, &) de € (?) forme
un segment s situé sur la droite I et contenant les points Py et P(fy)".

Théordme 16: ,Lacourbe C(f) n'apasdepointsdoubles P (¢;) = P ({,)
pour M‘L = t, > t, = 0 tels que 'on n'ait pas constamment I'égalité

2
CE)=D@) =) ’

pour L=t <Y

Envisageons le segment (0, 1) de la variable #. Envisageons les deux
segments (O, %) et (é«, 1). Nous pouvons partagerl’ensemble £ de points
0t = é— en deux ensembles E, et E,.

E, seraformé d'un nombre dénombrable de segments p; == (i, 2,),
t, < t, tels que les points correspondant & 7 tel que 'ona 4 == ¢ = b
sont situés sur une méme droite perpendiculaire & I'axe des z et qu’aucun
autré point delacourbe C(f) pour 0 < ¢ =< % n’ est situé sur cette droite.
Les segments p; sont donc sans points communs, sera I'ensemble

résidu de V'ensemble E, dans le segment (O, é‘) de £.

©

icm

sy Swm femme de choix et son application efe. o {04

[ S S

Envisageons maintenant 'ensemble de points P (?) qui correspond au
valenrs de ¢ de Iensemble E,. On a toujours

D) < DE). > b

Envisageons un segment p;. Supposons que sur ce segment se trou-
vent deux valeurs ¢ et #7 # < ¢ telles que I'on a I'égalité P (') = P (").
Il y a alors un segment g bien déterminé dont les extrémités correspondent

aux valeurs o et ¢/ de ¢ tellesquel'ona
Ll st st =10 <14,

que Vona P(#') = P (#) = P(#) = P(¢"), et qua l'ini¢rieur des segments
(t, 7)) et (#",£) il'n'y a pas de valeur de f pour laquelle on ait P(f)
— P ()= P (#). Lespoints P () et P (#"y peuvent dailleurs se con
fondre avec les points P (Z;) et P (2,)-

Envisageons I'ensemble résidu du segment p; par rapport 4 la somme
Xg des intérieurs des segments g. Cet ensemble est fermé. 1l est dense
en lui méme, & l'exception, peut &tre, des valeurs # et £, qui peuvent
étre isolées. .

Envisageons maintenant 'ensemble E' résiduel du segment (0, —;—)

par rapport 4 la somme des intérieurs des segments ¢ qui appartiennent aux

segments p de l'intervalle (0, é—). Cet ensemble est le résiduel de l'inter

valle (O, é) par rapport 4 une somme dénombrable d'intérieurs d’'intervalles
sans points communs. 1l est parfait sauf qu'il peut contenir les deux points
isolés 0 et 1. Pour &/ ¢’ ona P ()= P (")

Théoréme 17: ,On peut représenter ensemble E' uniunivoquement

et avec conservation de 'ordre sur Pintervalle (0, %) d'une variable ¢ de

telle maniére qu’aux valeurs =20, t=—12—— correspondent les valeurs
. .

9

Les deux extrémités %, ¢, d’un intervalle sont envisagés comme re-
présentant un ,point* abstrait. Nous avons donc un ensemble abstrait E*
fermé et partout dense. On peut extraire de cet ensemble E* un sous—
ensemble E** dénombrable et partout dense dans 'ensemble E¥. I suffit
d'envisager lensemble composé de l'infinité dénombrable de paires ¢, £,

t=0t= “
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d’extrémités des segments ¢ et des ensembles dénombrables partout denses

quelconques situds & 'intérieur desintervalles » appartenant a ’ensemble fx»

On peut ensuite représenter uniunivoquement et avec conservation de

Tordre I'ensemble E*¥' sur l'ensemble des nombres rationnels du segment
1

(O, 2) de <.

Cette correspondance permet de définir une correspondance
uniunivoque et avec conservation de ordre entre l'ensemble E* et le seg-

ment (0, é) de =.

Nous pouvons donc représenter le courbe C'(f) au moyen du para-
metre © par les fonctions

e=1E), y=9g@, 0=t=1

telles que 'on ait
FE) <F() !

pour ' >, 0= <M< 5

et qua chaque point de la courbe corresponde une valeur unique de =.

Les fonctions (<), g (z) sont continues, & variation bornée. La cour-
be C(q) est rectifiable et de longueur pas plus grande que la longueur de la
courbe C ().

4. Nous supposerons maintenant que nous nous trouvons dans le pre-
mier des deux cas énumérés au N° précédent. Nous avons alors le

Théoréme 18: ,Si un point P appartient & O (z), alors le point P,
symétrique du point P par rapport & I'axe z appartient aussi 4 C ().

Envisageons la suite Ci(f) de polygones symétriques par rapport
alaxe z et qui appartiennent 2 la suite convergente C (¢). Les points
P{(#) convergentvers le point P(#). Donc les points B/ symétriques
ges points P/ (#) par rapport i I'axe convergeﬁt de méme vers le point
P symétrique du point P(f) par rapport 4 I'axe z. Ce point P appar-
tient a la courbe (' (), car (Théoréme 8) tout point limite de la suite y
appartient a cette courbe.

Théoreme 19: ,Tout point () dela circonférence du cercle I" qui a son

c.entre au centre O et qui passe par un point P de la courbe C(2) appar-
tient & C (§)“. ‘

) Nous pouvous trouver une suite finie de points P&, {=1 2, ...n de
la circonférence T telle que U'on ait p®@ = P, que Péth  soit le symé-
trique dE points P® par rapport & 'axe =, si 4 est impajr et par rapport
aTaxe %, si 4 est pair, et que la distance P® Q soit plus. petite que . -

icm
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Nous pouvons ainsi trouver une suite infinie de points P, n=1,2,..
qui tendent vers le point §. Donc le point ¢ appartient a la courbe C(%).

Théoreme 20: ,Le courbe C(Z) ne contient qu'un seul cercle de
centre Q.

En effet, supposons qu’a la courbe C(#) appartiennent deux circon-
férences de cercles T et I'. Envisageons deux points P (#) et P/ (#) deces
cercles. 11 existe un arc de la courbe C () qui lie le point P(#) au point
P/ (t); t,t' sont deux valeurs quelconques de ? qui correspondent aux
points Pet P\, Larc (¢, #') coupe chaque circonférence de cercle I' de
ceiitre O et située entre les circonférences de cercles I et I au moins en un
point P. Donc toute la circonférence I' de centre O et passant par P
devrait appartenir & C (Z). Donc toute la couronne circulaire (I, I") située
entre les cercles I" et IV devrait appartenir 2 C(f) ce qui n’est pas possible.

Théoreme 21: ,La courbe C(f) est identique & la circonférence I" de
cercle de centre O parcourue dans le méme sens®.

5. Supposons maintenant que nous nous trouvons dans le cas, oil la
circonstance I. du Ne 3. a lien. Nous avons tout d'abord les théorémes:

Théoréme 22: ,Lalongueur L delacourbe C(# n’est pas plus grande
que lim L; = .\. On a donc l'inégalité

=z

@4 L <Al
On peut trouver un nombre n assez grand pour que l'on ait Finégalité

.
Y 3
L— ¥ Pw Poty < o,

k=1

[ étant le point P (#*), puis un nombre N assez grand pour que l'on ait
pour £ > N les inégalités

(f B o o
Py () P(tH < P
Mais on a les inégalités
Pi(#) Py (#41) < P(#%) P + Pi(f) P(f) + P:i(#+) P (#*H)
P (5 P < Pi(#%) P (YY) - P (%) P (% -+ P; (1) P (#+1).

Donc on a
n "
%l
D Pw Py N P(#) P () <
k=1 '
Prace mat iz, t. XXX 11

'Q‘ '

=1

~
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donc comme .
. . . "

L = Z P} () P: (1Y),
k=1

on a, puisque 'ona -

L——é Pi(tk) Pi(lfk'i-l)' < g,
‘ k=1

. Puth Pi(p#) < L—s,
k=1
Pinégalité
: L; = L—¢
pour toutes les valeurs ¢ > N, donc

A= L—c¢,

donc
A= L.

Théoréme 23: ,Envisageons une suite infinie de polygones C;(?) ten-
dant vers une courbe limite € (§). On peut trouver, pour chague nombre
7 >0 un nombre fini de cercles I'® k=1,2,...n tels que la surface
:de ces cercles soit < 4 et que la courbe C(2) soit a P'intérieur de cescercles®.

Envisageons le segment 0,1 de 7. Nous pouvons partager 0,1 en
segments # fip tels que Parc PO P®+D soit plus petit que ¢ en longueur.
Entourons les points P® de cercles I'* de rayons 2e. Alors l'arc P® Pl+tn
se trouve 2 V'intérieur des cercles T'® et Té+n,

Nous pouvons, de plus, entourer les points P®. de cercles.T* de ray-
ons &. La courbe € (#) sera & lintérieur de ces cercles. Donc la distance des
points de la courbe C (#) des points du plan extérieurs aux cercles I'¥ est > «.

Le nombre n des cercles T® est égalé —81—,, si I'on a partagé (0, 1) en

des segments égaux de longueur &' <« ;}’ et telle que ¢’ soit I'inverse d'un
nombre entier. Donc I'aire fotale @ des cercles T nlest pas plus grande que
1-; 28 =
53
1 .
a4 = ? (2 E)" |,
Doncsi K> 1 estud nombre tel que I'on ait K¢ > -Z— ona

U o Sur un lemme de choix et son app‘iigavtinn‘ eie. _11§

a < KEL.(QS)%: = 4K L 7=

Donc pourvu que l'on ait

g < U S

on aura
a < .

Donc I'aire des polygones W; contenue dans les cercles I'® est plus
petite que 7. Sil'on dénote par 4% la partie du polygone W; extérieured a

(95) AF = Ai — (4 1),
on a
(26) m(47) < A —1

A étant la mesure des aires des polygones W;.

Donc on a le

Théoreme 24: ,L’'aire de la partie des polygones W; extérieure 4 I'aire
des cercles I'® diffire de la mesure A4 des aires des polygones W, de
moins de 7*.

On ale

Théoreme 25: ,On peut trouver un nombre J entier suffisamment
grand pour que pour ¢ > J les polygones P;(Z) soient contenus a l'inté-
rieur de Paire a et que la distance de P:(f) de ['extérieur des cercles T'®
soit > & — &', ¢ étant un nombre arbitrairement petit*.

Car on peut choisir 7 assez grand pour que l'on ait I'inégalité

Pty Pty < ¢.
Mais alors on a

Py P < P P(t) + P()) PF < =¥,
si ¢ est situé entre 7% et #-1. Doncona
I P(t) < 2: — (e-+2) = e — ¢,

si I'*P;(#) dénote la distance du point P;(#) de la circoniérence du cercle
T*, a l'intérieur duquel se trouve P; (f). )

Envisageons les droites ! perpendiculaires a 'axe 2. Nous avons, sur
un ensemble dénombrable de ces droites, des segments s de la courbe C(7),
et de méme, sur un ensemble dénombrable de ces droifes, des segments des

polygones C; (f). -Nous pouvons supposer l'aire @ des cercles I'® symé-
trique par rapport & I'axe des « et en formant ces cercles de maniére & avoir
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des paires de deux cercles symétriques par rapport & I'axe des . Les aires
A;— (4;, @) des polygones W; extérieures aux cercles I'® seront alors de
méme symétriques par rapport A I'axe des .

Envisageons I'ensemble des droites 7 perpendiculaires 2 l’axe z. SiJ
est assez grand, alors les courbes C;(f) se trouvent a i'intérieur de I'aire «
qui correspond A un norbre ¢ et la distance de C;(¢) de l'extérieur.de a
est > e—¢’. Donc les points P;, P; ol la droite ! coupe le polygone
C:(f) sont & U'intérieur de a.

Nous définirons maintenant ce qu’on doit entendre par I a1re intérieure
2 la courbe fermée C (#). Cette courbe divise le plan en un ensemble dé-
nombrable de domaines intérieurs & la courbe et en un domaine extérieur.
Les domaines D,, D,,... intérieurs 2 la courbe C(#) sont symétriques par
rapport & I'axe des z.

Si A et B sontles points de I'axe des . qui correspondent aux va-

leurs £=10 et t’=%, alors I'ensemble E des points de C'(f) situés

sur I'axe des z est un ensemble fermé. Donc il est résiduel par rapport & un
ensemble dénombrable de segments p; situés sur cet axe. Envisageons une
droite I perpendiculaire & x et passant par un point € intérieur 4 un seg-
ment p; Cette droite a avec C(f) un point P commun situé au dessus de
Vaxe z et d'ordonnée y plus petite que les autres points de C(#) situés sur
cette droite. Aupoint P correspond un point P symétrique par rapport
alaxe z. Le segment PP estsitué dans le domaine D; formé par l'en-
semble de ces segments qui correspondent aux points € de lintervalle gt
Nous avons donc un ensemble dénombrable de domaines D;, D,, ...
Les aires de ces domaines sont intégrables au sens de Riemann. En effet,

PP envisagé comme fonction de x a un ensemble dénombrable de points
de discontinuité. Cette intégrale

[ PPax
est l'aire de la courbe O (f). '

Envisageons maintenant les segments de I'aire 4/ = 4; — (4;, a), les
droites I qui n'appartiennent pas a4 l'ensemble dénombrable de droites dont
il a été question. Si sur cette droite se trouve un segment s unique, ce seg-
ment appartient 2 l'intérieur de la courbe O (f), c'est & dire est situé entre
fes deux points Pet P, oit L coupe C (¢). Si sur la droite I on a plusieurs
segments s, envisageons les deux segments s,s extrémes sur cette droite.
Entourons ces segments de deux rectangles Il etTl concentriques & ces

segments et tels que les bases paralleles i 'axe des x aient la longueur 2¢” et
que la hauteur soit égale & s - 2",

icm
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P, (¢) du polygone W; du contour R du rectangle II n'est pas plus petite
que la différence entre la plus petite distance au sens de la définition 6.

des courbes R et s:

Si I'on choisit & = alors la plus petite distance du contour

min [P; () B] =

min [P; (1) Q] — D(a R)

, y-2~=——=’_5—~e'mV2c”

2¥y 2 o

Envisageons maintenant le rectangle 1I* que I'on obtient en entourant

le segment de la droite I qui se trouve entre I'extrémité supérieure A du'seg-

ment s et Uextrémité inférieure 4 du segment s par un rectangle de base

2 ¢, parallele 2 I'axe « et de hauteur égale 3 4 4 -+ 2¢”, rectangle con-
centrique 4 4 4.

Dans le rectangle IT* iln'y a pas de point du contour C;(#). Car les
deux points P;, P, ot la droite [ coupe () sont extérieurs au rectangle II*
etil n'y a pas de points de C;(#) dans les deux rectangles II et TI.

Sur la droite I il n’y a pas a Uintérieur du rectangle [1* des points de
€'(t). En effet, si P (¢ etaitun pointde C(2) situé a l'intérieur de II* sur la
droite ¥, alorsily aurait un point I;(H de Ci(2) tel que 'on aurait

> & — ¢

P Py < €
donc P;(f) serait intérieur & I1*, pourvu que 'on aurait I'inégalité

el > e,
c'est & dire I'inégalité
!
8§ —E

279

> &,
> 0V2 4+ 1) ¢,

I

inégalité qui est remplie si I'on a choisi is- suffisamment petit.

Nous avons donc le

Théoreme 26: .Tous les segments de droites [ situés dans I'aire 4%
appartiennent a lintérieur de la courbe C(¥), & I'exception peut étre d'un
ensemble de segments s qui se trouvent sur un ensemble dénombrable
de droites*.

Liaire a. des cercles I¥ tend vers zéro avec &, donc l'aire (4, a.) tend
vers z€ro avec e, Donc laire de  4* = 4; — (4;, a.) tend vers 4, la me-
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— )
sure de l'aire des polygonmes 4, si e tend vers zéro. Donc lon choisit
i assez grand laire de 4* est située, & l'exception d’'un ensemble de
mesure nulle peut étre, & I'intérieur de l'aire 4™ de (' (¢), donc nous avons
linégalité
27) m(4) = lim m(4%) = limm[4; — (4;, @] = 4.
2=} =0

Nous avons donc le

Théoreme 27: ,L'aire de la courbe C(f) n’est pas plus petite que
l'aire des polygones W;“.

Envisageons maintenant un segment PP de Vintérieur de (2}, non
situé sur une des droites ! sur.lesquelles se trouvent des segments s perpen-
diculaires a I'axe . _ .

Les points P et P se trouvent & P'intérieur de deux cercles T' de rayon

2e. Les points P;(#), P;(f) du contour G, (f) qui correspondent aux va-
leurs ¢, ¢ des parametres des points P et P se trouvent & Uintérienr de deux
cercles T, de rayon &' et de centres P et P. '

Nous affirmons que P P se trouve a lintérieur de 4; -+ a..

En effet, si PP ne se trouve pas i Pintérieur de 4;, alors on a sur la
droite ! deux points Pi* P;, oii la droite I (sur laquelle il n’y a pas de seg-
ments de G (f)) coupe C;(f). ] i

Joignons P4 P; par l'arc de la courbe C; (f).

Chaque point de cet arc a une distance de la droite ! plus petite que «".
1l %en suit que le segment P P# ainsi quele segment P P¥ de la droite [
appartienent 2 a..

Donc tous les segments de C'{¢) se trouvent & I'exception peut étre de
segments situés sur un ensemble dénombrable de droites ! 4 P'intérieur de
A; -+ a., i etant suffisamment grand.

On a donc le théoréme.

Théoréme 28: ,L'aire de C(f) n'est pas plus grande que I'aire 4 con-
stante des polygones W“.

Donc nous avoss le . . : .

Théoréme 20: ,L’aire de la courbe (' (f) est égale 2 I'aire des poly-
gones Wi.

_ Nous envisagerons maintenant les potentiels logarithmiques
des polygones Wi Le potentiel logarithmique d'une ensemble E mesurable
au sens de M. Lebesgue est par définition la valeur de Pintégrale.

1 o~ ) .
28) J= 5 | dxd ' .
( ) I =73 j x y'[ dz' dy' log o

(23) Sur un lemme de-choix et ﬂ,“??!_iﬁ‘fﬂ ete.

. 1
étendue a 'ensemble E. La fonction log v est sommable dans n en-

semble mesurable £.
Théoréme 30: ,Les potentiels logarithmiques J; des polygones W; for-
ment une suite non décroissante:

(29) Jiq1 = i

On ne pent avoir le signe d’égalité que si W; est symétrique par
tapport 4 I'axe, par rapport 2 laquelle la symétrisation donne le poly-
gone W;+1. )

Ce théorame résulte immédiatement des considérations tout i fait
analogues # celles que j’ai dévelloppées au premier chapitre de mon Mémoire
,Sur un théoréme de Liapounofi, dontilaété question dans'Introduction.

Envisageons un cercle I' et le potentiel au centre 0. Ce potentiel est

égal & -

Fro 1 ¢ 1
30; V= .,( j rdrdg log — = 2= f r dr log 5
[ [ .
. 1 & / i Lo 1 N\
[rloes ey 'r . R
= 2= \\x ) ~4 T/; . = AT \ 5 rgk

Donc le potentiel logarithmique de laire a, est plus petit que .n’ fois
le potentiel logarithmique de la surface d'un cercle de rayon 2e, n étant le

L
nombre de cercles. On a n = =

o |

JIT) < K¢ lqg—é—.s’ = Ket log

bl
on a dailleurs la formule exacte
) =t RY 1,1
@y JO =5 ( log 5 -+ )
Donc nous avons inégalite
1

o, T S
(32) Jia < - K=t log ~-;=Ke !og?;.. ' e

Envisageons ensuite le potentiel des cercles T et de V'aire ; du poly-
gone W; extérienre & @.. Ce potentiel est plus petit que -
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J(a, 47) < Ke? Iog%.n = K'¢clog %,

K;K' étant des constantes fixes. .
Donc le potentiel logarithmique de P'aire 4;* differe du potentiel loga-
rithmique de l'aire 4; aussi peu que 1'on veuf si ¢ est suffisamment petit

(33) lim Jidi = J(4).

De méme le potentiel J(4**) de I'aire de la courbe (' (#) différe aussi
peu que l'on veut du potentiel J(4*), pour que ¢ soit suffisamment grand

34) li_mrJ (L*) = J(47).
Donc

(35) J4¥) = l_imr J ().
Nous obtenons donc le

Théoreme 31: ,Le potentiel logarithmique de l'aire 4 de la courbe
(1) est égal 2 la limite des valeurs J (4;) des potentiels des polygones W.*.

Envisageons maintenant la suite C;(#) de polygones symétriques par

rapport a 'axe x des polygones C; () qui convergent vers la courbe C ().
Ces polygones appartiennent & la suite de polygones (% (¢) et correspondent
i des valeurs paires de 7.

Nous avons les inégalités.

(86) J(W!) = J(W)).
(37) lim J(W/) = lim J(W/) = lim J(W)).
Envisageons la suite infinie de polygones W,. De cette suite on peut

extraire une autre suite infinie W/ de polygones qui sont les symétriques

des poiygones W/ par rapport a l'axe &, suite qui converge vers une
courbe C(f).

Soit maintenant A Vaire de cette courbe. Nous avons
A = lim 4" = 4 = A4

4 stant l'aire des polygones W,.
Nous avons

(38) T(4™) = lim J(47) = lim J(4) = J(4%).

icm
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Envisageons maintenant les droites 1 perpendiculaires i I'axe des -:r-
Pour i assez grand différe I'aire commune A" des polygones W' et de I'in-
térieur de la courbe C (7) aussi peu qie Ion vent de I'aire 4/ de W et de
Faite A* de Tintérienr de C(f. Donc les segments &' situés surles
droites [ et appartenant i 'aire 4,7 ne différent que par un ensemble ds
points de mesure arbitrairement petite de Pensemble des segments s,~‘
découpés par les droites { sur W' et de I'ensemble des segments S qui
sont 4 Pintérieur de € (£). )

Mais 1a somme des segments Xs"; de W:" situés sur une droite [ est
égale au segment unique s; de T situé sur le polygone W{'. On peut d'ail-
leurs entourer la courbe C (#) d'un nombre fini de cercles I'® d'aire totale
%, arbitrairement petite, de sorte que les segments situés sur les droites I et
situés dans Vaire 43" = 47 — (4, Ao = A5 — (4%, L) différent par un
ensemble de segments de mesure arbitrairement petite de I'ensemble de seg-
ments contenus dans 4/ et de Vensemble de segments contenus dans T'aire

4%*. On peut d’autre part entourer la courbe ¢ () dun nombre fini de cer-
cles T® d'aire totale arbitrairement petite W.. On peut supposer ¢ choisi
assez grand pour que l'aire 4% = A" — (4, ¥,) differe aussi pen que on
le veut de Paire .{;" et de Iaire 4%* intérieure & 1a courbe C(f). On ad'allleurs

A9 — (A W) = AP (A0

Donc l'aire 4** de la courbe ((f) différe d’un nombre arbi trairement
petit de l'aire des polygones Wi qui sont composés de segments s” sym-
métriques des sommes des segments Ls”. Or laire 4%¥ de la courbe
O(f) differe par un ensemble de mesure arbitrairement petite de P'aire du
polygone W./.

Or nous avons le théoréme suivant:

Théoréme 32: ,Soit donné un ensemble mesurable E de pqints qui
forme une figure F. Remplagons cet ensemble par une figure ¥ formég
Sur chaque droite  perpendiculaire a l'axe des x
on remplace, 2 un ensemble de droites de mesure nulle prés, 'ensemble de
points de E situé sur cette droite par un segment s de longueur égale & la
mesure de l'ensemble F situé sur i et symétrique par rapport & I'axe des -
Le potentiel J(F) de la figure F est plus grand que le potentiel JF)
de F, s'il existe un ensemble de droites ! de mesure positive (C'est & dire
que sur Paxe z a ces droites correspond un ensemble de mesure positive de

de la maniére suivante.
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points, ot ces droites I percent I'axe ), sur-lesquelles les ensembles de
pomfs de E ne sont pas déja des segments symétriques par rapport a I'axe
des' 2, & un ensemble des points de mesure nulle pras©. :
1og eN‘o?s I;e donnerons pas la démonstration de ce théoréme, qui est ana-
ue & la démonstration dennée pour le potentiel newtoni
gue | 0
e & 12 ¢ p nien dans notre

Nous avons vu que 'on doit avoir
lim J (4 = J (4%%).
lim J (47) = J (4%,
lim J (4" = lim J (4") = lim J (4)).
Donc on a I'égalité
39) J(F) = J(F).
il s'en suit d’apfés le théoréme énoncé q‘ue l'onale

- Théoréme 33: ,Lafigure 7 est symétrique, 4 un ensemble de points
de mesure nulle, prés de la figure ¥ par rapport a I'axe des z“. :

o L"ensemble composé par 'intérieur de la courbe € (f) et par cette courbe
he méme est gf)nc tel, qu'a un ensemble de points de mesure nulle prés
chaque point P symétrique d'un point i
5 cor ot point P de cet ensemble appartient
Il s’en suit facilement qu‘a un ens i { :
! ! | emble de points de mesure nulle prés
:11 surface et la circonférence d'un-cercle T' de centre O et d'airé égale a l};ire
des polygones W; appartiennent 2 F' et constituent la figure ¥
@ Cei 11 et} Sm'tr qute la cou(ribe C () du Ne 4. est précisément la circonférence
. Tout point de la circonférence i 3
cossbe Oid, de T appartient donc a la
t 7. ) St'lpposons‘ main'tenant qw’il y ait un point P de la courbe C'(£)
;ee x;zz;mtn: it)né la chrconference T. Supposons ce point intérieur 2 T'. Alors
! en , ¢ étant le point de T' situé sur la méme i i
a 'axe des z appartient & € (2). perpendiculaire
) Si ce segr?ent ?pparﬁent & une droite ! perpendiculaife 3 Paxe des o
qui renc’ontrF: Il.nténeur du cercle I', et si noits envisageons deux points
44 e§ Q;_‘ arbl.tralrement voisins du point @, appartenant la circonférence du
1cerc e I' et s’:’més des deux cdtés de la droite 1, il y a une suite infinie de po-
ygones W' dont les contours G/’ () tendent vers les points P, @/, .

©
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Envisageons les arcs P,0/ et P;Q" de ces polygones. Envisageons deux
points Py, P, situés sur le segment PQ et intérieurs & ce segment, tels que

Pon ait p. ex. P, P, = 5 Menons par ces deux points deux droites

2
I, 7, perpendiculaires a Vaxe x. Si ' ¢ sont suffisamment voisins du
point @ etsi [ estassez grand, les droites I, 1, coupent les deux arcs
P:%; et P,%; Soient R, R, et R, R/ deux arcs que découpent les droi-
tes 1,1, sur P etsur PG/ tels quaucun point de intérieur de Y'arc
R, B," ne soit situé sur une des deux droites 1, et [

Si T'on symétrise le polygone W.” par rapport & 'axe des z, qui
n'est pas perpendiculaire a l'axe des ni paralltle a cet axe, on peut facile-
ment démontrer gne le polygone symétrisé W, a un contour T (t) dont
la longueur L' différe de la longueur L du contour G (fy d’au moins

Lg" o 11," —a,

« étant un nombre positif indépendant de i ‘ »
Donc comme les polygones Wi et W, appartiennent 2 la méme suite

infinie de polygones symétriques alternativement par rapport aux deux axes

x et z, on a pour % assez grand.

Mo = LY ma,
m étant un nombre positif arbitrairement grand et K étant fonction de m,
ce qui est absurde.

En effet, si i est assez grand, etsi ¢, @' sont suffisamment voisins
du point ¢ de la circonférence du cercle T, les deux arcs R, R,/ et B, By
sont situés entre denx droites paralléles 3 PQ et situées des deux cotés de
P(Q. 1 sen suit que la longueur des arcs R,/ R/ et R R, estau moins

s

Ple‘-é:—2 -

Or la distance des deux droites I etl, estégalead d = % sin 2,

[

égale a

o étant l'augle des deux axes z et Z. Si l'on symétrise la partie du poly-
gone W' qui est située entre ces deux droites, alors les cOtés des quadrila-
téres symétriques par rapport a laxe des r situés entre [ etl, du poly-
gone W/ ont une longueur totale plus petite que la longueur de cotés des
quadrilatéres du polygone W' situés entre 7, etl,, On ad'aprés les résul-
tats du Ne 2: ' S
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2i

(Saf

Az @i-na Y [ea) — ]
i=1 Joit==l
i
= 3 P @ = ]
i
d? (d! P T.z 2f
~Z /{ 2y+‘*") ~>Kd22(d’+’li+7lw),
gy jr==1 ,d 7‘ d’+(l + qJ i it
i i

2. Pour i==1

it

K étant un nombre positif fixe. et ¢ étant supposé =
ona

(@, + a2 — 4L = 2d° K (g + n,)%

Sile point P est a I'intérieur de cercle I' ona i = 2, maissi P est
a }'extérieur du cercle T' il peut arriver quelona i= 1 pour certains pai-

Env:sageons la partie du polygone Wi situéeentre I etl, A ccte
partie appartient le polygone situé entre 1,7, et les deux arcs R,''R, et
R," R,", et peut étre encore d’autres polygones. Menons par tous les som-
mets de cette partie du polygone W' des droites paralléles aux droites 7, I,
Soient @, j=1,2....2 les cdtés des quadrilatéres qui appartiennent
a B'RY R"RY et a,j=12.... 2 les cotés qui appartiennent aux
autres polygones situés entre 7, et l, Désignons de méme par
les différences

Tiaj» ’321)
h%5—1y Mzj—1

Ny = y’ej - yzja gy = ?/gj_l - ygj_1 2

Ty =Yy Yoo Tyyos = Yoy — W1
y’ étant les ordonnées sur la droite 7/ et y étant les ordonnées sur la droite 7'
des sommets des quadrilatéres.

Désignons par L les cotés du quadrilatére symétrisé que I'on obtient
€n symétrisant les polygones situés entre et I par rapport 2 laxe ». Dé-
signons de méme par A les cotés du quadrilatére symétrisé que I'on obtient

en symétrisant Je polygone R,/ Ry R, R,” par rapport 2 axe z. Ona

©
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24

Z a; 4 :é'a, — 2’/(12 [ V W'y — Vo) — y:, Yoy

j=1

+ = (5’2;_’5,2,-—1) - 2 (“
=1, i=t

~ |

___Za, + gaj —~ 2]/ @t [y_w,q] o +E(712, %_1)}

j=t =1

On a aussi

2 h .»2
E aj 2 Vd! + 4 l X (y 2~ y’gj_x) i (yO_, yij-l )]

J=1
o e

Nous prouverons que la différence

I S —

[?(T&] H)]: Sa; il,/d + L T (J"h)

=1

£
=V -

=1

2i 24 Jr—
—_— — ] 4 2
- — ; ol g |
S -2L+2a= N+ ] @+ (!E]hj)
i=1 i=1
2] d"+ [\‘h -—Eh]
4 i
est positive
Envisageons la différence des carrés

= j=1 =17

\S a; + l/ dz"‘lr 111 (v I;k)qr - 4{d2+ ; lﬁ by— = '; ! ]2}

=1
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2
b

95 b 9
G+ N ao et (Nn) +
1 ),,7'—"1 J=1 ’

i

‘[‘)7.

+ 4 im.]/d +4 (Eh) e (ihj)z—(\"ﬁjf

J=1

T 2i 2 - B
L2Sn,. Y=+ N ama + 4y ] d2—|—-1~(3h,)
j=1 j=1 - "

(ih) +22h S‘h

=1 =l j_l

Nous avons

Vaj +S‘a.ra'.r > E(h)ZL’ZAaJ +2")e,_l

J=1 i J'= =1

j=1
FE=

-2 2721 . 21’1_23‘4 ‘}’ Eﬁgj 7;2J + Zf’hi—-i ‘:{“2_1"—~1 ’

i

i=1 = =1 ag=l
% © e
“ i i i i ’
o[+ (Saf] - (24 (Zn)
=1 i=1 = g1
21 i i V
> (3o -(Zn) = (2] (20
Mais on a
LZ ) (Z a) S‘“: +Z@jaj--2ng - S ,21_‘
= =t p=3 4 ;:l =1 =

tes . Ly, situées entre ces deux droites.

3 Sur un lemme de'choix et son aplication etc. 125
- _
- Z"]gj"iz)-v - 2 loj—1 "’l» 1+ QS‘ 7121 Z"lﬁ, 1
=1 Jg=1 ,::1 =
JE JFE
‘Donc on a

{40) _Za_ 2L 4+ 24 > 0.

=

Nous prouverons maintenant que la différence

24
(41 Z'a,- — 2A
j=1

est supérieure & un nombre positif fixe indépendant du polygone Wy, si
l'index ¢ du polygone est suffisamment grand. Envisageons le polygone
R' R/ B/ B/. Envisageons les droites I paralléles aux deux droites
I, 1, qui passent par les sommets du polygone R, B, B," R/"." Suppo-
sons les points @, P,, Py, P tels qu'ils se suivent daus cet ordre sur le
segment s. Supposons P extérieur au cercle T' d’ordonnée plus grande
que celle du point §. Envisageons deux droites /,7 paralléles aux droi-
Si la droite /' est plus voisine
de 1a droite 7, que la droite I, alors la somme des segments découpés per la
droite 7 sur le polygone R,/ R, B, B,” est plus petite ‘que la somme
des ségments découpés par la droite [ sur R, By’ E” B,"”. De méme, si
P est intérieur au cercle, et si @ P, P, P se suivent sur & dans cet ordre,
1a droite I plus voisine de I, que la droite 1 découpe sur R' R/ R/ R,/
des segments de longueur totale plus petite que la longueur des segments
découpés par la droite 1.

1 s'en suit, que si lon symétriser R, R, R,” Rf,” par rapport
a I'axe 2, on obtient un polygone composé de quadrilatéres dont les cotés A
forment deux lignes brisdes qui s’approchent constamment de I'axe des x

lorsque la-droite T perpendiculaire & # s’approche de la droite ,.

Il sen snit que la longueur A de chaque ligne brisée est plus petite

que la somme
H 7
B QR‘— + d.

i3
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S .

Donc si Uindice i de W/ est assez grand, on a
2N —d <=
24

Dautre part, la somme 2 @;, C'est & dire la somme des arcs B B/
j=1

o1 .
et Ry B, west pas plus petite que deux fois 7 ¢ étant un nombre

arbitrairement petit.
Nous patvenons donc 2 l'inégalité

b

42 Yo - 28zs—2d -2

J=1

Mais nous avons

2d
sin

Donc nous parvenons & une inégalité

24 27

2§
Ea;+2a,-——2Lga.,
i=1 =1

(43)

= éant un nombre indépendant du polygone W,”, silindex de ce polygone
est suffisamment grand.  Donc on parvient & une conclusion absurde.

Si 1e point P est situé sur une droite tangente au cercle T, on parvient
2 une méme conclusion absurde. Nous pouvons donc, enfin, énoncer le

Théoreme 34: ,Lacourbe C(# ne contient aucun point qui ne soit
pas situé sur la circonférence I' du cercie dont il a ¢té question. Elle est
donc identique & cette circonférence de cercle®.

Nous voyons donc que l'on peut extraire de chaque suite infinie de po-
lygones W; contenue dans la suite infinie de polygones W; une autre sui-
te infinie de polygones - W/’ qui convergent uniformément vers la méme
circonférence I' de cercle.

I s'en suit que la suite infinie W+ converge elie méme vers la courbe
C(#), autrement il y aurait un certain nombre & > 0 tel qu'il existerait une
suite infinie de valeurs #; telles que les inégalités

' &) G(t,) > ¢

auraient }iew pour une suite infinie de contours de polygones W. Mais
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alors on ne pourrait pas tirer de la suite W, une suite infinie convergente
vers la courbe C(2), car cette convergence a lieu uniformément.

Donc on obtient finalement le

Théoréme 35: ,La suite de contours C;(?) des polygones W; symétri-
ques alternativement par rapport 2 deux axes contenant un angle incommen-
surable avec =, tend uniformément vers la circonférence d'un cercle I' de méme
aire 4 que celle des polygones et d’un potentiel logarithmique plus grand et
égal a la limite des potentiels croissants des polygones®.

Bface idat -z, £ XA 1%
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