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Sur la convergence en moyenne de séries de Fourier*
par

S. Banach ¢t H. Steinhaus

8i f(x) désigne une fonction sommable ainsi que son earré Fp) au
sens de M. Lebesgue et 8i s,(%) est la somme partielle d’mdice » du
développement de cette fonction en série de Fourier géméralisée (1),
on sait que

an

1) Tim [ [f(#) —sn(@)]de == 0.

C'est ce que MM. F. Riesz et E. Fischer (?) ont démontré.
Tout nabturellement la gquestion se présente: la relation

an

() bm | [f(2) —sa(2)]da = 0

B0 g

a-t-elle len, f(x) étant une fonction sommable, fonetion dont le carré
n’est plus supposé sommable.

La question préeédente peut encore se mettre sous la forme suivante:
les séries de Fourier convergent-elles en moyenne, en définissant la con-
vergence en moyenne comme indique ia relation (2) (3).

* Commenté gur p. 311.

(*y H. S4einhaus, Sur cerlaines propridlés des séries trigonomélriques les plus
géndrales et des séries de Fourier, Bulletin de l'Acaddémie des Sciences de Cracovie,
Sgrie A, Juillet-Octobre 1916. M. Lebesgue emploie Pexpression .généralisée”
en un sens différent. Nous appelons ici une série sére géndralisée dans le cas oll 8e8
coefficients mont exprimés par les intégrales de Lebesgue.

(?) F. Riesz, Gottinger Nachrichten, Math.-phys. Klasse, 1917, p. 116.

{*) Lz suite des fometions f(z),f{=). ..., Fun (%}, ... définies dans Vintervalle
[a, D] converge en moyenne vers la fonetion f(s) dans le méme intervalle lorsque

b
lim [ [f(@)—falz)|ds = 0.
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32 Convergence en moyenne

Nous nous proposons de résoudre cetbe guestion en démonfrant
que, confraivement & ce que I'on geraif peut-&tre fenté de supposer tout
dabord, Péquation (2) n’a pasg liew en général.

11 faut remerquer que la relation {1) implique la relation (2) g Pon
se restreint au domaine des f° sommables; en effet, 1'inégalité de
M. Schwarz donne dans ce cas:

.[2 lf $)~—Sn Id.)? l/f {f(’b‘ —S?l ]2dmf ldﬂj‘

Au contraire, (2) n'implique pas (1) et, si 'on sait seulement que f(m)
est une fontion sommable, Vintégrale (1) peut bien é&tre dépourvue de
Sens.

Remarquons d’anfre part que la convergence d'une série presque
parfout n’implique pas pdcessairement la convergence en moyenne;
Tinverse n’a pag lien non plus. En effet 1° nouns allons donner au §1
Pexemple d’une fonction f{xz) dont la série de Fourier est convergente
partout & exception du point # = 0, sans que (2) solf vérifide; 2° pour
obfenir Pexemple d'une sunite de fonetions convergente en moyenne
et partout divergente, considérons, au lien de 1'intervalle (0, 2x), 1a circon-
férence du cercle de rayon unité et portons sur cette circonférence successi-
vement les ares contigus de longueur 1 . ,%, ... BIG8 QUG Nous

appelons Iy, %, ..., by ..

1
ya(2) = {

0  pour tout x n’appartenant pas & I,.

: 5: 31 -
Posons:

pour z apparfenant & 1,,

On aura

in

[ brena ==
i

0

ce qui assure la convergence en moyenne de la suite {y,(x)}. On aura,
d’autre part,

lim sup p,(z) =1
=00

pour tous les z, puisque la suite des intervalles I, , étant divergente, recouvre
le eerele une infinité de fois, en sorte que tout point  appartient & une
infinité de différents I, et gue

Iiminf y, (2) = 0
f—p0
pour tous les x; en effet, toutes les fois que y,(a) = 1, on & yu,q (@) = 0.
On s aperemt ainsi que l'exemple dont nous nous occupons ici ne
peut pas contribuer & résoudre le probléme de la convergence de séries
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de Fourier et il ne peut &tre, réoiproquement, dédnit de raisonnements
partant de cette convergence. La condition qui est nécessaire et suffisante
afin qu'une série trigonométrique soit une série de Fourier consiste
dans la convergence en moyenne des moyennes arithmétignes d’une telle
série (1). Cefite condition ne peul pas &tre simplifiée par la congidération
de sommes partielles an lieu de lemrs moyennes arithmébiques; c’est
15 encore une eonséquence qui découle de Pexemple snivant.

§ 1. Démonstration

Soit @(x) fonction econtinue définie par M. H. Lebesgue (3) telle
que Vexpression

(3) S,L(O)—qJ(O)

{of1 s, () désigne la somme partielle d’indice » du développment de g ()
en série de Fourier) ait pour

(4’) Ml? 'ZEZ!“"M{-"
et que 'on ait
. lim]i_l,; = +OO
io0

Soit & > 0 Ia longueur d'un intervalle 0 < # < & < 2x dans lequel on a

(5) s5,— (%) = gz, (w) > Hi—1

et que nous déterminons de proche en proche de maniére que 1° I’équa-
tion (B), 2° inégalité
e < g

aingl gque 3° la condition

1'11]151-) ﬂ i = 0

{00
soient satisfaites; ¢z, éfant continue, le choix d'une telle suite {e,,} est
pogsible.

(1) H. 8teinhaus, Niekidre wiasnofei sceregéw irygonomelryeznych ..., Roz-
prawy Akadem. Um., Wydsz. mat..przyr., 56 A, 1916.
(?) H. Lebesgne, Legons sur les séries frigonoméirigues, Paris 1906, p. 85.
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34 Convergence en Imoyenns

Déterminons une suite partielle {I} extraite de {1}, telle que
la série

(6) g V%

goit convergente et que L'on ait (1)

1 < 1
B'E]/—M'i &ip1 ]/Mi+1 )

On peub satisfaire & ces nouvelles condifions en procédant de proche en
proche. Admettons par définition que:

1 1
0 R EVM”I ’

0 pour & << @ < 27,
1
() fo) = E«:',]/E pour gy <X K &,
0 powr & =20,

La fonction f{x) est non négative; elle est intégrable (L) car la gérie qui
2n

sert & caleuler [f(z)dw, & savoir
0

(9) i
=1 [ I/Mi

et qui admet la série (6) comme majorante, est convergente. D’aulre
part, on a (¢,; étant définie par (5))

an

(10) f ouy () f (@) dov — f Py (0)f (@) du+- f ug (0)f (2) e,
f Pny(2)f (0 m! Ma,mgumf ) f I () — s, ()| da0
ot (i=2,38
“\ giql'}/M{'m’l - ? !""In"?'“)

pour 7 assez grand ear, ¢*(x) étant intégrable, l’inéé'aﬁté de M. Schwarz
montre que la limite de

2

[ lp(@)—sn, ()] do

0

{*) {¢;} désigne, ainsi que I'on le devine, la suite extraite de {z;} par le méme
choix d'indices qui a servi & extraire {M;} de {Jﬂ}}
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est nulle pour < — ooj or les équations (5), (7), (8) donnent

~ 1 M1
[ el @)ds > (A1) G 2 =
H " ' gV M VI,
done, d’aprés (10),
M1 1 Mi-1 1 1H—1
n, () f()dw = = — — > e VM, =
f ' Vi, e VML, VM, 2 VM,

La derniére expression tend avec 7 vers oo d’aprés (4); il s’en suit que
Pon a

(11) f f(@)ga (@) dz = oo.

f—00 2
Désignons par S,(z) la n-idme somme particlle de la série de Fourier
relative & f(2); nous aurons

2r

(12) f fla) su (o) —p@)]do = [ ¢(@)[Sale)—Fla)lde

ear Pintégrale f fpdx existe, ¢ étant bornée, et 'égalité
0

o 2

[ f@)satayde = | pl(z)Sa() de

] 1]
est 1a conséquence d’un caleul facile qui s’applique & tontes les fonctions
intégrables f, ¢. L’égalité (12) nous donne:

(128) |}ﬁf(m)%(m)dw| ~ i}ﬂtp(w)[f(m) — Sy ()] do)

pixd
< Maximum g{x) f [f () — 8, ()] dez.
[Pt ]
En comparant ce résultat & (11) et en tenant compte de ee que p est borné,
on obtient

(13) Lim f () —Sn (@) dar = o0
ce gqui démontre le théoréme en question, fiz) étant I’exemple cherché.

On voit facilement que la série de Fourier relative & f(z) est con-
vergente, 4 lexception peut—etre du point » = 0; on peut diviser, en
effet, tout intervalle inbtérieur & (0, 2x) en intervalles partiels en nombre
fini en sorte que f{z) soit constante dans tous les intervalles partiels.



36 Convergence en moyeune

§ 2. Deuxiéme démonstration

Ta fonetion f(r) construite au paragraphe précédent admet une
intégrale riemanienne; ¢’est ce qui résulte de la econvergence de la série
(9); si 'on se confente d’'une fonetion sommable (L), on peut donner
e antre démonstration du théoréme précédent en s’appuyant sor le
lemme suivant, démontré par M. Lebesgue (*) el rappelé par M. Bur-
tion Cramp (?): ,Pour que les fonctions sommables de la suite {@,} alent
Is propriété d’annuler la limite

b
(14) lim f Fla) P, (2) da

quelle que soit la fonction sommable f(), il faut et il suffit que Pon ait
pour presque tous les

(15) gu(®) < M s8I n>ny
et

ﬁ_
(16} lim [ g, (@) dz = 0

pour tous les intervalles [a, ] appartenant & [a, b]“.

Ce lemme s'applique au cas considéré. Conservons en effet les nota-
tions du § 1 et posons g;(x) = pn,(x); dis lors la condition nécessaire (15)
n'est pas remplie & cause de (4). Cette remarque faite, nous quitbons le
cours de Ia premidre démongtration et nous déduisons du lemme rappelé
tout & Themre Pexistence d’une fonetion f(z) qui n’annule pas la limite
(14). Reprenons la premiére démonstration pour y emprunter les égalifiés
{(12) et I'indgalité (12a); comme la limite (14) n’est pas nulle, il est évident,
grice 4 ces relafions, que la limite de '

n'est pas nulle, e. ¢. £. d.

§ 5. La formule de Parseval

Le lemme de M. Lebesgue étant admis, nous pouvens considérer
une autre guestion lide au probléme traité plus haut, & savoir la question

{(*) Annales de la Faculté de Toulouse, 3.1 (1209), p. 25-117.
{?) Lebesgue integrals containing o parameler; with applications, Transactions of
the American Mathematical Scciety 15.1 (1914).
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de la validité de la formule de TPargeval. Cetie formule est la sui-
vante:

(a7 [ f@)pla)do = 27 fagart-3 f} (ot +-ba )}

les @, b, étant les coefficients de Fourler relatifs & f{z) et les a,, fn les
mémes coefficients relatifs & p(x).

Supposons que ¢{x) soit une fonction bornée et f(x) une fonction
sommable. La formule de Parseval équivaut & la relation suivante:

2w

(18) i [ () [g(2) —snle)]de = 0

ainsi que le montre un calenl facile. Le lemme de M. Lebesgue nous
enseigne que, ¢,(x) (et par 14 p—s,(2)) n'étant pas bornée, une fonction
sommable f(x) existe qui met en défaut (18). D’autre part, si

3
(A) tim [ (p(z) —sa () do = 0

ﬂ.—)oo?
pour tout [y, 8] appartenant & [0, 2] et
(B) lp(r) —sn(2)| < M,

powr tout n entier positif et 0 <z < 2n, la validité de (18) est & Tabri
du dowte. La condition (A) étant toujours réalisée, si ¢ est nune fonction
sommable et bornée, on n'a qw’d s'occuper de (B) et Pon obtient le résultat
guivant: .

Pour que la fomule de Parseval goit valable pour toutes les fone-
tions sommables f multipliées par une fonetion bornée donnée g, il favt
et il suffit que les sommes partielles de la série de Fourier relative 2
soient bornées en leur ensemble,

§ 4. Exemple d'une fonction dont le carré n'est pas sommable
et dont la série de Fourier est convergente en moyenne

Trexemple donné au §1 suggére la question suivante: la comver-
gence. en moyenne n’esb-elle pas une propriété caractéristique des séries
de Fourier relatives anx fonctions sommables avec leurs carrés? I est
facile de démontrer qu’il n’en est pas aingi. (Pest ce qui résulte de Pexemple
suivant:

o1 COSMEL
(19) fle) = EW (0 <o < 2x, 0> 0).
=2
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La série (19) est convergente dans le domaine indiqué par les inégalitiés
ci-desgus; en effet, c’est une série trigonométrigue dont les coeificients
tendent vers zéro (1) en décroissant. Considérons lexpression

"o cosne
(20) Bppig = £ W
T=g—1 n=D+1
3 1 1
= o — G
Z {[{mg(pm}“e 1og(p+7:+1>1+e] Zp °S'”"‘”}+
1 N=Pp+q
+ GOSN
{log(p+0)}*** ,;;
obtenue par une ,sommation d'Abel“. On en tire
n t=g—1 l+
4
(21 f Ry ot < . . X
) ; Bpsid ; Qog (p+i+Q)F ™ (9 +i-+Q)
3n n=pi 1 2N N=P+U
xf cosne | de+ —————~f cosne | dz
; |; | {log(p+)}'™* |,§ |

en appliquant le théoréme de Rolle aux différences [] de (20) et en
désignant par @; des nombres contenus entre 0 et 1. Or

2% Re=pd-g

(22) J 12 cosnadn < eilogp+e) ()
] =7

il s’en suit

2 t=g—1 ¢ (1+ )
(23 Bppyatt < L Gl
) f e 2 Jog(p i QU@ =100  {oglp+a)7

=]

N
S fogpy T & i(logi)¢ T (logp)
1, €3, 65 Absignant des constantes par rapport a p, ¢

De (23) il résulte que la gérie (19) est convergente en moyenne;
on en conclut qwelle est une séris de Fourier, @(x) étant la fonction
lmite vers laguelle (19) converge en moyenne (*). On démontre immédia-

() H. Lebesgue, Legons sur les sdries trigonomdtrigues, Pariy 1906, p. 42.

) T. H. Gronwall, Uber dJie TDebesgue’schen Nonstanten, Mathematische
Annalen 72 {1812}, p. 244-261.

{3) Pour Vexistence de cette fonction voir H. 8teinhaus, 1. ¢., p. 35-38.
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tement que les coefficients de Fourier relatifs & ¢ sont regpeclivement
égaux aux coefficients de la série (19). D’autire part, la gérie {19} ne dérive
pas d’une fonction & carré sommable, car la somme des carrés des coeffi-

est divergente; ¢?(») n'est donc pas sommable M.
Nous aurions pu choisir une autre expression plus simple, aingi que

par exemple
o0
208 AL
2
s kL

mais DPexemple précédent a lavantage de faire mieux ressortir le rdle
des constantes de M. Lebesgue

2z

f ginaue
ging

13

da

dont Lordre de grandeur est logn.

(1) P. Riel, loc, cit.





