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powiadajacych sobie wzajemnie prostych z obu pekéw w (_)dwzoro-
waniu rzutowym, wyzhaczajacym stozkows I wedlug twierdzenia
Steinera. Pierwszy pek przecinamy prosta 34, a drugi prosta 23.
Dostajemy po cztery punkty przeci@cia,a mianowicie 3, P, IT1, 4
i3, @, I, 2. Odwzorowanie rzutowe prostej 34 na prosiza,_ 233’,
w ktérym punkty 3i3, Pi 2, @ i4 oraz I i IIl odpowiadaja
sobie wzajemnie, jest perspektywiczne na mocy lematu dualnego
do udowodnionego w § 89 (p. str. 473), poniewaz punkt 3, w kto-
rym przecinaja sie proste 23 i 34, przechodzi sam na siebie. Za-
tem wszystkie proste laczace punkty, ktére odpowiadaja sobie
w tym odwzorowaniu, przechodza przez jeden punkt. W szczegdl-
nosei wiee prosta I I1I przechodzi przez punkt przecigcia prostych
P41 2P, c. b. 4. o. ; ,

Korzystajge z twierdzenia Pascala, mozna skonstruowad za
pomocy samego linialu dowolnie wiele punktéw stozkowej, gdy
danych jest pie¢ jej punktéw I, 2, 3, 4, 5. Prowadzimy mianowicie
przez punkt I dowolng prostag I6 (punktu 6 ha razie nie znajae)
i wyznaczamy punkt I1I przeciecia prostych 34 i 16. Daje to nam
prosta Pascala III IT, a wiec i punkt I. Prosta 51 przecina prosta
16 w punkcie 6. .

Skorzystalidmy tu m. in. z tego, ze punkty 1, 2, 3, 4 i 5§ wy-
znaczajg punkt I7 jednoznacznie. Zauwazmy, ze proste 6 I i 6 I1T
przechodzg przez state punkty I i 4, podezas gdy punkty I i IIT
mogy zmieniaé swe polozenie na (stalych) prostych 34 i 23. Biorac
pod uwage tréjkat o wierzcholkach I, I71, 6, otrzymujemy w ten
spos6b mastepujace twierdzenie Newtona i Maclaurina:

Jesli trzy boki tréjkata przechodza przez trzy state punkty, a dwa
jego wierzchotki poruszajg sie po statych prostych, to treeci wierz-
cholek: zakresla stoskowq. )

icm

{ ROZDZIAL XIX

KWADRYKI I POWIERZCHNIE DRUGIE] KLASY
§ 92. Klasyfikacja rzutowa kwadryk

Definicja powierzehni n-tego stopnia i n-tej klasy w prze-
strzeni jest analogiczna do definicji krzywych n-tego stopnia i n-tej
klasy na plaszezyznie. Np. zbi6r punktéw lezacych na plaszezyznie
tworzy powierzehnie pierwszego stopnia, zbiér plaszezyzn prze-
chodzaeych przez punkt — powierzehnie pierwszej klasy.

Pierwszym nasuwajgcym sie zagadnieniem jest wyznaczenie
wszystkich typéw rzutowych powierzehni 2-go stopnia i 2-¢j klasy.

Stosujge te same rozumowania algebraiczne, co na plaszezyz-
nie, dostajemy w geomeirii rzeczywiste] nastepujace typy rzutowe
kwadryk o réwnaniach rzeczywistych, zaleznie od rzedu macierzy A,
ktéry bedziemy nazywali rzedem kwadryki, i od znakéw pierwiast-
kéw réwnani charakterystycznych:

(1) &y w34 w4 ai=0

2) 2ty —ri=0 R(W=1,
(3) T3+ a— i — =0 J

4 “ oIt ai=0

(4) ;‘}‘ ;T :; | B(W)=3,
(5) @i +ai—a3=0 |

6 i+ zi=0

© o+ =01 R(A)=2.
(1) w—ai=0 |

Pierwsze trzy typy powierzehni majg rzad réwny 4. Powierz-
chnia typu (1) jest nierzeczywista. Typ (2) obejmuje elipsoide,
hiperboloide dwupowlokowa i paraboloide eliptyezng. Dla parabo-
loidy eliptyeznej, np. o réwnaniu

Ax?-+By2=2¢, gdzie A>0 i B>0,
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otrzymujemy réwnanie jednorodne
Amy -+ By =222,

czyli .

ktére przez przekszta&eem'e

— 1
‘.’,/1=]"":‘Lrla yo=V Bz, .7/3;“;%(1”3“904)’ ?/4"—';7;(%"[":”4)
0 wyznaczniku VAB =0 sprowadza sie do (2).

Typ (3) obejmuje paraboloide hiperboliczng i hiperboloide
jednopowlokows.

W geometrii rzutowej rzeczywistej mozemy wige podzieli¢ po-
wierzchnie rzedu 4 na trzy typy: ~ nierzeczywiste, rzeczywiste
o tworzacych nierzeczywistych i rzeczywiste o tworzaeych rzeczy-
wistych. Mozna zatem przeksztateié rzutowo kazda z trzech po-
wierzehni — elipsoide, hiperboloide dwupowlokows 1 paraboloide
eliptyczng — w kazdg z dwoch pozostatych.

Jedli przeksztalcenie rzutowe przeprowadza jedna z plaszezyzn
styeznych do elipsoidy w plaszezyzne w oo, to elipsoida przechodzi
w paraboloide.

Jedli plaszezyzna przecinajgea elipsoide wzdhiz elipsy TZeczy-
wiste] przechodzi w plaszezyzne w oo, to obrazem elipsoidy Jest
hiperboloida dwupowlokowa.

Jefli plaszezyzne styezng do hiperboloidy Jednopowlokowej
przeksztaleié rzutowo w plaszezyzne w oo, to hiperboloida ta prze-
chodzi w paraboloide hiperboliczng.

Powierzchnie rzédu 3 sa to stozki. Nalezs do mich: stozki
i “walce nierzeczywiste (byp (4)) oraz stozki 1 walce rzeczywiste
(typ (B)). Walce sg to sbozki, ktéryeh wierzcholek jest punktem
W oo,

Jedli przeksztalcenie rzutowe przeprowadza plaszezyzne prze-
chodzacg przez frodek stozka w plaszezyzne w oo, to stozek prze-
chodzi w walec eliptyeznmy, hiperboliezny Iub paraboliezny, zalez-

nie od tego, czy plaszezyzna przecina ten stozek wzdiuz dwdch.

tworzgeych nierzeezywistych, rzeczywistych, czy wzdiuz jednej
tworzacej (czyl jest styczna).

Powierzchnia typu (6) rozpada sie na pare plaszezyzn nierze-
czywistyeh, a typu (7) — rzeczywistych.

icm

§ 93 Powierzchnie 2-¢j klasy. 133

Précz  przypadkow (1)-(7) réwnanie drugiego stopnia mozna
sprowadzié¢ do postaci '

gdy lf%_(‘l[):l. Roéwnanie to nie przedstawia kwadryki ( plaszezyzna
podwdjna). i

W geomelrii zespolonej otrzymujemy nastepu
ce trzy ty
kwadryk: el T

it ait it ai=0, R(A)=4,
(9) T+ i+ a3=0, R(W)=3,
T +a3=0, R(AW=2.

Kazdy z tych typéw jest w zupelmogei scharakteryzowany juz
przez rzad kwadryki.

§ 93. Powierzchnie drugiej klasy

Przez zdualizowanie Kasyfikacji rzutowej kwadryk z poprzed-
niego paragrafu stwierdzamy, ze powierzehnie drugiej klasy dzielg
sig réwniez na 7 typéw rzutowych rzeczywistyeh i 3 zespolone
w zaleznofei od rzedu macierzy, ktéry bedziemy nazywali rzedem
powierzchni. Powierzehnie drugiej klasy rzedu 2, czyli powierzehnie
o réwnaniach )

w+us=0,  wi—ui=0,
sq: pierwsza parg punktéw nierzeczywistych, a druga — rzeezy-
wistych.

Azeby zbadaé powierzchnie dualne do powierzehni typéw
(1)-(8) z § 92, zdualizujemy pojecie stycznej. Prosta nazwalidmy
styczng do kwadryki, jesi ma z nig jeden punkt wspdélny lub
w calodei na niej lezy. Obecnie prosts bedziemy nazywali styceng
do powierzchni 2-e¢j klasy, jesli ma z tg powlerzchnig jedng plasz-
czyzng wspblng lub jesli kazda zawierajaca ja plaszezyzna jest
elementem tej powierzehni.

Przez zdualizowanie dowodu ze str. 345 stwierdzamy, ze na io,
by prosta lesqca na plaszezydnie (vy:v5:05:0,), naleigeej do powierz-
chni  f(uq, wgy Uy uy)=0, byla styczna do iej powierzehni, potrzeba
i wystarcea, Zeby kazda plaszceyzna v, zawierajaea te prosia, spelmaia
rownanie

1) "y

SR SN
( )”}‘ua ( )+ ” N+ i‘42m(v)“0-
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Niech

c .
(2) anv,-——:éz—f(v)zaﬂvl—l— A Va+ GigVs+ BiaVy, gdzie @+#0.

i

Liczby m; moga znikaé réwnoczesnie whedy i tylko wtedy, gdy

[A|=0. Jedli |A|=0 i R(A)=3, to istnieje tylko jedna plaszczyzna
osobliwa, dla ktérej liczby (2) sa jednoczesnie réwne 0 (plaszezyzna
ta odpowiada dualnie osobliwemu punktowi stozka, tj. jego srod-

kowi). Poza tym przypadkiem wyjatkowym (niemozliwym dla po-

wierzehni rzedu 4) réwnania (1) wyznaczajs punkt, Réwnanie (1)
wyraza, ze kazda plaszezyzna przechodzgea przez dang prostg
przechodzi przez punkt (2). Tym . samym i prosta przechodzi
przez punkt (2). ‘

UdowodniliSmy wiec, ze wszystkie proste styceme do powierzchni
drugiej Klasy, rzedu 3 lub 4, poloone na plaszezyinie naledqeej do
tej powierzchni, przechodzq preez jeden punkt (2 wyjatkiem plasz-
czyany osobliwej w przypadku, gdy R(UA)=3) i 2e punkt ten ma
wspblrzedne (2). ’

Nazywamy go punkiem stycznoSci prostej do powierzchni
2-¢j Elasy.

Zachodza nastepujace twierdzenia dualne:

Zhidr punkiow. stycznosci po-

- wierzchni 2-ej klasy rzedu 4

jest kwadryka rzedu 4 1 na od-
wrdt, kazda kwadryka rzedu 4
jest zbiorem punktéw stycznosci
powierzchni drugiej klasy rze-
du 4.

Zbior plaszezyen stycznych do

kwadryki rzedu 4 jest powierz-

chniaq 2-¢j klasy rzedu 4 © na od-

wrét, kaéda powierzchnia 2-ef
klasy reedu 4 jest zbiorem plasz-
ezyan stycznych do kwadryki rze-
du 4. ‘

Twierdzent tych dowodzi sie w taki sam sposdb jak analogicz-
nych twierdzed o krzywych (p. § 87, str. 453). Mozna je krétko

tak wystowié:

Kwadryki rzeduw 4 sq obwiedniami zbioru plaszczyzn stanowiq-
cych powierzchnie 2-ef klasy rzedu 4 — 1 na odwrdt.

W dalszym ciagu bedziemy nazywali - kwadryke rzedu 4 zbibr
punktéw i plaszezyzn styeznych do kwadryk rzedu 4 w dotych-

¢zasowym sensie. '

Tak okreflona kwadryka rzedu 4 jest dualna sama ze sobg.
Tak samo jak na plaszezyznie, dowodzi si¢ nastepujacych twier-

dzen w przestrzeni:

icm

§ 03 Powierzchnie 2-ej klasy. 485

Jesli kwadryka rzedu 1 ma
réwnanie we wspoltrzednych pun-
ktu

4
(3) D) Gy, =0,
i, k=1
to ma réwnanie we wspdtrzednych
prostej
4
(4) D byugup=0;

i F=1
gdzie
B=(hy)=UA"".
Réwnanie (1) mozna tez napi-

saé w postact
Qi3 Q1g Uy

[Qo1 Qay oy Gy Uy,
(5) @y Qgp Ay @gy Uy, =0,

|Gy Qyp Ggg Qg Uy

Ty Uy Uy Uy O

Jesli kwadryka rredu 4 ma
réwnanie we wspilrzednych plasz-
cxyzny

£
39 S agu =0,
ide==1
to ma réwnanie we wspolrzednych
punktu
4
N by =0,

pra—

i,E=1

C
gdzie
—1
%=(b§},):% .
Réwnanie (1") mozna tei napi-
sacé w postaci
| ol
| Q11 @iz Q33 Gy L1
(Gay ey Ggy Aoy E2y
H !
-7 i H
(3% gy gy Qg3 gy Ty, =0.
; 1
(Oay Gyp gz (gy Ty

By Xy @y xg 0

Zauwazmy jeszeze, ze kaidemu z frzech typéw kwadryk (1)-(3)
z § 92 (p. str. 481) odpowiada dualnie ten samn fyp.

Wrynika to natychmiast stad, ze kwadryka o réwnaniu we wspol-
rzednych punktu '

£

A B+ AL A+ Ax=0, gdzie 4,50,

ma réwnanie we wspoélrzednych prostej

3 2 2 2
Wy Uy Uz Uy

2 p-Ea =g,

e
4, 4, 4, 4,
a wiec znak wspdlezynnikéw nie ulega zmianie.
Pozostaja do rozpatrzenia powierzehnie dualne do powierzehni

typoéw (4) i (3) z § 92, czyl do stozkéw., Udowodnimy, ze dualnym
do stoika jest zbidr plaszezyzn przeprowadzonych przez wszystkie siyczne

“do stoikowej wlasciwej.

Stozkowi zatem odpowiada dualnie stozkowa wladeiwa.
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Istotnie, stozek (rzeczywisty lub nierzeczywisty) mozna skon-
struowaé w nastepujacy sposob: przez dowolny punkt P, nie lezacy
na kwadryce /A rzedu 4, prowadzimy proste styczne do 4. Miejscem
geometryeznym punktéw lezacych na wszystkich tych prostych jest
kwadryka rzedu 3 (czyli stozek).

Zdualizujmy te konstrukeje: na dowolnej plaszezyznie 17,
ktéra nie jest styczna do kwadryki A rzedu 4, prowadzimy wxzyst-
kie proste styczne do . (sa one styczne do stozkowej, ktora jest
przekrojem kwadryki A plaszezyzng I7). Miejscem geometryeznym
plaszezyzn przechodzacych przez te styczne jest powierzchnia
2-giej klasy rzedu 3.

Analityeznie przekonujemy sie o tym, jak nastepuje:

Niech bedzie dana stozkowa I' réwnaniami '

(6) Bt aeai=0, 2, =0, gdzie e=41.

Prosta styczna do niej w punkcie (m,:m,:my:0) ma réwnania
- Moy Xy~ MLy + Mgy =0, z,=0.
Plaszczyzna zawierajaca te styczng ma réwnanie
Ay g+ My, ema2g) —};Ang-4m4= 0,
wige ma wspolrzedne

QUs=A My, pUg=ed; My, QU =AMy .

Py =AM,
Wobec tego, ze m,; spelniajg réwnania (6), dostajemy

(7) w4 sul=0,

czyli typ dualny do (4) 1 (B) z § 92 (str. 481).

Na odwrét, jak latwo widzied, kazda plaszezyzna (wy:4ty:u,)
speliajgea réwnanie (7) zawiera styczng do stozkowej I, c. b. d. o.

W réwnaniu stozkowych na plaszezysnie wystepuje 6 wspol-
czynnikdw a;. Parametréw istotnych, wyznaczajacych stozkows,
jest wiee 5, skad wniosek (p. § 87, str. 457), ze 5 punktéw, z ktérych
zadne 3 nie lezy na jednej prostej, wyznacza stoikows. Podobnie
w réwnaniu kwadryk jest 10 wspélezynnikéw, a wiee 9 parametréw
istotnych. Mogloby sie wobec tego wydaé slusznym twierdzenie, ze
9 punktéw, z ktérych zadne 4 nie lezg w jednej plaszezyZnie, wy-
ZNAacZd kwa.drykg Twierdzenie to jednak nie jest prawdziwe, prze-
kréj bowiem dwéch kwadryk jest na ogét krzywa przestrzenng,

icm

§ 04 Plaszezyzna hiegunowa i hiegun. 487

np. przekrdj kuli a?+-pP+22=4 i waleca (r—1p+y*=1. Na krzy-
wej tej moina z latwoseiy wskazaé 9 punktéw, z ktérych zadue
cztery nie lezg na jednej prostej, a mimo to przechodza przez te
krzywg dwie rézne kwadryki (mianowicie kula i walee). Tych 9
punktéw nie wyznacza zatem kwadryki.

Pomijamy tu dokladng analize przypadkéw, w ktérych 9 punk-
t6w wystarcza do wyznaczenia kwadryki, jak réwniez dowéd twier-
dzenia, ze przez kazde 9 punktéw, z ktérych zadne 4 nie lezg na
jednej plaszczyinie, przechodzi co najmmiej jedna kwadrvka.

§ 94. Plaszczyzna biegunowa i biegun

Podobnie jak wzgledem stozkowej na plaszezyinie, dowodzi
sie, ze wzgledem kwadryki w przestrzeni plaszezyzna biegunowa
1 biegun plaszezyzny sg niezmiennikami przeksztalcerr rzmtowyeh.

Biegun i plaszezyzna biegunowa odpowiadajg sobie dualnie.

W § 63 pomineliSmy teorie plaszezyzn biegunowych punkfu
wzgledem walca. OgraniczyliSmy sie tam do powierzechni rzedu 4
i do stozkéw. Wobec tego, ze w geometrii rzutowej walec jest szeze-
gélnym przypadkiem stozka, wszystkie wlasnofei rzutowe plasz-
czyzn biegunowych wzgledem stozka obejmuja tez wiasnosci piasz-
czyzn biegunowyech wzgledem walca. -

Bez zmiany dowodéw przenosza sie z geometrii plaskiej do
przestrzennej twierdzenia:

Przez punkt P nie letqey na
kwadryce rzeduw 3 lub 4 popro-
wadémy proste, przecinajgce te
kwadryke w punkiach M i N.
Miejscem geometrycenym punk-
6w Q, dla kidrych

(MNPQ)=—

jest plaszezyzna biegmwwa puUn-
Etu P. ‘

Na plaszezyénie st nie naleiq-
cej do powterzchni 2-ej klasy rze-
du 3 lub 4 poprowadémy prosta,
przez ktérq przechodzq plaszezy-
2ny stycene p i v do tej powierz-
chni. Plaszezyzny x, dla ktorych

(prmn)=—1,

przechodzq mzez jeden punkt,
ktorym jest biequn plaszczyzny m.

Crworo$cianem samobiegunowym wzgledem kwadryki rzedu 4

(powierzechni 2-ej klasy rzedu 4) nazywa sie czworofcian, ktdérego
kazda $ciana (wierzcholek) jest plaszezyzna biegunowsg (biegunem)
przeciwlegtego wierzchotka ($ciany).


Yakuza


488 ROZDZIAE XIX. Ewadryki i powierzehnie 2-ej klasy.

Na to, by kwadryka miala w jakimg ukladzie wspoirzednych
rzutowyeh réwnanie ksztaltu
() Qg1 3 Qa3+ B3+ Agy 3 =0,

potrzeba i wystarcza, zeby czworoscian podstawowy tego ukiadu
wspélrzednych byl wzgledem niej samobiegunowy.
W przypadku stozka wszystkie plaszezyzny biegunowe prze-

chodzg przez wierzcholek, a wiec czworoscian samobiegunowy nie

istnieje.
W § 66 dowiedliémy, ze gdy punkt porusza sig po prostej I, to
jego plaszezyzna biegunowa wzgledem kwadryki obraca sig¢ dokota

pewnej prostej . Proste ! i I' nazwaliémy biegunowo sprze¢zonymi

wzgledem tej kwadryki.

Na to, by prosta 1 byla biegunowo spmgzona sama ze sobg, potrzeba
i wystarcza, zeby. byta tworzqeq kwadryki.

Jedli bowiem prosta 1 jest tworzaca, to plaszezyzna biegunows
kazdego jej punktu jest plaszezyzng styezng w tymze punkeie,
a wiec zawiera te prostq.

Konieczno$é Warunku jest réwnie latwa do udowodnienia.
Mianowicie:

Jesli prosta 1 jest styczna do kwadryki w punkcie P, lecz nie jest
tworzaqeq tej kwadryki, to prosta U biegunowo sprzgiona z prostq 1 jest
styceng w punkeie P, rééng od stycznej 1.

Plaszezyzna biegunowa kazdego punktu prostej I musi bowiem
przejéé przez punkt P. .

W czworoscianie - samobiequnowym krawedrzie przeciwlegle sq
biegunowo sprzeione.

Dwie proste biegunowo sprzezone, jefli nie sg styczne do kwa-
dryki, s3 przeciwleglymi krawedziami nieskoriczenie wielu czwo-
. rodciandéw samobiegunowych. Wynika stad twierdzenie: :

Gdy kwadryka-rzedu 4 ma tworzqee mierzeczywiste, to z dwéch
prostych biegunowo spreeionych, kidre nie sq stycene do tej kwadryks,
jedna przebija jo w dwéch” réznych punkiach rzeczywistych, a druga
w nierzeczywistych. ‘

Istotnie, obierajac je za krawedzie x,=0, #,=0 i 2,=0, @,=0
czworoseianu  podstawowego, mozemy . przez odpowiedni dobér
punktu jednostkowego nadaé réwnaniu kwadryki postaé

T+ 2+ af— 2= 0;
stad wynika teza twierdzenia.

icm

§ 95 \ Tworzenie kwadryk. 439

Ostatnie twierdzenie nie zachodzi dla kwadryk o tworzacych

rzeczywistych. Jest to w zwigzku z nieistnieniem u tyeh kwadryk
ani wnetrza, ani zewnetrza.

§ 95. Tworzenie kwadryk przez peki plaszezyzn

Niech bedzie dana kwadryka rzedu 4. Jak mem\' z § 63, str. 352,
jest ona pomerzch.ma prostokreslng, utworzong przez dwa zbiory
prostych, 2, i X,, o nastepujacych wlasnosciach:

19 przez kazdy punkt powierzehni przechodzi dokladnie jedna
tworzgca z kazdego zbioru;

20 kazda plaszczyzna przechodzaca. przez tworzacea jednego
zbioru przechodzi przez tworzacg drugiego zbioru;

3 oba zbiory nie maja prostych wspélnych;

40 kazda prosta jednego zhioru przecina kazda prosty drugiego
zbiorn;

59 kazde dwie proste jednego zhiorn sa skosne.

Niech ¢,1it%, beda tworzaeymi nalezacymi do zbioru 2. Sy
one zatem skosne. Kazda z nich jest osia (wsp6élng krawedzig) peku
plaszezyzn; oznaczmy te peki przez @ i O'. Przez kazda prosta
zbioru X, mozna przeciagngé plaszezyzne IT nalezgea do peku @
i plaszezyzne II' nalezgea do peku @, Przyporzadknjmy plaszezyz-
nie II plaszezyzne IT'.

~ Otrzymujemy w ten sposéb odwzorowanie wzajemnie jedno-
znaczne T' peku @ na pek 6.

Odwzorowanie T jest rzutowe, kaide bowiem cztery pary IT,,IT,
(gdzie k=1,2,3,4) plaszezyzn odpowiadajacych sobie wzajemnie
wedlug odwzorowania T' speliajg réwnogé

(1) (I 1L, IT )= (11 IT, IT, IT,) .

Istotnie, wezmy pod uwage dowolng tworzaes p ze zbioru X,.
Oznaczmy dla i=1,2,3,4 przez P; punkty przebicia plaszezyzn IT,
ta tworzaca. Plaszczyzna II[- jest wyznaezona przez tworzacg,
wzdiuz ktorej przecina sie ona z plaszezyzng I, a punkt P; jest
punktem przeciecia tych tworzacych z prosta p. Zatem, na podsta-
wie twierdzenia Pappusa dla peku plaszezyzn i prostej, obie
strony réwnodei (1) sg réwne (P.P,P,P,).

Udowodnimy teraz twierdzenie odwrotne.
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490 ROZDZIAL XIX. Kwadryki i powierzchnie 2-ej klasy.

Jezeli dwa peki plaszezyen Oy i O, o osiach skosnych &, i t, sq
odwzorowane na siebie rzutowo, to proste przecigeia odpowiadajq-
cych sobie plaszczyzn tworzq kwadryke wiasciwq.

Istotnie, obierzmy prostg #; za kraweds x,=0, x,=0, a prosty
t, — za krawedZ x,=0, #,=0 czworodcianu podstawowego ukladu

wspolrzednych rzutowych. Wéwezas plaszezyzny pekéw €; i 6,

majg réwnania
(2) 2yt =0 i Pa g%y =0.

Sciany 'c‘zworos'cia,nu mozemy dobraé¢ tak, by plaszezyzng
#3=0 byla plaszezyzna odpowiadajaca w odwzorowaniu jednego

peku na drugi plaszezyZnie 5,=0, plaszczyzna z,=0 byla plasz- 7

czyzna odpowiadajaca w tym odwzorowaniu plaszezyZnie ,=0,
a plaszezyzng a,—x,=0 — plaszezyzna odpowiadajaca plaszezyznie
xy—,=0. Odwzorowanie rzutowe

Aydo=gyi

jednego z pekéw (2) na drugi jest wiec identyczne z danym od-
wzorowaniem peku 6; na pek 6, Zatem w odwzorowaniu tym
odpowiadajg sobie plaszezyzny

A% +233,=0, A1@3+2,2,=0.

Dla punktéw przeciecia obu plaszezyzn otrzymujemy przez
) eliminacje 1, i A,

3) ‘

czyli kwadryke rzedu 4, c. b. d. o.

Dowiedliémy réwnoczesnie, ze kaéda kwadryka daje sie. przed-
stawié réwnaniem ksztaltu (3). ‘

W tym przedstawieniu punkty podstawowe ukladu wspolrzed-
nych rzutowych mogsy byé nierzeczywiste.

Kozda powierzchnia utkana z dwéch réimych zbioréw linii prostych
jest plaszczyeng b kwadryka rzedu 4.

Scislej: jesli na powierzchni istniejq dwa 2biory prostych majace
wlasnosei 19 3° ¢ 4° (p. str. 489), to powierschnia jest plaszezyezng lud
kwadryka rzedu 4. ' -

Moga bowiem zajéé tylko dwa przypadki:

Bylyg— Xy B3=10,

icm

o
o
=14

Tworzenie kwadryk. 191
(a) Dwie sposréd tworzacych z jednego zbioru, np. ze zbioru X,
lezg na jednej plaszczyinie. Wéwezas z wlasnosci 49 wynika, ze
powierzchnia jest plaszcezyzna.

(b) Zadne dwie tworzace ze zbioru X nie przecinaja sie. Wy-
bierzmy z tego zbioru dwie tworzace t, i t,; niech @1 @, bedy
pekami plaszezyzn przechodzacych przez nie. Przyporzadkowujac
sobie wzajemnie te plaszezyzny pekéw 0, i 0,, ktére przecinaja sie
wzdluz tworzgcych ze zbioru X,, dowodzimy jak poprzednio, ze to
przyporzgdkowanie jest odwzorowaniem rzutowym.

Zatem na mocy poprzedniego twierdzenia krawedzie przeciecia
plaszezyzn, wzajemnie sobie przyporzadkowanych w tym odwzoro-
waniu, tworzg kwadryke. )
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