ROZDZIAL IV

ELEMENTARNE METODY GEOMETRYCZNE
TEORII FUNKCYJ

§ 1. Przesuwanie biegunéw. Przebieg funkeji holomor-
ficznej w obszarze jest niejako przesadzony przez zachowanie sie
tej funkeji juz w otoczeniu jednego jakiegokolwiek pumnktu obszaru.
Jezeli jednak zamiast obszaru rozwazaé bedziemy dowolny zbidr
otwarty, wowezas otrzymaé mozemy funkcje holomorficzng w calym
tym zbiorze, definiujac ja niezaleznie w poszezegdlnyeh skladowych
zbioru. Interesujacy przeto jest fakt, ze kazdg funkeje holomor-
ficzng w dowolnym zbiorze otwartym @ okrefli¢é mozna jako gra-
nice ciggu funkeyj wymiernych holomorficznych w @, a nawet
—gdy zbiér @ nie rozcina plaszezyzny i nie zawiera punktu co—
jako granice ciagn wielomiandéw. Piekne to twierdzenie udowodnil
Runge w drugiej polowie ubieglego stulecia.

Dow6d przebiega w trzech etapach: 1° funkeje holomorficzang
W(z), dang w zbiorze otwartym @, przedstawiamy na zbiorze
domkni@tym FCG@G jako sume catek krzywoliniowych postaci

W@)

m P d3 wzdluz krzywych C, przebiegajacych w G—F;

20 calkl te, rozwazane jako funkeje zmiennej z, aproksymujemy
jednostajnie na F przez funkcje wymierne, posiadajace bieguny
na krzywych C; 3° bieguny te ,przesuwamy® poza dany zbior
otwarty @ tak, by otrzymane funkcje wymierne staly si¢ holo-
morficzne w @.

Pierwszy etap otrzymuje sie wprost, na mocy lemmatu 10.1,
Rozdz. III. Drugi opiera sie na nastepujacym prostym lemmacie:
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(1.1) Jezeli f(2) jest funkejq ciagla na krzywej regularnej C nie ma-
jacej punktow wspolnych ze zbiorem domknietym F, wdwezas dla kaidej
liczby >0 istnieje funkeja wymierna @(z) posiadajoca bieguny wy-
tacenie na (' ¢ taka, 43

dla zeF.

Dowdd. Niech 3=3(t), gdzie a<<t<{b, bedzie réwnaniem krzy-
wej ¢ i niech M bedzie kresem gérnym [3'(t)] w [a,b]. Funkcja
#[3()1/[3(t)—=] jest funkeja ciagla zmiennych 21, gdy = przebiega
zbiér F, a t przedzial [a,b]. Mozemy wiec podzielié przedzial ten na
skoriezong iloéé podprzedzialéw [ty tu-1], gdzie i=0,1,...,n—1, tak by

f3)1  fl3(
3(t)—= :3(t,)

Przyjmujgc tedy

e 2 TS0 300,

\f%da—ﬁ?(z)}z

[3(¢ (3@ ] .
_Df [ L0001

co nalezato dowie$é.

W trzecim etapie dowodu twierdzenia Rungego oprzemy sie
na nastepujacym lemmacie ,,0 przesuwaniu biegundéw*:

&

M( a)

dla  t;<t<t;1 oraz 2eF.

mamy dla zeF

ot p—g)=
<M gp—a 0= 0=5

(1.2) Jezeli F jest zbiorem domknietym, 2aé a,b dwoma punkiomi
poza F takimi, ze

(1.3) 20(a,0)< 00, F) oraz  20(a,b)<o(b,F),

wéwezas dla kaidej licsby e>0 4 kadej fumkeji wymiernej P(z),
posiadajqcej jedyny biegun w punkeie a, istnieje funkeja wymierna
Q(2), posiadajaca jedyny biegun w punkeie b i spelniajaca nierdwnosé

{1.4) |P(2)—Q(2)|<e dla kaidego zeF.
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Dowo6d. Rozrdznimy trzy praypadki:

(a) asz=00, b3 oo. Funkeja P(e) jout tedy (ob. Rozdz. 111,
tw. 7.5) wielomianem wazgledem 1/(z—a), & poszukiwana funkeja
Q(z) ma byé wielomianem wzgledem 1/(z—D).

Przyjmiemy najpierw, iz P(2) redukuje si¢ do jednego wyrazu
1/(z—a)".

7 drugiejl) z nieréwnofei (1.3) wynika, iz dla zeF mamy

l(a—b)/(z—b)| < |[(a—b)[e(F,b)| < 1/2.  Zatem.
1 ]. 1 1 oo‘ ’ (M"*‘b)k
T h = . _‘.'1 P
ey by e 2 Az
1~——;__—b k=0

gdzie Ap=(k-+n—1)!/(n—1)k!, pray czym szereg w ostatnim czlonie

powyzszego zwiazku jest zhiezny jednostajnie na F. Warunek (1.1)

bedzie wiee spelniony, gdy obierajae wartodé N dostatecznie wielk:
12 Y, 84y ') by

przyjmiemy
a—b\"
Q=) = 2 ( ~—b>

=)

Jezeli P(z) jest dowolnym wielomianem wzgledem 1/(z--a),

J
2 Bil(z—a,
juz wyniku mozemy okredlié dla kazdego j=1,2,...,s funkeje @4(2),
ktéra jest wielomianem wzgledem 1/(z—») I spelnia na zbiorze F
nierdwnogé

t.zn. jest postaei 2, wowezay na zasadzie otrzymanego

s

Funkeja  Q(2) = Bo+ Br-Q1(2) + Ba- Qo(2) + ... + By Qs(2)  jest
wowezas fakze wielomianem wzgledem 1/(z—b) 1 czyni zado$é
warunkowi (1.4).

(b) a==o0, b=oo. Funkeja P(e) jest znéw wielomianem
wzgledem 1/(z2—a) i, jak poprzednio, wystarezy udowodnié twier-
dzenie, gdy P(z) redukuje sie do jednego wyrazu 1j(z—a)". Poszu-
kiwz'mav funkcja @(z) musi jednak tym razem byé wiclomianem,
poniewaz posiada¢ ma jedyny biegun w punkeie h=co

» '1) Mozna tu zauwazyé, iz w praypadkach (a) i (b) korzystamy tylko z dru-
giej nierdwnosei (1.3), a w praypadku (¢) tylko z pierwsze].
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7 drugiej nieréwnosei (1.3) wynika, iz dla 26 F

la] = 1/p(a,o0) = 2/o(co, F) = 2- 12,
a wiee |zfa]<<1/2. Szereg
1 (—1)" (=1 N, ek
=— = A=)
z—a\" m\ 7 n pad k
(z—u) " (1 :‘) & (‘u)
a

gdzie Ap=(k+n—1)!/(n—1)!kl, jest przeto jednostajnie zbiezny na
i warunek (1.4) bedzie spelniony, gdy dla dostatecznie wielkie]
warto$ei N przyjmiemy

- N

(““1)1121 (: k
)(z) = A=) -
Q) ="—; ;)
k==
(e) a=woc, b0, Funkeja P(z) jest wowezas (por. Rozdz. 111,
tw. 7.3) wielomianem wzgledem 2, a pilerwszy z warunkow (1.3)

wyraza obecnie, iz |b|=2/p(o0, F)=2-l¢| dla z¢ F. Zbiér F zawiera sie
wice w kole domknietym K(0;b/2). Nieeh u=1/(z—b). Kolo
K(0;b/2) nie zawiera punktu b ani co, wige gdy # 1)rAeb1ega‘ zbiér F,
punkt « nalezy (por. Rozdz. 1, tw.14.9) do pewnego kota domknietego
K(e;r), nie zawierajacego punktu co ani 0. Mamy wiec ¢==00 oraz
r<lel-

7 drugiej strony, poniewaz z=>b--1/u, funkeja P(z) jest wielo-
mianem wzgledem 1/u. Poszukiwana funkeja @(z) ma byé¢ natomiast
wielomianem wzgledem wuw=1/(z—b). Dla nzasadnienia lemmatu
w rozwazanym przypadku wystarezy wiec okazad, iz dla kazdego
n>0 oraz kazdej liczby ¢ calkowitej n>>0 istnieje wielomian R(u)
taki, ze

—l——R (n) ‘<1; dla wek(e;r).
u" l
Otéz dla weK(e;r) mamy |u—el/lef<r/le|<1; rozwinigeie
1 1 1 <, [e—u\n i 4 (k+n—1)!
un —u\t et k( ) y  ydeie dp= (n—1)1k! "’
el (1~ p ) k=0

jest wige jednostajnie zbieine w k(a r) i za R(u) wystarczy przyjaé
dostatecznie dalekg sume czeSciowsg tego rozwinieeia.

Mozemy udowodnié teraz nastepujace twierdzenie aproksy-
mageyjne:
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(1.3) Jezeli W(z) jest funkejg holomorficeng w zbiorze otwartym @,
wowezas dla kasdego zbioru domkwigtego FCE oraz kasdej Viezby >0
istnieje funkeja wymierna H(z), holomorficena w G (1. o biegunach
w dopelnienin zbioru G) i spetniajaca warunek

(1.6) |W(e)—H(z)|<e¢ dla zel.

Co wieeej, jeseli damy jest dowolny =bior B, kidry zawiera sig
w dopelnieniu ebioru G © kidrego domknigcie postada punkty wspdlne
e wszystkimi skladowymi tego dopelnienia, wiwczas funkcjo H(z)
mose byé tak okreSlona, by wszystkie jej bieguny naledaly do zbioru E.

Dowd6d. Mozemy przyjaé, ze punkt co nie nalezy do zbioru @;
istotnie, w przeciwnym razie, stosujac inwersje o srodku w do-
wolnym punkecie nie nalezacym do zbioru &, moglibysmy zbiér ten
przeksztalcié na zbidr otwarty, ktory juz punktu oo nie zawiera.

Niech @ oznaeza zbior wszystkich punktéw z, dla ktérych

(1.7) (5, 0@ =0z, F) b 20(2,06)=o(F,04).

Zbiér @ jest domkniety (por. Wstep, § 11), zawiera I' i za-
warty jest w G. Na mocy lemmatu 10.1 (II), Rozdz. L1I, oraz
lemmatu 1.1 istnieje wiee funkeja wymierna @(z), ktorej wszystkie
bieguny lezag w G—@ i ktéra spelnia warunek

(1.8) [W()—Q(=)|<te dla zed.

Funkcje te przedstawié mozemy w postaci Q(z)=0Qu(z)+ ...+ Qu(e),
gdzie kazda z funkeyj Qx(2) jest wymierna i posiada jeden tylko
biegun. (Rozklad taki istnieje dla kazdej funkeji wymiernej. ¢(z)
na mocy tw. 7.5, Rozdz. ITII; w rozwazanym jednak przypadku wy-
nika tez bezposrednio z metody konstrukeji funkeji Q(z) na zasadzie
lemmatu 10.1, Rozdz. I1I, oraz lemmatu 1.1.)

Wezmy pod uwage ktérgkolwiek z funkeyj Q:(z), np. funkeje
Qy(2). Niech a bedzie jej biegunem i niech b bedzie punktem dopel-
nienia zbiorn ¢ takim, ze p(a,d)= g(a,CG) (por. Wstep, tw. 8.3).
Poniewaz punkt « nalezy do G —®, przeto zaden z warunkoéw (1.7)
nie jest spelniony dla z=g«, a wiec

20(a,b)=2e(e, CGF)<o(a, T,
30(a,b)=2¢(a, CG)< o(F', 0¢) < o(F, b).

Niech teraz § oznacza te skladows zbioru CG, ktora zawiera
punkt b. Z zalozenia kazda skladowa dopelnienia zbioru G posiada

(1.9)
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punkty wspélne z domknieciem zbioru E. Niech eeS-E. Istnieje
wiee punkt del taki, iz

(1.10) ele,d) < $o(F,CG).

7 drugiej strony, poniewaz b i ¢ naleza do tej samej sklado-
wej S, przeto (ob. Wstep, tw. 9.1) wyznaczyé mozna ciag punktow
b=mp1, P2y ..., Pu=c tej skladowe] w ten sposéb, by

(1.11) o(Pry Pe+1)<3o(F,CG) dla k=1,2,.,n—1

Przyjmujac dla symetrii p,= a oraz p,+1=d, pokazemy
przede wszystkim, iz dla k=0,1,...,n

(1.12)  20(peper)<epnF)  oraz 2P pen)<o(Drt1, F)-

Lstotnie, poniewaz punkty pi,pe, ..., Pat: Naleza wszystkie do ca,
przeto o(pr, F)=o(0G, F) dla k=1 i zwigzki (1.12) dla k=1,2,..,n
wynikaja natychmiast z (1.11) oraz z (1.10). Natomiast dla k=0
nieréwnofei (1.12) sa konsekwencja nieréwnosci (1.9).

Stosujac teraz kolejno do kazdej pary punkt6w Pr,Pr+1 lem-
mat 1.2 o przesuwaniu biegunéw, wyznaczamy ciag skonczony
funkeyj wymiernych Po(2), Py(2); -y Pa(2), P.ai(2), spelniajacych
warunki nastepujace:

(1.13) Py(2)=04(2),

€
(1.14) IP/¢+1(3)—P;¢(2)1<W dla zeF oraz k=0,1,..,n,
(1.15) jedynym biegunem funkeji Pr(z) jest punkt pe.

Przyjmujac tedy Ql(z)::P,,H (2), stwierdzamy natychmiast na
zasadzie (1.13) 1 (1.14), iz |0,(2) —@y(2)|<<e/2m na zbiorze F, przy
czZym @'1(3) jest funkeja wymierna, ktoérej jedyny biegun d=pn+1
nalezy do E. W ten sam sposob wszystkim pozostal};m funkg]om
Qs(2), ..., Qu(2) przyporzadkowujemy funkcje wymierne Qs(2),...,@m(2)
o biegunach wylgeznie w zhiorze E, tak by

(1.16) Qo) —Que)<e/2m  dla  geF  oraz =12,

Przyjmujac wiec H(z):@l(z)—l—Qz(z)—l—...—{—Q,’,,(z), otrzmu]e}ny
funkeje wymierng H(z), ktéra nie posiada biegunow poza F i ktora,
jak wynika z (1.16), speinia warunek |H(z)—Q(z)|<e/2 dla zeF,
a wiee, z uwagi na (1.8), 7gdany warunek (1.6).
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§ 2. Twierdzenie Rungego. Twierdzenie Cauchy’ego
dla obszaru jednospdéjnego. 7Z tw. 1.h wynika natychmiast

(2.1) Twierdzenie Rungego. Kaida funkcja W(z), holomorficena
w zhiorze otwartym G, mose byé przedstawiona w tym zbiorze jako
granica niemal jednostajnie zbieinego ciqgu funkeyj wymicrnych {H(z)}
o biegunach wnalezqeych do dopetnienia zbioru .

Co wiecej, jezeli dany jest dowolny zbior K, kldry zawiera sig
w dopetnieniu zbioru G i ktdrego dombkniccie posiada punkty wspdlne
e wszystkimi sktadowymi tego dopelnienia, wiwceas funkeje H,(z)
moga byé tak okreslone, by wszystkie ich bicqguny nalezaty do zbiorw B.

Dowd6d. Niech G, oznaeza zbiér punktiw = zbioru @ takich,
ze p(z,0@)>1/n, 1 niech H,(z) bedzie funkeja wymierng, ktora nie
posiada biegunéw poza zbiorem FE i ktéra spelnia na zbiorze e
nier6wnosé |H,(z) —W(z)| < 1/n. Funkeja taka istnieje na mocy tw. 1 5,
gdyz G,CGH. '

Zbiory G, tworzg cigg wstepujacy zbiordw otwartych, ktorych
suma jest dany zbiér @; poniewaz za$ ciag {Hu(z)} jest zbieiny
do W(z) jednostajnie w kazdym ze zbioréw Gy, wiee tym samym
(por. Rozdz. I, § 2) jest niemal jednostajnie zhiezny w ealym
zhiorze @.

Jezeli zbidr otwarty @ nie rozeina Plaszezyzny (ob. Wetep,
§9), wowezas w sformulowanin tw. 2.1 przyjad mozna jako zbior B
dowolny punkt dopelnienia zbioru G. Jezeli ponadto zbior ¢ nie
zawiera punktu oo, wowezas przyjaé mozna, ze zbiér K redukuje
sie wprost do punktu co. Poniewaz funkeja wymierna o jedynym
biegunie w punkeie oo jest wielomianem, otrzymujemy przeto na-
stepujacy szezegdlnie wazny przypadek twierdzenin Rungego:

(2.2) Jezeli zbidr otwarty G wie rozeing plassezyeny i nie sawiera
punktu oo, wiwezas kaida funkeja holomorficena w zbiorze G jest

w tym zbiorze granieq niemal Jednostajnie zbieineqgo ciqgu wiclomianiw.

Ogdlnie otrzymad mozemy zbidr E spelniajacy warunki tw.
Rungego, obierajae dowolnie po jednym punkeie na kazdej ze
skladowyeh dopelnienia zbioru (. Okreflony w ten sposh zbior B
jest wszakze nieprzeliczalny w przypadku, gdy zbidr (G zawiera
nieprzeliczalng ilogé skladowych. Réwnies jednak i w tym prazypadku
mozemy przyjaé za zbidr F zbidr praeliczalny, a mianowicie do-
wolny zbiér przeliczalny wszedziegesty w (@ (Wstep, tw. 4.5).
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7 tw. 2.2 wyprowadzimy twierdzenie nastepujace, ktore na-
zywaé bedziemy twierdzeniem Canely’eqo dla obszaru jednospdinego
i ktore uwaza¢ mozna za nogélnienie twierdzenia Cauehy'ego dla
prostokata (Rozdz. 11, tw. 4.1):

(2.3) Jedeli 2bior otwarty G nie rozeing plaszezyzny (w szezegilnosed,
jezeli jest obszarem jednospéjnym ) i nie awicra punktu o, wihwezas
catka  krzywoliniowa kaidej funkeji W(z) holowmorficanej w G znika
wedlue kaidej krzywe] regularnej zamknietej, praebiegajqeej w @G.

Kaida zatem  funkeja holomorficana 1w zbiorze otwartym, nie
rozeinajaeym plaszezyzny i nie zawierajacym punkin o, posiada w tym
zhiorze funkeje pierwotng.

Dowdd. Niech H,(z) bedzie ciagiem wielomianéw niemal
jednostajnie zbieznym do W(z) w G. Poniewaz kazdy wielomian
posiada funkeje pierwotng, zatem, w mysl tw. 2.2, Rozdz. 11, calka
jego znika wzdluz kazdej kraywej regularnej zamknietej (', prze-
biegajacej w (, i tym samym

[ W(2)de=1lim | Hu(z)dz=0.
(; n b
Do zastosowanl i uogélnien twierdzenia Cauchy’ego w sformu-

towaniu (2.3) wrdeimy jeszeze w kotcowyeh §§ tego rozdziahu.

CWICZENIA. 1. Jeseli a>b>>0 oraz a>0, wowezas istnieje wielomian
Py () taki, ze w kole K(O;n): :

[Pu(®)] = In,  gdy 320 lub Izza,
[P (2)] =2 gdy  Jz=1b.

2. Przyklad ciqgu funkeyj holomorfieznych, ktovy w calej plaszezyZnie otwar-
tej jest zbiezny do zera, ale nie jest zbiezny niemal jednostajnie. Opierajac sie na
wyniku ¢wiczenia poprzedniego, zhudowaé ciag wielomianéw, ktory 19 jest zbiezny
do zera w calej plaszezyZnie otwartej, 20 jest zbiezny jednostajnie w otoczeniu
kazdego punktu nie lezycego na osi rzeczywiste], lecz 3% uie jest zhiezny jedno-
stajnie w otoczenin zadnego punktu osi rzeczywistej (p. Rozdz. II, §7, éw. 2).

3. Prayklad ciqgue funkeyj holomorfieznyeh zhieinego w calej plaszexyinie
otwartej, ktérego granica nie jest jednak funkejy holomorficznq. Zbudowaé ciag
1Pu(2)) wiclomiandw taki, ze lim Pu(z)= 0 na osi rzeczywistej, podezas gdy

1
lim Pp(2)= 1 poza ty osia.
n . .
4. Nieelh O-2per B, &30 1 nicel Q) bedzie funkeja lm]onmrfmzxmVw kole
IK(0: Ry, Zbhudowadé wielomian () .sp(-luiuszy‘y warunki nastepujace: 10 |P(2)|<e
dla |3 #. 2° na kazdym odeinku [ref, 11"('”'] istnieja dwa punkty z,=2,(#), 2= 2:(h)
takie, z¢ | P(z)4+Q)] e oraz [P+ Q)] >1/e


pem


174 ROZDZIAL IV. Elementarne metody geometryczne.

5. Przyktad funkeji W(z) holomorficenej w kole K(0;1) lakie], se dla 2adnej
warlodei © nie istnieje granica lim W('re‘”) skonczona ani nieskotiezona. Niech {ry)

bedzie ciagiem rosnacym liczl;:)ll()rlat11i(:11, dazacym (10. I. Opieru,jiw sie na éw. 4,
okredlié przez indukeje clag wielomignéw {P.u(ﬁ)} taki, ze: (a) |[Pa(r)|<<1/2" dla.
lg|<ru, (b) na kazdym odeinku [ra ¢ rppe?] istnieja dwa 1)1}111<ty, W kt.(f)'[‘y(‘,h
wartodé bezwzgledna sumy  Pi(2) + P2(2) + ... + Pn(?) jest odpowiednio
<1/2% oraz >2". Szereg Y Pu(z) jest wéwezas niemal jednostajnie zhieiny

n . . s . ’ ’a
w kole K(0;1) do funkeji holomorfieznej, posiadajace] Zadany wlasnosé.

6. Niech H bedzie przestrzeniy metryczna, ktdrej elementami sy funkeje
holomorficzne w kole K(0;1) (p. Rozdz. II, § 7, éw. 3; Rozdz. 1, § 2, éw. 3).

Nieeh 0<r<1, &0, Oznaczny przez $ rodzing wszystkich funkeyj Wi(z)
holomorficznych w K(0;1) takich, ze na kazdym odeinkn rre, €] istnieja punkty,
w ktérych odpowiednio |W(z)|<<e oraz |W(z)| > Llje. Dowiesé, ze funkeje
holomorficzne w K(0;1), ktére nie nalezy do rodziny 9, tworzy w praestrzeni
zbiér domkniety nigdzie gesty.

Wywnioskowaé stad (nie opierajac sie na wyniku éw. 5), ze istuiejy funkeje
W(z) holomorficzne w kole K(0;1) takie, ze granica Exjn W(rey, skoniezona ani

”
nieskoficzona, nie istnieje dla zadnego # 1 ze wlasnosé te posiadaja wezystkie
funkeje holomorficzne w kole K(0;1) z wyjatkiem funkeyj tworzacyeh w prze-
strzeni H zbiér pierwszej kategorii (Kierst-Szpilraju).

7. Niech H oznacza (jak w éw. 6) przestrzen, ktérej elementami sy funkeje
holomorficzne w kole K(0;1). Niech K1, Ks,...,J{; bedzie dowolnym uktadem skon-
czonym k6t i niech 98 oznacza rodzine wszystkich funkeyj W(z) holomorficznych.
w kole K(0;1), takich ze na kazdym promieniu kota K(0;1) istniejy punkty,
w ktérych T¥(z) prayjuuuje wartoiei nalezace odpowiednio do kdét Ky, Ky, ..., 1Ky,
Dowiesé, ze funkeje, ktdére nie naleza do rodziny 9B,} tworzy w praestrzeni H
zbiér domkniety nigdzie gesty.

Opierajac sig na tym, dowiesé, ze istniejy funkeje W(z) holomorticzne
w kole K(0;1), ktére przeksztalcaja kazdy promien tego kola na zbidr wszedzie
gesty na plaszesyfnie (t. zn. takie, ze dla kaszdego 6 krzywa w=W (re"), sdzie
0<<r<1, jest zbiorem wszedzie gestym na plaszezyinie) i ze wlasnodé te posia.
daja nawet wszystkie funkeje holomorficzne w kole K(0;1) z wyjatkiem funkeyj
tworzaeyeh w przestrzeni H zhidr pierwszej kategorii (Kierst-Szpilrajn).

8. Dowiedé, ze istniejy funkeje holomorficzne w kole X(0;1), ktore w kazdym
wycinkn tego kola przyjmujas wszystkie wartodei zespolone skonczone, i ze
wiasnosé te posiadaja wszystkie funkcje holomorficzne w K(0;1) z wyjatkiem
funkeyj tworzaczych w przestrzeni H (éw.6,7) zbidr pierwszej kategorii (K ierst-
Szpilrajn). '

9. T'wierdzenie Morery (ob. Rozdz. I, §8) die kola. Na to, aby funkeja
W(z) ciagta w zbiorze otwartym G hyla holomorficzna w ¢, konieczne jest
i wystarcza, hy J"W(:) dz==0 dla kazdego kola domknigtego K@ (Carleman).

(K)
[Wsk. Skorzystaé z twierdzen: Rozdza. 1, § 18, éw. I, oraz Roundu. 11, § 6,
éw. 8.]
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§ 3. GalaZ logarytmu. Rozwazania koricowe § 2 zastosu-
jemy do galezi logarytmu funkeyj holomorficznych. Podobnie jak
w rozdzialach poprzednich (Rozdz. I, §11; Rozdz. II, §1) uzywaé
bedziemy terminu ,galaz“ w znaczeniu ,gala’ jednoznaczna‘.

Opierajge sie na tw. 2.3, mozemy uzupelnié obecnie tw. 11.1,
Rozdz. I, w sposéb nastepujacy:

(3.1) Jezeli G jest zbiorem otwartym, nie rozeinajocym plaszezyzny
(w szezegolnoser obszarem jednospdinym), wéwezas dla kaidej fumn-
keji F(z) holomorficenej i nie znikajacej nigdzie w zbiorze G istnieje
w tym zbiorze galq? holomorficzna log F(z) (a tym samym i galaé
holomorficena [F(2)]“ dla kaidej wartodei o).

Dowé6d. Twierdzenie jest oczywiste, gdy zbiér G jest cala
plaszezyzng, poniewaz woéwezas, na zasadzie twierdzenia Liouville’a
(Rozdz. I1, tw.5.11), funkeja F(z) redukuje sie do stalej. Mozemy
tedy zalozyé, iz CG==0. Mozemy dalej przyjaé, ze zbiér @ nie za-
wiera punktu oo, gdyz w przeciwnym przypadku, stosujac inwersje
o §rodku w dowolnym punkeie dopelnienia zbioru @, przeksztateili-
byémy ten zbiér na zbiér otwarty, réwniez nie rozcinajacy plasz-
ezyzny, a ponadto nie zawierajaey juz na pewno punktu oco.

Poniewaz z zalozenia funkecja F(z) nie znika nigdzie w zbio-
vze (f, funkeja F'(2)/F(z) jest woéwezas holomorficzna w @ i na zasa-
dzie tw. 2.3 posiada funkeje pierwotng; istnienie galezi holomor-
fieznej log F(2) w (# wynika stad z kolei na mocy tw. 2.6, Rozdz. 1L

Szezegdlnym przypadkiem tw. 3.1 jest twierdzenie nastepujgce,
ktére stanowi bezposrednie uogélnienie tw. 11.1, Rozdz. I:

(3.2) W kazdym zbiorze otwartym, nie rozeinajqcym plaszezyzny i nie
zawierajaeym punkin 0 ani oo, istnicje gatqé loge.

CWICZENIE. 1. Jezeli C jest okregiem kola zbieznodei szeregu potego-
wego, a Z zhiorem punktéw, kitére sa pierwiastkami sum ezastkowych tego
szeregu, wowezas kazdy punkt okregu C jest punktem skupienia zbioru Z
(Jentzsch).

[Wsk. Niech K hedzie kolem zbieznofei szeregu. Zakladajae, ze na €
istnieje punkt a nie nalezacy do Z, oznaczmy przez K, takie otoezenie punktu a,
w ktérym zadna z sum czastkowych sp(z) nigdzie nie znika, a przez @n(z}
galysz holomorficzng [sn()]"" w K, Ciag {@n(z)} jest ograniczony (Rozdz. III,
§ 2, éw. 3 (b)) i — jedli dohierzemy stosownie galezie @n — zbieiny do 1 w K,
(Rozdz. 11, §2, éw. 2; I, §3, éw 2; III, §8, éw. 3). Mielibysmy wige aeK,C K
(Rozdz. 1, §2, éw. 3 (a)).]
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§ 4. Wzér Jensena. Jako zastosowaniec w najprostszym
przypadku twierdzenia o istnieniu galezi logarytmu funkeji holo-
morficznej wyprowadzimy t.zw. wz0r Jensena, kt(,'n'y,'puzwallujiya
na oszacowanie ilogei pierwiastkéw funkeji holomorficznej w kole,
odgryw:a wazng role w wielu rozwazaniach teorii funkeyj.

(£.1) Jezeli F(z) jest fumkejq holomorficang na  kole dombnictym
E=K(0;R) i jesli F(0)==0, wiwezas

24

=g [ LogleCre) an
0

]{Il
4.2 Log|F(0)|+ Log ———
(4.2) g+ Log =
gdRie @1y, ..yt 0ZRACZAJY Plerwiasthi fumkeji F(z) w kole I, prey
czym kazdy pierwiastek wypisany jest tyle razy, ile wynosi jego krotnosé.
Wyraz drugi po stronde lewej wzoru (4.2) napisany byé mode
R
. . . (a(r) . - ‘ , e
w postact catkl ozmaczone] - T«(ir, gdzie n(r) osmacza dosé pier-
o -
wiastkéw funkeji F(z) w kole domknietym K (0;7).

Dow6d. Zauwazmy przede wszystkim, Zze skoro funkeja £(z)
jest holomorficzna na kole domknietym K=XK(0;R), to istnicje
kolo otwarte K,=XK(0;R,) o promienin R,>R, w ktérym funkcja
F(z) jest rowniez holomorficzna i nie posiada pierwiastkdw poza
wymienionymi wyzej punktami a;. Funkeja

D(2)=F(2)-a1- @z .. [ F(0)- () —2) (@2 —7) .. (ts —7)

jest wiece takze holomorficzna w I, a nadto nigdzie w tym kole
nie znika. W my§l wiec tw.3.1 istnieje w kole K galaZz holomor-
ficzna log @(2). Niech L(z) bedzie taks galezia, przy czym ze wagledu
na @(0)=1 przyjaé¢ mozemy L(0)=0. Funkeja L{z)/z jest wige tez
holomorficzna w K, i na moey twierdzenia Cauchy’ego 2.3 mamy
. '.’:'r
(4£.3) 0:73%7—/%52 ’z:%ffl(k(a“‘)d();
(K) 0
poniewaz zad ¢ L(z)=Log|®(z)|, przeto przyréwnywujac do zera

czedé rzeczywista wyrazu po stronie prawej wzorn (4.3), otrzymujenmy

1/ | F(Re®) ayay...a,
(4.4) [ /LOg| B(0)-(aj— Re®) (ags~— Re?) ... (ay— Fe™)
0

I({{) peas “.
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.Z dljug‘le] strony, na moey wzoru (3.3), Rozdz. I1I, mamy
dla j=1,2,..,n . )

2T

= [ Logla—Re¥|go =L f Log|l— % ¢ #|@h+ Tog R—1T,
27 27 gl R f T loghi=Logk
0

1 przez zlogarytmowanie wyrazenia podeatkowego w (4.4) otrzy-
mujemy zadany wzér (4.2).
Azeby pokazad, iz drugi wyraz lewej strony tego wzoru réwny
R

. i X . [a(r)dr . .
Jest calee oznaczonej j .y Zauwazmy, iz moina zalozyé, ze
0

lon|<Jas]< ... < aw]. Prayjmujac dla symetrii ¢,,1=R, mamy wéwczas

R ( ) n Iaj‘f*ll ( ) n !aj-H!

W) ge N[ A G N (T dr
Jora= 2 e X
0 J=1 laﬂ 1::1 ;aj!

n

n
= D'j-(Loglajs1— Logla)=n-Tog B — S Toela|— Log — L
121 j i g ’% zlaj=Log Tl

<6 nalezalo udowodnié.
Tw. 4.1 uogdlni¢ mozna latwo na funkeje meromorficzne:

(.5). Jezeli funkcja F(z), meromorficzna na kole domknietym ]E(O'R)
nie. posiada w punkcie 0 pierwiastka ani bieguna, wéwezas O;nazz
CRAJAC PrEez diyQy...,an pierwiastki, zas przez bybs,...,b
funkeji F(z) w tym kole, mamy

bi-by... by
a1-aa...dy

m  bieguny

(4.6) Log|F(0)+LogR" ™.

1 2
- f Log| F(Re)|d6
0

lub, oznaczajqe preez w(r) oraz m(r) odpowiednio ilosé pierwiastkéw
oraz ilo$é biegundw w kole domknictym K(0;7),
R 2o

- ; w(r)—m(r 1 . .

(4.7) Log,’F(())(—{—f—(zf(—Z(lr——:;——/ Log|F(Re?)|dg.

. 1 2z
0 . 0

. ( Kai(lg./ pierwiastek i biegun funkeji F(z) liczony jest tu 1 wy-

prsany w ciqgach (ajy 7 \by taka tloéé razy, jaka odpowiada jego

krotnosei. )

8. Suks i A, Zyemund Funkeje analityezne. 12
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Dowdd. Przyjmujac W(z)=(z—b1) (= —by) .. (B—bm), widzimy
natychmiast, iz obydwie funkecje F(z 2)W(2) oraz ¥(2) sa holomor-
ficzne w kole domknietym K(0;R), nie znikaja w punkeie 0 i posia-
daja pierwiastki odpowiednio w punktach ai,ag, ..., 4, OTAZ b1y by ..., by.
Stosujac do tych funkeyj wzor tw.4.1 i ode]mumc stronami otrzy-
mane réwnosei, otrzymujemy zadane wzory (4.6) 1 (4.7).

Wz6r (4+.2) nosi nazwe weorw Jensena. Nieco ogélniejsze wzory
(4.6) i (4.7), nie wykraczajace zresztq istotnie poza wzor (4.2),
nazywaja sie niekiedy wezorami Jensena-N evanlinny.

CWICZENIA. 1. Jezeli ay,ap, ..., tn, ..., jest clagiem pierwiastkdéw -4 0 funkeji
W(z) holomorficznej, ograniczonej i nieznikajacej tozsamosciowo w kole K(0;1),

WOWCZAS Gy lge.cordne ... =0, & Wige 5’ I—|an]) 400 (kazdy pierwiastek wy-

stepuje w ciagu {as) tyle razy, ile wvn(m jego krotnodd) (Blaschke).

[Wsk. p. Rozdz. I, § 7, éw. 1.]
2. Jezeli cigg ograniczony {Wa(2)} funkeyj holomorticznych w kole It -::K(U: 1}

jest zbiezny w punktach pewnego ciagu jaa} takiego, Ze a;-@y..-tns...==0, pray

czym ap=0 dla n=1,2,... oraz a; 4 a; dla i4, wéwezas cing {(Wa(e)} ](*Hl, bw/,nv
niemal jednostajnie w calym kole I,

3. Niech W (z) bedzie funkeja holomorfiezny, nie znikajacy toZsamosciowo
w kole K(0;1) i taka, ze

-l
el exp =

gdzie 4 1 o sy stalymi dodatnimi. Wowezas, jezeli {en} oznacza cigg pierwiastkdw
funkeji W w kole K(0;1), to szereg Z(l——|avn|)”+1+‘ jest zbiezmy dla kadgdej
liczby ¢>0 (Montel). n

[Wsk. Zauwazyé, Ze dla kazdego m ilosé pierwiastkéw «, takich, iz
|an}<1—27", nie przekracza liezhy B2+ gdzie B jest pewny staty.]

§ 5. Przyrosty logarytmu i argumentu wzdlui krzywej.
Jezeli F(z) jest funkeja ciggla na zbiorze F i wartodei tej funkeji
na F nalezg do pewnego kola K nie zawierajacego punktu 0 ani oo,
wowezas na zbiorze tym istnieje galaZ logF(z). Istotnie, oznaczajac
przez L(z) dowolng gataZ logz w K, spostrzegamy odrazu, ze funkeja
I[F(z)] jest galezia logF(z) na E.

Opierajge sie¢ na tej uwadze, pokazemy, ze jeseli F(t) jest
funkejy ciagla skoviezong, nigdzie nie anikajacq w preedeiale 1=[a,b],
wdwezas istnieje w tym preedeiale gatad logF(t). Niech w tym celu
m bedzie kresem dolnym wartosei |F(¢) na I. Poniewaz m>>0, przeto
przedzial [a,b] rozbié mozemy na skodezony ilodé podpraedzinléw

icm
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[ao, o] [, as], ...y [@n—, @n), gdzie ag=a, a,=b, tak aby w zadnym
z nich oscylacja funkeji ¥ nie przekraczata liczby Lm. Wartosei, -
jakie funkeja przyjmuje na przedziale [az, az+1], nalezg wtedy do kola
K(F(az);m), nie zawierajacego punktu 0, i przeto w kazdym
przedziale [apari] okreslié mozemy galaz Ly(t) logarytmu F(i).
Dorzucajac ewentualnie do funkeyj Lx(t) odpowiednie wielokrotnosdei
calkowite 2zi, mozemy przyjaé, iz w kazdym punkcie a dla
k=1,2,..,n—1, mamy Ly i(ar)=Lx(az). Funkcje Lyt) wyznaczaja
tedy lacznie w calym przedziale [a,b] pewna funkeje L(f) jako
galaz log F(t).

Roéznice L(b)—L(a) nazwiemy przyrostem log F(t) na preedeiale I.
Poniewaz dwie rozne galezie logF(t) w [a,b] moga réznié sie co
najwyzej o staty (Rozdz. I, tw.11.2), przeto przyrost ten nie zalezy
od wyboru galezi log F(t) i jest okreslony jednoznacznie.

Istnienie galezi logarytmu funkeji réwnowazne jest (por.
Rozdz. I, §11) istnieniu galezi argumentu; analogicznie przeto mo-
Zemy okreshc przyrost arg F(t) na przedziale I. Przyrosty te oznaczad
bedziemy odpowiednio przez A;logF(t) i Jd,argF(t). Widoczne
jest, iz

Aparg F(t)=

o
.

JA;log F(t).

Jezeli tfunkeja F(t), skonezona, ciggla i nigdzie nie znikajaca
w przedziale I, posiada w nim pochodng ciggla — lub ogélniej:
jezeli przedzial I mozna rozbié na skoiczong ilo§é podprzedzialéw
takich, iz w kazdym z nich funkeja #(¢) posiada pochodng ciggla —
wowezas F'(f)/F(t) jest pochodna galezi logF(t), przy czym

b
(5.1) A,logF(t):/%%)—dt.

Jezeli W(z) jest funkeja skondczong, ciggla i nigdzie nie
znikajaca na krzywej C:

(3.2) z=2t), gdeie a<\i<h,

wowezas przez przyrosty log W(z) oraz arg W(z) wedluz krzywej C
rozumie¢ bedziemy odpowiednio przyrosty log Wiz(1)] i arg W[z(t)]
na przedziale I=[a,b] zmiennej ¢; przyrosty te oznaczaé¢ bedziemy
przez AclogWi(z) i dcargW(z). Jezeli (' jest krzywa regularng, a W(z)
funkcja holomorficzng na ¢ (t.j. funkeja okredlong i holomorficzng

12*
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w pewnym zbiorze otwartym zawierajacym krzyws ), wowezas
ze wzoru (5.1) wynika, iz

©AWTR()]

1

AelogYV(z)r—AIlogW'[z(i)]:fWE:—f(t—ﬂ—d&:

6.3) . a ’
W], ‘_W_{'@
Weety] - 4= ) ey ©

Jezeli krzywa (), dana przez rownanie (5 2), jest zamknieta,
t.j. jezeli z(b)=2(a), woweczas kazda galaz log Wle(t)] przyjmuje
na koiieach przedziatu I=[a,b] wartodci, ktére s warto§ciami loga-
rytmu W(z) w tym samym punkeie z=2z(a)=-2(b) i r6znié si¢ przeto
moga co najwyzej o calkowita wielokrotnod§é 2mi. Uwzgledniajac
wiee jeszeze wzor (5.3), otrzymujemy twierdzenie nastepujgce:

(5.4) Dla kaidej funkeji W(z), skoihczonej, ciqglej © nigdzic nie
anikajacej na kreywej zamknietej C, mamy

Aclog W(z)=1dcarg W(z)=2kmni.

Jezeli nadto kraywa C jest reqularna, a funkeja W(z) holomorficzna
na €, wowczas
"W'(=)
W(z)

ACIOg Wiz ) dz=2knt.

W obydww wzorach k oenacza liezbe calkowilq.

W przvpadku szezegblnym, gdy € jest obwodem prostokgta,
WI

catka z zajmowaliémy sie juz w Rozdziale IIT (§ 9);

OJ Z
warto§é te] C‘LH{J miata wéwezas wyrazng interpretacje. W (Lmlszym
ciggn (§ 7) rozszerzymy t¢ interpretacje na pewne przypadki ogél-
niejsze.
.

(?WICZENIA. 1. Jezeli @(z) i ¥(z) sy funkejami ciaglymi na krzywej
zamknigte] O 1 |0(2)| <|¥(2)] na C, wowezas d,ag (2) == Ay arg [ ()4 D(2)].

2. Jezeli W(z) jest funkejq ciagla, nigdzie nie znikajacy w zhiorze otwar-
tym @, wéwezas na to, aby istniala galaz log W(2) w &, konieczne jest i wystarcsa,
aby 4,arg W(z)==0 dla kaidej krzywej aa,m}\nuj,(] przebiegajacej w (L (Warunek
ten. ]est ogdlniejszy od warunku tw. 2.6, Rozdz. IT, gdyz odnosi si¢ do wszy-
stkich funkeyj W ciaglych, nie koniecznie holomorficznych.)

icm
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§ 6. Indeks punktu wzgledem krzywej. Jezeli (' jest
dowolng krzywg zamkniety (nie zawierajaca punktu oco), woéwezas
indeksem punktu zy==co0, nie leza_,cego na (', wzgledem tej krzywej
nazywaé¢ bedziemy liczbe

1
—zg)= s—Adcarg(z—z,),

2=

%—gdclog(z

calkowita na moey tw.5.4. Przez indeks punkin oo wzgledem
dowolnej krzywej zamknigtej rozumieé bedziemy liczbe 0. Indeks
punktu z, wzgledem krzywej (' oznaczaé¢ bedziemy przez indce,.

Indeks jest niezmiennikiem przeksztaleen lintowych plaszezyzny.
Innymi stowy, jezeli w przeksztaleceniu liniowym punkt z, i punkt £,
krzywa ('ikrzywa I'odpowiadaja sobie wzajemnie, to indczy=1indrf,.
Istotnie, jezeli 6 jest katem obrotu przeksztalcenia, z dowolnym
punktem krzywej €, a ¢ odpowiadajagcym mu punktem krzywej I,
wowezas (por. Rozdz. I, §14, str. 79)

arg({—&,) =0 -+arg(z—=z,).

Przyrost arg(é—&,) wzdluz krzywej I’ réwny jest wiee przy-
rostowi arg(z—z,) wzdluz krzywej C.

7 tw. 5.4 wynika, ze

1 [ de
6.1) indea=z;—
(6.1) e ﬁzl.j bt
.
oraz kaidego punkiu a poza (.

Latwo zauwazyé, iz jezeli (' jest dowolng krzywg zamknietg,
woiwezas dla kazdego punktu « o dostatecznie wielkiej wartosel
beﬂvzglednej mamy indce=0. W samej rzeczy, jezeli K oznacza
kolo zawierajace (!, wowezas dla kazdego punktu a zewnatrz tego
kota istnieje w K galaZ arg(z—a), a wige dn-indga=Adcarg(z—a)=0.

Dla kazdej krzywej zamknietej (' indeks punktu a wzgledem ¢,
uwazany za funkecje punktu a, jest wiee funkejg ciagly w punkeie co.
Dokladniej:

(6.2) Jezeli (' jest dowolng krzywa zamknieta, wowezas indca posiada
wartosé stalq w kaidej ze sktadowych dopelnienia krzywej .

dla kaidej Ekrzywej reqularnej zamknietej €

Dowdd. Ze wzgledu na tw. 11.1 Wstepu wystarczy pokazaé,
iz indga jest poza krzywa (' funkeja ciaglay punktu a. W przypadku,
gdy krzywa (' jest regularna, ciaglosé ta wynika bezposrednio z tw. 6.1.
Azeby uogélnié te wlasnodé na dowolne krzywe zamkniete, wezimy
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pod uwage dowolny punkt « poza krzyws (' i podzielmy ¢ na skoii-
czong ilo§é krzywyeh (4, Cs, ..., Oy tak, by kazda z nich zawierala sig
w pewnym kole posiadajacym punkt @ zewnatrz. Niech Ky, Iy, ..., I,
beda kolami przyporzadkowanymi w ten sposob.krzywym. ¢y, Oy, ..., (),
i niech K bedzie otoczeniem punktu a, nie posiadajacym punktiow
wspélnyeh z zadnym z tych kél. Dla kazdego tedy punktu 3e K
istnieje galaz arg(z—3) w kazdym z kol Ky, K, .., [(,. Jezeli przeto
21,2, 0zZnaczaja odpowiednio poczatek i koniec krzywej (', wow-
czas dla 3e K przyrost arg(z—3) wzdluz (' pokrywa si¢ z pray-
rostem wzdluz odeinka [2x-1,2,]; zatem, oznaczajge przez (', lamang
zamknieta [2o,21,...,2, =2p], mMamy

. 1 1 1 [ de
inde3z= %ﬁc arg (e —3)== ‘—3?5/10" arg (2—3) =57 ) 53
h,) 2

dla kazdego punktu je . Indeks indez jest wiee funkejy ciagly 3
w otoczeniu kazdego punktu a poza krzywa (!, co nalezalo udowodnid.

) Z drugiej strony indeks punktu wzgledem krzywej zalezy
réwniez w sposob ciagly od samej krzywej. Dokladniej:

(6:3) Nieeh {() bedzie ciagiem krzywyeh zamknietych, dunych odpo-
wiednio preez réwnania z=z2,(t) w preedeiale [a,b], ¢ niech ' ognacza
k{'zg/wq zamknicty 2=2(t) w tym samym przedziale. Wowezas, jeseli
ctag {za(t)) dagy jednostajnie* do 2(t), to dla kasdego punktu wg, nie
lezacego na C, mamy, poczynajge od pewnej wartosei n,

indg,w, =indew,.

Dowéd. Podzielmy przedzial [a,b] na k czedci réwnyeh. Niech
a=y<a<...<ap=0 bedy punktami podzialu i niech (¢ W ozmacza
ogélnie tuk krzywej (' w przedziale [a; 1,4, gdzie j=1,2,..,k.
N[OZ(TI(I})‘V zatozyé, ze liczba k jest dostatecznie wielka na to, by kazdy
lulf (" zawieral si¢ w pewnym kole K, nie zawierajgeym punktu 74;0
ani punktu oco.

Oznaezmy dla kazdego n=1,2,... oraz j=1,2,...k przez ('
111(1]1) krzywej (!, w 1)1"ﬁ&;dziale [aj1,a;], & przez I krzywa zamknieta
C‘ +[z(aj),z,,(aj)]—(~’,,j—I—[z,,(ajf;),z(ajq)]. Ze wzgledu na zbieznodé
stdnostajn& ciggu {z,(t)] do 2(t) w przedziale [a,b] istnieje taka
liezba N, Z((j) dla n>N oraz j=1,2, ...,k luk P a wiec rowniez i cala
krzywa.. wy zawiera sie w kole K'Y W kazdym kole K (juko nie
zawlerajageym punktu w,) istnieje galaz arg(z—ai0y), a praeto prayrost
arg(z—wy) wzdluz kazdej krzywej 1% dla n N jest  zerem.
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7 drugiej sf;rony, 0ZNACZAJAC Przes A prayrost arg(z—ic,) wzdluz
krzywej '\, mamy

&
NP . : .
/}_,1 A’ = dcarg (e —wy) —A¢, arg (v —wy)=1ndcw, —inde, wy,
=
a wiee indcwy=indew, dla n>N, co nalezalo udowodnié.

7 tw. 6.2 wynika, iz indc3 uwazany za funkeje punktu 3
posiada warto$é stala na kazdym zbiorze spéjnym E rozigeznym
z krzywg ¢ (kazdy bowiem taki zbiér zawieraé¢ si¢ musi w jednej
ze skladowych dopelnienia krzywej (). Wartos$é te nazywamy
indeksem 2bioru B wzgledem krzywej C i oznaczamy przez indckE.

Uzupelnimy definicje powyzsze paroma przykladami.

Dla kazdego prostokata I, w my§l wzoréw (4.7), Rozdz. 1L,
mamy indge=0 dla zeCI oraz indpnz=1 dla zel”.

Jezeli (' oznacza okrag z=a--re?, gdzie a==oo, 0O 2,
wowezas dla kazdego punktu z lezgcego ,,zewnatrz'‘ okregu mamy
indgz=0, poniewaz punkt taki nalezy do tej skiadowe] dopelnienia
okregu, ktéra zawiera punkt >o. Dla punktow =z lezgeyeh ,, wewnatrz
okregu, t.j. nalezgeyeh do tej skladowej dopelnienia (', ktéra za-
wiera frodek a okregu, mamy indez=1, poniewaz

2
1 [ire?df

ind 1 dz
Mmdied = 5— —_— = g T =
¢ 2ai.) z—a 2m re®
4 0

—

™~

Ogolnie, kazda krzywa zamknigta bez punktéw wielokrotuych dzieli plasz-
wzgledem krzywej C, a drugi wewnetrznyne. Wazystkie punkty obszaru ze-
wnetrznego, jako zawierajacego punkt co, po-
. P g NN

punkty obszaru wewnetrznego posiadajq indeks M{ 21 3
réwny 1 lub —1 (orientujae stosownie krzyway —
wewnetrznego réwny jest 1). Dowdd tych twier-
dzen, jakkolwiek bardzo intuicyjnych, wymaga \ L
Zauwazymy jednak. iz w przypadkach kon- C /
kretnych, z jakimi spotykamy sie w zaga-
indeksy punktéw oblicza sig tatwo przy pomocy \ -
ad hoe stosowanyeh metod. Mozna np. posil- ~—

Okoto danego punktu a, lezgeego w obszarze wewnetrznym krzywej C,
zakredlamy kwadrat I, zawarty réwniez calkowicie w tym obszarze. Przediuzajac

czyzne na dwa obszary; jeden z uich zawiera punkt co i nazywa sig zewnelrznym

siadaja indeks rowny zeru, natomiast wszystkie

0, moina przyjaé, iz indeks punktdw obszaru / i: | {.-Q—‘ L,:”j\
A Lpeons .
FRIALL

rozwazai dosé subtelnych, ktére tu pominiemy. >

dnieniach teorii funkeyj (por. np. dalej §§ 8. 9).

kowad¢ sie schematem widocznym na rysunku.

adratn w obydwie strony do spotkania si¢ z krzywa C, otrzymujemy

boki tego kw
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podzial obszaru wewnetrznego na dziewieé obszaréw, ktdre -— poza kwadra-
tem I — oznaczone zostaly na rysunku eyframi 1,2,...,8. Krzywe ograniczajace
3 p A ) 1
te ohszary, po stosownym zorientowaniu (jak na rysunku), oznaczymy przez
Y, D . Yy
Cy, Oy ..., Oy, Wéwezas, przy odpowiednim zorientowanin krzywej O,
15 Ugyeeey Ug 3

1 AN dz de
6.4 d 5
(6-4) indga= 2ai +A’ 2:1'1,/ 2/”,/ —a’
(#

Ch & ¢y

0662 kazda z krzywyeh Cp mozna zamkngd w obszar jednospdéjny nie zawie-
rajaey punktu o (na rysunku zaznaczone to jest dla krzywej Cg) i przeto, poniewaz
w obszarze takim istnieje gataz arg(e-—a), mamy 2zinde,a=dg,arg(v—a)=0
dla k=1,2,...,8. Z (6.4) wynika wiee, ze indca=1.

§ 7. Twierdzenie o residuach. Uzupelnimy ohecnie roz-
wazania o residuach z Rozdz. I1I, §7.

(7.1) Jezeli W(2) jest funkcja regularng (= pominigcicm co najwyied
odosobnionego zbioru osobliwosei) w zbiorze otwartym @, wie roscina-
jacym plaszezyzny i nie zawierajacym punkiu oo, wowezas dla kaidej
krzywej regularnej zamkwigtej I', praebiegajacej w G i nie zawicrajqeej
punktow osoblivych funkeji W(z), zachodzi wedr

(7.2) /W (2) olz-—z resq, W-ind ¢,
m
n=1

gdzie ey vznacza ciqg punkiéw osobliwych funkeji W(z) w G.

Wsrdd punkiéw tych co najwyzej skotezona ilo$é posiada
wzgledem kraywej I' indeks rézny od zera i preeto szereg wystepujacy
po stronte prawej réwnosei (7.2) redukuje si¢ do sumy skonezoney.

Dowéd. Niech dla skrécenia o= (I, CF) i On==p(¢n, OGF); niech
d,lyoznacza _punk’o d;opehnepia zhioru G taki, iz pn= g(ey,da) (por.
Wstep, tw.8.3). Poniewaz ciag (c.) nie posiada punktow skupienia
w (, zatem (o ile cigg ten jest nieskonczony) hmg,, 0 i poezy-

najac od pewnej wartosel n=N mamy g,<p; tvm samym
(7.3) elenydu)y<o(l,d.) dla. n>=N.

Rozréznimy teraz dwa przypadki. Jezeli dy=Foo, wowezas
przez L, oznaczymy odcinek [e,d,], ktéry — jak widaé natych-
miast ze wzgledu na (7.3) — nie posiada dla w2 N punktéw
wspolnyeh z I Jezeli natomiast dla pewnego nzN mamy d,=oo,
wowezas z (7.3) wynika, ze 1fled<<1/ls] dla kazdego punktn zel’
i przeto krzywa 'I" lezy calkowicie wewnatrz kola I(0;]e]); ozna-
czymy w tym przypadku przez I, dowolng polprosty, wychodzgey
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z punktu e, i lezges poza kolem K(0;lea]). Batwo zauwazyé ze wzgledu
na g.—0, iz zbiér spéjny ) L,,-;—(‘(T jest
n=N

domkniety; nadto nie ma punktéw wspél-
nych z krzywa I' (p. rysunek), a poniewaz
zawiera punkt oo, wige (§6, str.181, 183)
indeks tego zbioru wzgledem I' jest r6wny
zeru i w szezegélnosel indpe,=0 dla n=N.
Wzér (7.2) okazuje sie tedy réwnowazny
WZOrowi

N—1
/ W(z)de= yresc,W indpe,.

n=1

1

(7.4)

Niech teraz Gh=G—> L, Mamy CGi= }j L.-+0@; zbiér G4
n=N n=N

jest zatem otwarty i nie rozeina plaszezyzny. Funkeja W(z) posiada

w @ skolfczong co najwyzej ilo§é punktéw osobliwych, mianowicie
N—1

C1y6ay...yCy—1. Funkeja W(z)— vH,,( ), gdzie H,(z) oznacza czedé
n==1

gtowng funkeji W(z) w punkecie c,, jest tedy (Rozdz.III, tw.7.2)
holomorticzna w ;. W my4l wiee twierdzenia Cauchy'ego w postaei

(2.3) mamy . N—
/ [ W) 21{,, Jaz=0
i

n=1

skad na mocy tw. 7.7, Rozdz. III, otrzymujemy natychmiast
wzor (7.4), réwnowazny, jak zauwazylismy, wzorowi (7.2).

Z uwagi na tw.9.1, Rozdz.III, z powyzszego lwierdzenia
0 residuach wynika natychmiast, iz
(7.5) Jezeli W(z) jest funkejq meromorficenq w zbiorze otwartym @,
nie rozeinajqeym plaszezyzny i nie zawierajeeym punkiu oo, za$ F(z)
funkeja holomorficang w @, wowezas dla kazdej krzywej reqularnej C,
zamknietej, przebiegajacei w G 1 nie zawierajgeej pierwiastkow ant
biegundw funkeji W, mamy

o W),
(7.6) 2.15,/ F(2) o de=

gdzie lapy oznacze ciqg pierwiastkdw, a b elag biegundw funkejs
W(z) w G, pray czym kaidy = tych pierwiasthow oraz biegundw
poictarza sie w tych ciagach tyle razy, ile wynosi jego krotnos$é.

D'Plaj)-indoa;— D F(by)-indcdy,
i i
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W szezeqgdlnosei (prayjmujue F(z)=1 todsamodeionno ),
& ’ ~ -y . . Y .
(7.7) —1— M dz :2 indeoi— 2 inded;.
mi,) W(z) -
4 7 J

Sposréd punktéw a; © by co najwysej - skonezona losé posiada
wzgledem krzywej C indeks réiny od zera i preeto seeregi wystepujace
po prawych stronach réwnosei (7.6) 4 (7.7) redukujq sie do sum
skornczonych.

Tw. 7.5 uwazaé mozna za uogélnienie tw.9.2, Rozdz. 111

Zanotujemy takze nastepujacy wariant wzoru Cauchy’ego, ktory
otrzymaé mozemy np., podstawiajac W(z)=&z—a W rownosé (7.6):
(7.8) Jezeli F(z) jest funkejq holomorficang w zhiorze otwartym G, wie
rozeinajacym plaseczyzny i wie zawierajacym punkin oo, whwezas dla
kaidej kreywej zamknigtej O praebiegajacej w G oraz dla kagdego
punktu ae @ nie ledgeeqo na € mamy

1 CH(z)
= _‘(l. dz.
271,) 2—a

4

F(a)-indeca=

Tw.7.5, a w szezegblnodei wzor (7.7), zastosowane byé moga
do obliczenia, ile razy funkeja holomorficzna przyjmuje pewng
warto§é. Ograniczajac sie do funkeji holomorficznej w kole, wudo-
wodnimy twierdzenie nastepujace:

(7.9) Niech W bedzie funkcjq ciagle na kole domknietym I =XK(a;r)
i holomorficzng w jego wnetrzu, I' kraywq, na ktérg funkeja W prze-
ksztatea okrag C kota K, ¢ wreszcie w, dowolng wartodeiq, nie prayj-
mowanq przez funkeje W na okregu €, t.. nie leiqeq na krzywej I

Wowczas, oznaczajac preez h ilo$é razy, jakq funkeja prayjmaje
warto$é w, wewnatrz kota I, mamy

(7.10) h:indz'w(,::%Acarg[W(z)——wo].

~
- Dowbdd. Niech {r,) bedzie dowolnym ciagiem rosngeymn liczb,
dazacym do 7, i niech h, oznacza ilo$é razy, jaks funkeja przyjmuje
warto§é w, w kole K(a;r,). Niech (', oznacza okrag kola K(a;7.),
a I, krzywa, na jaka W(z) przeksztalca ten okrag. Zakladajac, ze
warto$é w, nie jest przyjmowana na okregu (!, bedziemy mieli na
mocy twierdzed 7.5 1 5.4
(o} o A
3-2—1—;2— ,(r"‘i&lﬁj—@»)—(ls: ]:r de,arg| Wiz)-— 10(,1:7;; Ap, arg(iw0—1w,).

W(z)—a, 2
n

I
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Poniewaz za$ dla warto§ei n dostatecznie wielkich mamy
Z pewnoécu@ ha=h, przeto korzystajac jeszcze z tw.6.3, otrzy-
mujemy rownosé (7.10). '

W twierdzenin 7.9 mogliby$my — rzecz prosta — zastapi¢ kolo domkniete
przez dowolny obszar domkniety, ograniczony przez krzywa zamknieta. Dowdd
jednak — identyczny z dowodem tw. 7.9, jezeli idzie o trei¢ analityezng — wy-
magalby znacznie subtelniejszych rozwazan topologieznych, zwigzanych z aproksy-
macjy brzegu obszaru przez krzywe regularne przehiegajace wewngytrz ohszaru.

CWICZENIA. 1. Obliezyé¢ calke krzywoliniows funkeji 1)(1-—22)(x—2)
wezdluz elipsy a4 ay-+ y2—dir—2y+4—a=0 dla a=1 oraz a=1.

2. Jezeli 2y,2),....z,, jest ukladem m réinych punktiw na plaszezyinie
otwartej 1 1y.g,---s%,, ukladem m liczh, wéwezas istnieje zawsze jeden i tylko
jeden wielomian stopnia =<l —1, przyjmujacy w punktach 2 odpowiednio war-
tosel ;e Sprawdzié, ze wielomianem tym jest

m

2 N m(?)
w’(z) 2—=2,

k=1

gdzie o(2)=(3—2y) (5—=y) ... (#—2,,). Wielowiany w ten sposib okreslone na-
zywaja sie wielomianami interpolacyjnymi Lagrange’a.

Niech W (z) bedzie funkeja holomorficzng na kole domknietym K= K(0: Ry,
78 3,89, --n8, Ukladem m réznych punktéw wewnatrz tego kota. Pokazaé, iz
wielomian interpolacyjny Lagrange’a, przyjmujacy w punktach % wartodei W(z)),
dany jest wewnatrz kola K przez wzdr

o b re@)—elz) WE)
P(N)—T.).:?_'i,/ o(3) 3—=2 -
(K)

3. Jezeli 1W(z) jest funkeja holomorficzng na kole domknigtym K(0:1)
i P, (z) oznacza wielomian interpolacyjny stopnia <cm—1, przyjmujacy w punk-
tach exp(2kai/m) dla k=0,1,..,m—1 te same wartoiei co W(z), wowezas

{P,(2)} dazy jednostajuie do IT(z) w kole K(0;1) gdy m - co.

4. Udowodnié, ze dla O<n <1

~}-00
1 vexp 2ukai  exp(2n—1)axi
;2 a—~Lk sin azr ’
h=—00

adzie « jest dowolng liczba nie calkowity (Kronecker).

[WWsk. Rozwasyé calle exp[(2n—1)27i)/(z—a)sinaz wzdluz okregu o pro-
mienin n-+1 i frodku 0 i przejié do granicy przy n—oco (Rozdz.l, §18, éw. 5).]

5. Wariant twierdzenia  Rouché (por. Rozdz, 111, tw.10.2). Niech @g:)
i #(2) vznaczajy funkeje meromorficzne w ohszarze jednospéjnym (¥ nie zawie-
rajacyin punktu co i nieeh {a}, (b} oraz {u})‘. {bj’-} oznaczajy pierwiastki 1 bi€.§-.
ouny odpowiednio funkeyj @(z) oraz F()+0(=) W obszarze . Niech € bedzie
dowolny krzywi zamkniety praebiegajaca w @ 1 nie przechodzgey praez zaden
7 tyveh pierwiastkow ani biegunow.
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V\"m\'czas,'jei&eli [B()|<|¥(z)] na krzywej C, to

Z aind, ujmz\: b;ind, b; ~7)7 a;indg @ -«-—jzj b\’]. ind by,
J 7

(przy czym kazdy pierwiastek i biegun wystepuje w ciggach pierwiastkdw i bie-
gundéw tyle razy, ile wynosi jego krotnoéé).
[Wsk. Por. § 5, éw. 1.]

§ 8. Metoda residuéw w obliczaniu catek oznaczonych.
Postugujemy sie czesto twierdzeniem o residuach przy obliczaniu
wartodei calek rzeczywistych. Dla zilustrowania metody podamy

oo
obliczenie calki / “Q(x)dx, gdzie « jest liezby rzeczywista nie cal-
[] .
kowita, a Q(z) funkejg wymierng nie posiadajaca biegunéw w pun-
ktach rzeczywistych nieujemnych. Zakladamy, iz calka ta ma
warto§é skoriezona, lub — co jest réwnowazne — ze

(8.1) Q) >0 gdy =20 oraz gdy s-—>o0.

Wyznaczyé bowiem moina dwie liczby ecatkowite p i ¢ w ten sposob,
ze 2°Q(z) oraz 29Q(z) dazg do granic skonczonych i réznyeh od zora, gdy z
oo
dazy odpowiednio do 0 i do co. Warunek, ze calka / 2“Q(x)dz jest skonezona,
. 0
jest wiee réwnowainy warunkowi, ze 2 P10 gdy -0 oraz e 2 9140 ady
2-co, c0 z kolei réwnowazne jest warunkowi (8.1).

Niech G oznacza plaszezyzne otwartg z wylacezeniem dodatnie]
polosi rzeczywistej w>0. W obszarze (¢ moZemy okreslié (por. np.
Rozdz. I, tw.11.1) galaz holomorficzng L(z) logarytmu 2 w ten
sposéb, by dazyla do zera, gdy z—1 przez wartosci pélplaszezyzny
gérnej. Przez z¢ rozumied bedziemy (por. Rozdz.I, §11) funkcje
explal(z)]. Przyjmujac z=ux-+%y, mamy
(8.2) limz“Q(z)=aQ(x), LmeQ(2)=e"3“Q(x) dla w>>0.

>0 . y>0—

Niech teraz e<z bedzie dowolng liczba dodatniag i niech
C(r'), Cr") oznaczajg odpowiednio luki okregdw C(r')=C(0;/"),
O(r'")=0(0;7""), dane przez réwnania:

g=r'el, =y gdeie <0< 2m—oe.

Wezmy pod uwage krzyws zamknieta, zlozong z tyeh dwu
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tukéw oraz dwu odeinkéow (p. rysunek):
(8.3)  Ce==0 (1", ¢ )= C (0" )+ [ e %, 1" e E]— C (1) [ e, 1 o],

zakladajac, iz promien »’ jest
dostatecznie wielki, a promien »
i & dogtatecznie male na to, aby
na krzywej tej nie lezal zaden
z biegunéw funkeji Q(z2). Ozna-
czajac teraz przez bi,bs, ..., b, bie-
guny, polozone w skonczonosei,
funkeji  2*Q(2), Inb — co jest

Cery  ~Cer

rownowaszne — funkeji @(2),
mamy w mysl tw.7.1 ,,0 resi-
duach
n
1 . Y
(8.4) 5 2Q(e) de= D R;inde, by,
P Ag

Colr 1) J=t

gdzie R; oznacza residuum funkeji 2*Q(z) w punkeie b. Z drugiej
strony, w my$l (8.2) i (8.3),
lim fz“Q(z)dz:[z“Q(z) dz ——/ z“Q(z)dz+(1-—92“”i)-fz"Q(z)dz

l'_}OC, (', r') C’(;"’) cir’) r
i przechodzac do granicy, gdy 1’ —0 oraz 7' — oo, otrzymujemy

z uwagi na (3.1)

-{—‘oo
(8.5) lim Q) dr=(1—e2er). j Q(2)de—
:"—)S,—I)ﬁ—»o Celr’,r") 0
oo
= — 2fe . gin ax f 2 Q(?)dz.
0

Wreszcie, gdy bieguny b; znajdujg si¢ w pier§eieniu P(0;7,7"),

WwOwWezas
/‘ dz 1 /‘ dz 1 dz -1
U, omi ) =—b; 2ni ) 2=
. Pt bJ amnt j C(r’)

Crh ) ')

. 1
lim oy
-y AT
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Gdy wiec ' jest dostatecznie wielkie, u & oraz " desta-
tecznie male, we wzorze (8.4) wszystkie indeksy indeb; sa roéwne 1,
co zreszta moina takze sprawdzié bezpofrednio poslugujac sie
metods §6, zwazywszy, ze wszystkie bieguny b; znajda sie w ob-
szarze ,wewnetrznym® krzywej C.(r",»""). Korzystajae zatem z (3.5),

otrzymujemy
~+o0

n(,—mtl
“Q(z) dz=— 2 Iy
fz Q=) d “sinam 7

0
CWICZENIA. 1. Obliezyé calki:

I Feontdt
‘ costdl ) ) cosbdl
T T h>0, ab), 1 — 0),
@) f(t2+(l2)(i2+()2) (a>0, b ab) (b) '/ (B uBy? (a>>0)
¥ ‘ A
4o + o
(¢) /‘—:l—nnﬂ (@>0, n>0), (d) ity f—]ll—li dt  (a>0).
J U+ a®) J P
b

oo

rosWaZIMYy

EFa) (o)

— 00
calke wyrazenia eiz/(22 +a?) (2 +?) wadluz kraywej utworzonej z gornego pol-
okregu kola K(0;R) i ze irednicy tego kola; przechodzimy do granicy wraz
z R--co. Analogicznie obliczamy pozostate calki.]

+ca
¢ k
2. Niech Isz—(%z)—lll (k=0,1,...

i
zwigzek rekurencyjny miedzy I, (ki2) a Ly Iq,..

— N e eitdt,
Wsk. ad (a): Calke napisaé¢ mozna w postaci
B 14 1 ]

). ObHezyé calki I, ovaz I, i znalesd

Iz—-1
[Wsk. Calkujemy (Logz)/(l+2%) wadiuz kuywa,] zamknietej utworzonej
-z gornyeh polokregdw kol K(O ryi K(0;R) (gdzie 0<<r<<R) oraz dwu odcinkéw
osi rzeczywistej; przechodzge do graniecy wraz z r-0 1 R—oco, otrzymamy I,
oraz I,.]

3. Obhliezyé calki

+co
L 1t dzi 3
a ———df, —1 3,
@) gt stee Tisps
0
o0
(b P dt iz 1 1 e
J T+2tcost+2° 7 e —l<p<l, —a<bla.
0
oo
Rl h g o . .
4. Obliezyé wartosé gléwng calki p— gdzic 0 p. 1 (jezeli funkeja
: 0
F(t) jest nieskonezona w punkeie ¢ wewnagtrs przedzialu [o,0], wowezas pracz
b =t b

wartodé glowng catki / F(t)dt rozumiemy granice lim [ / Ilf'(f,)(H.~|-- / 'If'(l,)rlt I).
a 0 el

icm
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§ 9. Twierdzenie i wzér Cauchy’ego dla piericienia.
W Rozdz. 111, §4, udowodnili§my rozwijalnodé funkeji na szereg
potegowy w otoczeniu kazdego punktu, w ktérym funkeja jest
holomorficzna. Nie zostato jednak udowodnione, iz funkeja holo-
morficzna w pewnym kole rozwija sie na szereg potegowy w ealym
tym kole. Dowéd tego twierdzenia w postaci nieco ogélniejszej,
mianowicie dla rozwinieé Laurenta, oprzemy na nastepujaeych wa-
riantach twierdzenia i wzoru Cauchy’ego, ktére nazwiemy odpo-
wiednio fwierdzseniem 1 wzorem Cauchy’ego dla piersecienia.

(9.1) Jezeli W(z) jest funkejq ciagle w pierscieniu domknigtym 1_)(20;}*1, Ta)s
gdzic 0<r<ry<<0o, i holomorficeng wewnqtrz tego pierseienia, wowezas

(9.2) [Wizyaz=[W(z)ae
¢, é,
orag ‘,V
_ W) .. L (W), .
(9.3) W)= ..Jm/ 3 S, szdH dla  3eP(zy311, 1),

gdzie  (;=0(20;01) & Uy=0(zy57)-

Dowdd. Mozemy przyjaé oczywiscie zo=0. Niech ¢ oznacza
zbiér tyeh punktéw pierfcienia P(0;ry,7,), ktére nie lezg na.
potosi rzeczywistej dodatniej. Oznaczmy przez Ci(ri) i C () huki
okregéw, dane odpowiednio przez réwnania:

a=rie  oraz z=re’, gdzie <AL 2n—¢;

zakladamy, iz r<ri<<ry<r, oraz 0<e<z. Wezimy pod uwage krzywg
zamknieta (p. rysunek)

(9.4) 0.1, 1) = Cu(ry) +[rae =<, e~ — Ce(r1) - [riey rae], |

ztozong z dwu lukéw oraz dwu
odcinkéw. Krzywa ta przebiega
w - obszarze jednospdjnym G
i wmy§l tw. Cauchy’ego w po-
staci (2.3) mamy

W(z) dz=0.
C,(F7)
Rozkladajac odpowiednio do

(0.4) lews strone tej rdéwnodel
na eztery calkiiprzechodzae do
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granicy, najpierw wraz z &e—>0 (przy czym suma  calek wzdluz
odcinkéw staje sie zerem), a nastepnie wraz z P1—>PL OTAZ To—>Ty,
otrzymujemy wzoér (9.2).

Niech teraz 5 bedzie dowolnym punktem. pierScienia P(2,;7y,7,).
Funkeja [W(e)—W(3)]/(z—3) jest ciagla wowezas wzgledem 2
w calym pleréclemu domkm@tym P(zy;7y,7) 1 holomorficzna w jego
wnetrzu. Mozemy Wwigce podstawié we wzorze (9.2) funkcje te
zamiast W(z). Otrzymujemy

—W
(9.5) [ W@ =WGa) 4, (W=WGE) 4.
2—3 #—3
poniewaz zas (§6, str.183) / :—4——"7r1, zatem
G o
z (9.5) wynika wzér
j.W(z) iz /W(z BT (3)- {/m______ de l“‘”’” Wis
: 2—3 z J B3
C, Gy Cs ¢,

réwnowazny wzorowi (9.3).

(9.6) Funkeja W(z) holomorficena w pierscieniu P(rg;1ry,75) rorwija sie
w pierscienin tym na szerey Laurenta wniemal jednostajnie zbicény.

Dow6d. Korzystajac z tw. 9.1, stosujemy w istocie te samg
metode co w dowodzie nieco stabszego twierdzenia 5.7, Rozdz. T1L.
Mozemy przy tym oczywideie przyjaé, iz zy==0.

Niech ri<#i<ra<<ts 1 niech 3eP(0;71,72). Wowezas, prayjmujge
ogélnie. O(r)=C(0;r), mamy w mysl tw. 9.1

_ 1 W) 1 (W)
9.7) o) =5 [ oma %50 | oy

’

Otry) O(ry)

de.

Dla punktéw 2 na okregu C(r;) mamy |2/3|=11/]3]<1, a dla 2
na okregu C(r:) analogieznie |3/z]=|3|/re<<l. Zatem

e - [ e

T O(ry) n=0 0 (;

1 analogicznie

icm
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W(z) W(z) dz
J £—3 de= f ———___‘2 n+1 /‘H" (z)d"
C(ry) C(r}) n=0 Cr)

Podstawiajac te rozwiniecia w (9.7 ), ofrzymujemy w pierscieniu

P(0;71,7) rozwiniecie funkeji W(3) na szereg Laurenta
i
9.8) W)= any"
0 spélezynnikach a,, danych przez catki wystepujace w dwu wzorach
poprzeduich. Z wuwagi na jednoznacznof§é¢ rozwinie¢ na szereg
Laurenta (por. Rozdz. ITI, §4) spolezynniki te sg te same dla roz-
winied flllle]l W(3) we wszystkich pierfcieniach P(0;74,75), gdzie
<P <ry<ry. ROWNOSE (9.8) spelniona jest wiee dla calego danego
pierdcienia P (057, 1y), a zbieznogé niemal jednostajna szeregu wyste-
pujacego w tej réwnodei jest juz konsekwencja tw. 4.3, Rozdz. IIL.
. Z tw. 9.6 wynika w szczegélnogei, iz funkeja holomorficzna

w pewnym otoczeniu pierfcieniowym punktu z, rozwija sig w calym
tym otoczeniu na szereg Laurenta. Jezeli ponadto zalozymy, iz
funkeja jest holomorficzna réwniez w punkeie z,, wéwezas czesé
gltéwna jej rozwinigeia znika (por. np. tw. 4.9, Rozdz.III) i rozwi-
niecie jej staje sie szeregiem potegowym. Zatem:
(9.9) Funkcja holomorficzna w kole rozwija sie w catym tym kole
na szereg potegowy.

Analogicznie uzupelmi¢ mozemy twierdzenia Rozdz.IIl, §13,
dotyezgce funkeyj dwu zmiennych. Mianowicie:

(9.10) Na to, aby funkcja F(z,w) byla holomorficzna w iloczynie kar-
tezjariskim  K(zg;11) X K(we;ry) dwn kol, konmiecene jest i wystarcza,
aby rozwijala sie w nim na szereg niemal jednostajnie zbieiny postact
o oo
L TR T e 1b ' ™. dereli wn=
an(z) (w—uwo)", jezeli wy+oo, lu an(z)/w", jeeli wy=00,
n=0 n=>0
gdzie an(z) sq funkejami holomorficznymi w K(zg571)-

Dowéd. Dostatecznodé warunku jest widoczna. W celu
udowodnienia, iz jest konieczny, zatézmy, iz funkeja F(z,w) jest
holomorficzna w otoczenin dwukotowym K(zg;r )XK(QUO,Tz) pray
czym mozemy oeczywiscie przyjaé, iz wy=z,=0. Na mocy tw.9.9

mamy w otoczenin tym rozwiniecie
S. Saks i A. Zygmund. Funkeje analityczne. 13
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oY
(9.11) F(z,w)= 2 () "
n==
o spélezynnikach an(2), danych przez catki (por. Rozdz. ITT, tw. 4.6):
1 F(z,m)
(9.12) tn(2) = 5— | ST
C(9s)

gdzie g, jest dowolng liczba dodatnig mniejszg od 75, & ((gz)=C(0; gy).
7 (9.12) wynika przede wszystkim, na mocy tw. 5.7, Rozdz. 1L (jak
w rozumowaniu Rozdz.III, §13), iz funkeje a.(#) sa holomorficzne
w kole K(0;7). Z drugiej strony, oznaczajac przez ¢, dowolng liezbe
dodatnia mniejsza od 7y, a przez M(p,0s) kres gérny |F(z,w)| dla
<o, 1 lw|<g, mamy z (9.12), se |aa(2) <M ey, 00)/0z dla [o[<py.
Szereg wystepujacy we wzorze (9.11) jest wiec niemal jednostajnie
zbiesny w kaidym otoczeniu dwukolowym K(0;e,)X K(0;0,), gdy
0<g<<ry 1 0<py<<iy, & tym samym w calym otoezenin dwukolo-
wym K(0;r)x K(0;75).

Twierdzeniu 9.10 nadaé mozemy jeszeze postaé nastepujacy:

(9.13) Na to, aby funkcja F(z,w) byla holomorficena w otoczeniu dwu-
kotowym K (24;7y) X K(wy;73), gdzie 2y==00, we=koo, koniecenic jest i dosta-
tecene, by w otoczemiu tym rozwijole sie ne seerey podwdiny niemal
jednostajnie (i bezwzglednie) zbiesny postaci 3 am,n(#—20)" (w—wy)".

m, n=0

Spdtezynniki tego szeregu dame sq preez waor

it
Omn=—""7T% po P dw (l(
=) 1) G

G

gdzie Oy, Oy sq dowolnymi okregami zawartymi odpowiednio w kotach
K(zg;11), K(wgsrs) © spotérodkowymi odpowiednio z okregami tych kot.

Dow6d. Dostateczno§é warunku jest oczywista. W celu
ndowodnienia jego koniecznodei przyjmiemy z,=wy=0. Funkeja
F(z,w), holomorficzna w otoczeniu dwukolowym X(0;7;)x K(0;7,),
rozwija sie w otoezenin tym na szereg (9.11) o spétezynnikach a.(2)
holomorfieznych w kole K(0;ry) i danych przez wzdér (9.12). W kole

(==
. . 1 n(3) d
tym mamy wiee an(2)= D Am,n2"y gdzie @mn= 45— ‘—~—~,—,‘;ﬁ——3~, Dray
m=0 i, 3
[oh

.ezym (; oznacza dowolny okrag C(0;p,) o promieniu g,<r,. Podsta-
wiajac w te caltke wyrazenie na a.(3) z (9.12), otrzymujemy
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1 [ F@w)
(9.14) Umyn ==~ / [ ;m’;nzﬁdw d3,
¢ G

gdzie (, oznacza dowolny okragg C(0;g,) o promieniu 02T
Oznaczajac przez M(g,,e,) kres gérny wartosei |F(z,w)| dla |2|< g,
lw|< e, mamy wige la,, |<M(g,,0,)/0me. W otoczeniu dwukolowym

K(0;01) X K(0;0,) szereg podwojny D' am.zmw" jest tedy bez-

m, n=0
wzglednie i niemal jednostajnie zbiezny, przy czym

fee) (<) oo \ o0
(9.15) X @mnemw= 3 ( 3 amnz™)w' = 3 an(z) w"=F(z,w).
. m, n==) n=0 m=( n=0

Poniewaz zas o ¢, i g, zakladamy tylko, ze 0<pg,<r, oraz
0<g,<ry, zatem rozwazany szereg podwéjny jest niemal jedno-
stajnie i bezwzglednie zbiezny w calym otoczeniu dwukolowym
K(0;7)x K(0;r5) i réwnosé (9.15) zachodzi w calym tym otoczeniu.

Jezeli funkeja T(z) jest holomorfiezna w otoczeniu punktu 2,40, przy
czym W'(z,)+0, wéwezas (por. Rozdz. I1I, tw. 12.4) jest jednoznacznie odwra-
calna w pewnym otoczeniu punktu z,. Jej funkcja odwrotna, ktéra oznaczymy
przez F(w), jest holomorficzna w pewnym otoczeniu punktu w,=W(z,) i rozwija
si¢ przeto w pewnym otoczeniu tego punktu na szereg potegowy o érodku w,.
Przyjmujae dla prostoty wy=z2,=0, znajdziemy dla spélezynnikéw tego rozwi-
nigcia wyrazenia, ktére w pewnych przypadkach okazujg sie szezegdlnie dogodne
rachunkowo. Niech wiec

o0
(9.16) F(w)= ) anwn,

n=1

i niech K(0;R) bedzie kolem domknietym,w ktérym funkeja W jest holomor-
ficzna, jednoznacznie odwracalna i nigdzie nie znikajaea poza punktem O.
Oznaczmy przez M kres dolny wartoSei |W(z)| na okregu C=C(0;R).

Weimy z drugiej strony pod uwage kolo XK(0;7) o promieniu r<<M
dostatecznie malym mna to, by funkeja W przyjmowata w kole K(0;R) kazda
wartosé weK(0;r).

Bedziemy wiee mieli dla weK(0;r), w mysl tw. 7.5 zastosowanego do kola
(por. analogiczne rozumowanie w dowodzie tw.14.1, Rozdz.III):

Wi

1
Fay=53 [ = W(z)—w

dz,

skad

eyl [ R a1 (df 1
F'(w) 271 g/ W) —uw] dz= 271 zdz(W(z)-w)‘iz'

13*
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Calkujge przez ezedel wzdluz okregu O (6. z1. calkujae przez czescl wagle-
dem zmiennej ¢ w przedziale [0,27] po podstawieniu #= Rexpif), mamy

o1 t o dz
Flw)=55 ] WE)—w
&

i, poniewaz |w|<<r< M, otrzymujemy rozwiniecie funkeji FY(w) na szereg pote-
gowy w kole K(0;7): o

NS B S SRR Uy G
Fo=g [ 7 arE D |

I8 n==1 C

Poréwnujac to rozwiniecie z (9.16), widzimy, ze

1 [ de
(9.17) 7’11111:-27{'/W.
¢ .

016z, -poniewaz funkeju W(z) nie znika nigdzie w kole K(0;R) poza
punktem 0, catka po prawej stronie wzoru (9.17) réwua jest na wocy tw. 7.1
residuum funkeji 1/[W(2)]" w tym punkeie. Dla obliczenia tego residunm prayj-
mijmy G(z)=2/W(2). Funkecja G{z) jest holomorficzna na kole domknietym
K(0;R) i sprawdzamy, ze dla n>=1 spélezynnik przy lfz w rozwinigeiu funkeji
1/[W(2)]*=[6(2)]"/#" na szereg Laurenta o $rodku 0 jest spolezynnikiem przy
2" w rozwiniecin funkeji [G(2)]" na szereg potegowy. Spélezynnik ten réwny
jest (por. Rozdz. III, § 1)

1 ‘ (111-—1 N l
(n'——-l)! \dz" 1 [G(rv)]" 'z_:::[),
skad na mocy (9.17) :
1 [ ‘ill‘*l ) l 1 [ cI'IN“l
=— G =——
Y l_dz”"IL )] femo mt L@t

Podstawiajac te wyrazenia w (9.16) zamiast an, otrzymujemy szereg, ktéry
nosi nazwe szeregu Lagrange’a.

a

fz/W(z)]"}

==0

CGWICZENIA. 1. Funkeja exp L%( — zl)u] gdzie u jest liczhy dowolna,
+oo )
posiada w punkeie 2=0 rozwiniecie 2 In(u)-2" zbiezne w calej plaszczyinie
n—=—oQ
z wylaczeniem punktéw 0 i co. Pokazaé, ze

2

1/ .
In(u)= ﬂfcos(nﬁ——usnw) do.
0

Funkeje I,(u) nosza nazwe funkeyj Bessela.
2. W rozwinieciu Laurenta funkeji sin [(z—l—%)u-l w punkeie 0 spoélezynniki
A e o

n

- .o . T 1 (.
przy 2" 127" sy sobie réwne i wyrazaja sie przez catke 5 sin(2ucosf) cosny do.
¥4
o

icm

[89] Twierdzenie i wzér Cauchy’ego dla pierScienia. 197

3. Jezeli funkeja meromorficzna na kole domknietym K(0;1) i holomor-
ficzna w jego wnetrzu rozwija sie wewnatrz tego kola na szereg potegowy _San 2
n

i posiada dokladnie jeden biegun z, na okregu C(0;1), wéwezas lim anfani1= 7.
n—»co

[Wsk. Funkeje dang przedstawié mozna w postaci sumy szeregu potegowego

2 bn 2", zbieznego w kole o promieniu ¢ > 1, oraz wielomianu wzgledem 1/(z—2,).]
n

4. Uogdlnié twierdzenie éw. 3, jak nastepuje: Jezeli funkcja meromor:
ficzna na ko_%e domknietym K(0;1) rozwija sie wewnatrz tego kola na szereg
potegowy anz" i jezeli wéréd biegunéw tej funkeji na okregu ((0;1)

n
istnieje jeden biegun z, o krotnosci wigkszej od wszystkich pozostalych, wow-
czas lim (apfanti)=z4.
o0

5. Niech 1, ms, ..., Mk, ... bedzie ciagiem rosngeym liczh calkowitych
dodatnich, zad [Pr(2)} clagiem wielomianéw takich, ze dla kazdego Kk stopien
wielomianu 2™k Pr(2) jest <<mpri. Dowiesé, ze jedli wéwezas szereg

*) W(z)=2"1 P1(2)+ "2 P2 (2) + ... + 2"k Pp(2)+ ...

jest niemal jednostajnie zbiezny w kole K(0;1), to rozwiniecie funkeji W(2) na
szereg potegowy w tym kole otrzymuje sie formalnie, wykonywujae mnozenia
i znoszac nawiasy po prawej stronie réwnosei (*).

Zbudowaé przykiad, wskazujacy, ze zalozenie niemal jednostajnej
zbieznodci szeregu (*) jest tu istotne, t. zn. ze twierdzenie przestaje byé na ogét
prawdziwe dla zbieznosci zwyklej, nawet gdy o szeregu (*) zalozyé, ze jest zbieiny
do funkeji holomorficznej w kole K(0;1).

6. Pierwiastek z t.zw. réwnania Keplera x=a-+wsinz (jako funkeja para-
metru w) dany jest w otoczeniu punktu w=0 przez szereg

1 dsin?a 1 d®sin®a
= g - usi AU e LS L
T Ea e TR e

7. Rozwinaé na szereg potegowy parametrn w w otoczeniu punktu w=0
pierwiastki 2 réwnan:

%

(a) z—wer=0, (b) 2=a+we?.

Obliczyé promienie zbieznosei tyeh szeregdw.

8. Niech W(z) bedzie funkeja holomorficzng w otoczeniu punktu z=0, przy
czym W(0)=wy i W’(0)=0; niech dalej H(z) bedzie dowolna funkecja lholomor-
ficzna w otoczenin punktu 0. Wéwezas w otoczeniu punktu w,

HW (@)= an(w—1e)",
n
n—1
gdzie ay=H(0), a,,:—l— d !

n! gon—1"

H(2)-[2{W(2)1",.y Aa a1 (Szereg Lagrange’a
w postaci wogdlnionej).

9. Jezeli » oznaeza pierwiastek réwnania (a), ¢éw.7, to w otoezeniu punkfu

2

&

(=]
. U . — n—1\ 3 [n—1\ , 5
w={( mamy Sinz= >—'5uf", agdzie by=n" 1—( ‘)'n" 3-&—( T —
) ) = ] \ 4

n=1
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10. Na to, aby funkeja rzeczywista Wi{z), okredlona dla 0= w<1, dala
sie rozszerzyé jako funkeja holomorficzma na kolo XK(0;1), konieczne jest
i wystarcza, aby byla résznicg dwu funkeyj, z ktérych kazda jest granicy ciagu
wielomianéw o spélezynnikach nieujemnych, zhieinego jednostajnie w ku,Zdym
przedziale [0,7] dla 0<<r<{l.

§ 10. Definicja analityczna obszaru jednospdéjnego.
Zaréwno w twierdzeniu Cauchy’ego 2.3 o calce krzywoliniowej, jak
i wtw.3.1 o galezi logarytmu funkeji holomorficznej, istotne jest
zalozenie, iz rozwazany tam zbiér otwarty nie rozcina plaszezyzny.
W samej rzeczy, obydwa te twierdzenia mozna odwrdcié, otrazy-
mujac w ten sposéb kryteria analityezne nierozeinania plaszcezyzny
przez zbiér otwarty. Mianowicie:

(10.1) Na to, aby zbidr otwarty G nie zawicrajgey punkiv oo nie
rozeinal plaszezyzny, konieczne jest i wystarcea, aby calka Trzywo-
lindowa kazdej funkeji holomorficemej w ezbiorze G enikala wedluz
kazdej krzywej regularnej zamkwigtej, przebiegajqeei w tym zbiorze.

(10.2) Na to, aby zbidr otwarty G wie rozeinat plaszczyzny, koniecene
jest i wystarcza, aby dla kasdej funkeji W(z), holomorficenej i nigdzie
nie anikajacej w G, istniala w G gatgé log W(z).

"Dowdd tych twierdzen oprzemy na lemmacie nastepujgcym,
7 ktérego korzystaé bedziemy rdéwniez przy dowodzie twierdzen
ogélniejszych (por. dalej, §12).

(10.3) Jezeli S jest sktadowq dopelnienia zbioru otwartego ¢, nie
zawierajqeq punkiu oo, wdéwezas istnicje w G tamana zamknigta €
(bez punktéw wielokrotnyeh) taka, iz indeS=0.

Dowdéd. Mozemy zalozyé (usuwajac ewentualnie punkt oo
ze zbioru @), ze G nie zawiera punktu oo.

W myél tw.9.6 Wstepu zbidr CG mozemy woéwezas przed-
stawié w postaci sumy dwu zbioréw domknietych rozlagcznych F,iF,
w ten sposob, by zhiér F, zawieral zbiér S a nie zawieral punktu oo.
Na mocy tedy twierdzen 10.3 i 10.2 Wstepu istnieje uklad skoi-
czony nie zachodzacych na siebie kwadratéw @1,Qs,...,Q0, takich, iz

n o !l
(10.4) FIC(jé,:Qj) , (10.5)  Fy Y'@;=0,

i
n
(10.6) brzeg zbiorn D) Q; sktadu si¢ ze skoiezonej liezby roctqesnych
—1 ) )
tamanych zamknietyeh C1,Cl,...,Cop bez punktow wielokrotnyceh, o bokach

zortentowanych zgodnie ze zwrotami Kwadratdw Q, prayleglych do
tyeh bokow. '
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Niech 3 bedzie dowolnym punktem wewnetrznym jednego
z kwadratéw @, np. kwadratu @,. Mamy wowezas

1 dz 1 dla j=1,
2@i,) z2—3 |0 dla j=2,3,...,1,
Q)

a wiee

n
L dz
275i.[z~3—1"

=1 @)
W sumie po stronie lewej tej réwnosei znosza sie calld wzdiuz
niebrzegowyeh bokéw kwadratéow ¢, i w rezultacie z uwagi na (10.6)

| o1 [ d
(10.7) 25 /3—5:1'
- g

j=1

Wazbr powyzszy ndowodniony zostal dla punktéw 3 polozonych
wewnatrz kwadratow QJ., ale przez cigglo$é rozszerza si¢ natych-
miast na wszystkie punkty zbioru ZI Q5 ktére nie leza na brzegu
tego zbioru, a wiee w szezegélnoééi, w mys$l (10.4), na wszystkie
punkty 3eSCUF,.

Niech teraz 3 bedzie punktem zbioru S§. Ze wzorn (10.7)
wynika, iz dla jednej przynajmniej z lamanyeh (}, np. dla ¢,
odpowiednia catka po lewej stronie tego wzoru jest rézna od zera.
Znaczy to, ze indgS=indc¢3+0, a poniewaz z uwagi na (10.4)
i (10.5) wszystkie tamane (; przebiegaja w G, zatem lamana ('} jest
zgdang lamang C.

< Przechodzac z kolei do dowodu twierdzed 10.1110.2, widzimy

natychmiast, iz koniecznof¢é warunkow sformulowanych w tych
twierdzeniach zawiera sie juz w twierdzeniach 2.3 1 3.1. Z drugiej
strony, warunek tw.10.1 pociaga za s0bg na mocy tw. 2.6, Rozdz. I,
warunek tw.10.2. Wystarezy tedy udowodnié tylko do statecznogé
warunku tw. 10.2.

Zalézmy wiec, iz zbiér G rozcina plaszezyzng; pokazemy, iz
istnieje wéwezas w G funkeja holomorfiezna nigdzie nie znikajaca,
dla ktorej nie istnieje jednak odpowiednia galaz logarytmu. Mozemy
przyjaé przy tym (stosujac ewentualnie inwersje), iz punkt oo nie
nalezy do G.

Niech « bedzie dowolnym punktem tej skladowe] doypelnienia
zhioru @, ktéra nie zawiera punktu oo, i niech (' bedzie krzywag
regularng zamknieta, przebiegajaca w G i taka, iz
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Krzywa taka istnieje na moey lemmatu 10.3. Z uwagi wige
na tw. 2.6, Rozdz.II, w zbiorze G nie mozna okreslié galezi log(z—a),
jakkolwiek funkeja z—a jest oczywidcie holomorficzna i nie znika
nigdzie w tym zbiorze.

W tw. 10.11i 10.2 zamiast ,,zbiér otwarty* podstawié mozemy w szeze-
gblnotei ,,0bszare. Twierdzenia te zawieraja tedy pewna definicje analityezng
jednospéjnoscei obszaru. Przez definicje analityczna pewnej wlasnosei rozu-
miemy tu, z grubsza méwige, kazdy taks definicje, 2 ktérej widoczne jest
natychmiast, iz wlasno§é ta jest niezmiennikiem przcksztateeri wiernyeh (p. dalej,
Rozdz.V, §1).

*§ 11. Twierdzenie Jordana dla lamanej zamknietej.
Wspomniane na kofcu §6 twierdzenie Jordana o rozeinaniu plasz-
czyzny przez krzyws zamknieta wdowodnimy dla linii lamanych
w postaci nastepujgcej:

(11.1) Dopelnienie linii Tamanej zamlnietej bez punktow wielokrotnych
L=[20,21y...,20=20] jest sumq dwwu obszaréw rosgtqezmyeh Gy i G,
Oznaczajqe przez Gy ten z tych obszardw, kidry zawiera punkt oo, mamy

(11.2) indg, G,=0, [ind; Gyl=1.
Lamana L jest przy tym wspolnym brzegiem obszardw Gy i G,

Dowéd. Udowodnimy przede wszystkim, iz dopelnienie lama-
nej ¢ zawiera co najwyzej dwie skladowe. Dowé6d opiera sie na
nastepujacej elementarnej konstrukeji geometrycznej.

Niech [zp-1,24] 1 [24) 2641] beda dwoma

Zpef kolejnymi bokami lamanej L i niech
3 #F2,, 13,5+, 4+ beda odpowiednio do-
wolnymi punktami tych bokéw. Niech

dalej L; bedzie odeinkiem, dla ktérego 3,

2, jest jedynym punktem wewnetrznym
wspélnym z lamang L, zad§ L, odein-

kiem, dla ktérego 3, jest jedynym pun-

3 ktem wspolnym z tg lamana (p. rys.).
21 Wéwezas kazdy punkt z==3, odcinka L,

dostateeznie bliski punktu 3,, polaczyé
mozna z odeinkiem I, (f.j. z jakim$ punktem tego od(?inku,) PIZY
pomocy lamanej, rozlaeznej z L i zlozonej z dwu odeinkdow odpo-
wiednio réwnoleglyech do hokéw [261,2x] oraz [2p2up].
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Konstrukeje te mozemy rozszerzyé natychmiast przez indukeje,
jak nastepuje. Niech a bedzie dowolnie ustalonym punktem we-
wnetrznym boku [2y,2] i niech [e¢,c,] bedzie odeinkiem, zawiera-
jacym a wewnatrz i nie posiadajacym poza punktem a zadnych
innych punktéw wspélnych z tamang L; kazdy z odeinkéw [a,e]
i[a,c,] zawiera sig, oczywiscie z pominieciem punktu a, w jednej
ze skladowych dopelnienia L. Skladowe te oznaczymy odpowiednio
przez Gy i G,

Niech nastepnie T bedzie dowolnym odeinkiem, ktéry posiada
dokladnie jeden punkt wspélny z L. Wéwezas kazdy punkt tego
odcinka mozna polaczyé z jakim§ punktem odcinka [e,e,] lamana,
ktdéra nie posiada punktéw wspdlnych z L.

Niech teraz 3==oo bedzie dowolnym punktem nie lezgeym
na L i niech b bedzie pierwszym punktem wspélnym odeinka [3,a]
z tamang L. Odeinek [3,b] nie posiada tedy poza b punktéw wspdl-
nych z L, a wiee, jak poprzednio, punkt 3 mozna polaczyé z jakims
punktem badZ odcinka [a,e], badZz odeinka [a,c,], przy pomocy
tamanej rozlgeznej z L. Kazdy zatem punkt z=Foo plaszezyzny
nalezy badz do zbioru Gy, badZ do zbiorn ¢,. Tym samym jednak
punkt oo musi naleze¢ réwniez do jednego z tych dwu zbioréw
i lamana L dzieli plaszezyzne na co najwyzej dwa obszary.

Pokazemy teraz, ze w kazdym otoczeniu kazdego punktu celL
znajduja sie punkty o réznych indeksach, dokladniej: o indeksach
rézniagcych sie o 1. Wystarezy przy tym oczywidcie ograniczyé sie
do rozwazenia punktéw e, ktére nie sg wierzchotkami lamanej L.
Tym samym udowodnione bedzie, iz obszary G, i G, istotnie sg
rézne oraz iz lind, (1 —ind; Gol=1. Zakladajgce przeto, iz obszar G,
zawiera punkt oo, bedziemy mieli ind,Gi=0, a wiec [ind.Gs=1.

Niech tedy e¢ bedzie punktem we-

wnetrznym ktéregokolwiek z bokéw lama- \a / N 2
nej L, np. boku [zy,#2,]. Poniewaz przy /) — l |0
przeksztatceniu liniowym plaszezyzny in- l ™~
deksy punktéw wzgledem krzywej nie ule- / — /C
gaja zmianie (por. § 6, str. 181), przeto, A 24
stosujac ewentualnie obrot plaszezyzny, —

przyja¢ mozemy dla prostoty, iz bok 2,

[20:2,] jest roOwnolegly do jednej z osi spol-

rzednych. Niech ¢ bedzie tym z dwu kwadratéw o boku [2,7],
e

ktorego zwrot dodatni przeciwny jest zwrotowi odeinka [2g,2,], i niech

By 21,20, ¢ hedg kolejuymi wierzchotkami tego kwadratu (p. rysunek).
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Oznaczmy przez L, lamang (2g,a, By21,22,...,%=2,). Dla kazdego
punktu 3 lezacego poza lamana L, oraz poza obwodem kwadratu ¢

mamy .
j’l.iz?.— — )———wdz -+ .—-Elf—- ’
‘ z—3 J 2—3 2—3
a ‘Wiec ’ Ly L ()}
(11.3) ind;, 3 = indz 3 + ind 3.

Oznaczmy teraz przez K dowolne otoczenie punktu ¢ roz-
laczne z L, (na rysunkun okrag kola K oznaczony jest przez O).
Indeks indr,3 posiada tg samg wartod§é A dla wszystkich punktéw
3e¢K, i z uwagi na (11.3) »

A dla 36 K-CQ
A—1  dla 3el-Q°.

W kazdym otoczeniu punktu ¢ istniejg tedy punkty, ktérych
indeksy wzgledem L réznig sie o 1, skad, jak zauwazyliSmy wyzej,
wynikajs juz réwnosei (11.2). Zarazem udowodniliSmy, iz kazdy
punkt lamanej I jest punktem skupienia obydwu obszardow G i @,,
a poniewaz obszary te nie mogg oczywiscie posiadaé punktow
brzegowyeh poza L, zatem lamana ta jest ich wspdlnym brzegiem,

ind;3=indz,3—indg3= {

Z dwu obszaréw, na jakie lamana zamknigta bez punktéw
wielokrotnych dzieli plaszezyzne, ten, ktéry zawiera punkt oo, na-
zywamy zewnetrenym; drugi z nich nazywamy wewnetrenym. Na
mocy twierdzenia 11.1 indeks obszaru wewnetrznego wzgledem
danej tamanej jest réwny +1 lub —1. Jezeli indeks ten jest rowny
+1, wowezas fnéwimy, iz lamana jest zoriemtowana dodatnio.

Opierajgc sie na twierdzeniu Jordana dla linii tamanej, otrzy-
mujemy natychmiast z tw. 7.9 wniosek nastepujacy:

(11.4) Jezeli funkeja W, ciagta nma’ kole domknigtym K i holomor-
ficzna w jego wnetrzu, jest jednoznacznie odwracalng na okregu kota K
i preeksztatea ten okrag na lamang zamkwietq L, wiwcezas funkejo
ta jest jednoznacanie odwracalna na calym kole K i praeksztatea wnetrae
tego kola na obszar wewnetrany lamanej L.

Opilerajac sie na twierdzeniu Jordana dla dowolnych krzywych zamknig-
tych, moglibysmy oezywiScie usunaé z tw. 11.4 zalozenie, ze funkeja W prze-
keztalca okrag na famang. Z odwracaluodei funkeji W na okregn koln K wynika
bowiem w kazdym razie, ze funkeja ta przeksztalea ten okrag na pewny krzyws
zamkniety I bez punktéw wielokrotnyeh, i tw. 11.4, w ogdlniejszym sformulo-
waniu, orzekaloby, Ze funkeja W przeksztalea w sposéh jedno-jednoznacany
wuetrze kola K na obszar wewnetrzny Lrzywej L.

Réwniez kolo domkniete K mozemy zastapi¢ w tw. 11.4 praez dowolny
obszar domkniety, ograniczony przez kraywg zunkniety bez punktéw wielo-

_krotnych (por. uwage, str. 187).
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CWICZENIE. 1. Jezeli funkeja TF, ciggla na kole domknietym K i mero-
morficzna w jego wuetrzu, posiada dokladnie jeden biegun (jednokrotny) we-
wnatrz K, jest jednoznacznie odwracalna na okregu kota K i przeksztalea ten
okrag na lamang zamkniety I zorientowans ujemnie, wéwezas funkeja W jest
jednoznacznie odwracalna na calym kole K i przeksztalea wnetrze tego kola
na obszar zewnetrzny lamanej L.

*§12. Definicja analityczna stopnia spéjnosci obszaru.
Jako uogélnienie twierdzen §10 podamy kryterium analityezne
n-spéjnosei obszaru. Udowodnimy przede wszystkim nastepujgce
uzupelnienie lemmatu 10.3:

(12.1) Jezeli 8,8s,...,8, s¢ n réznymi skladowymi dopelnienia ob-
szaru G, nie zawierajqcymi punkiu oo, wéwezas wyznaczyé moina
w G uktad n kraywych reqgularnyech zamhknietyeh Cy, Cs,..., Cy takich, i3

0 dla k=],
1 dla k=i,

Dow6d. Jak w dowodzie lemmatu 10.3 przyjaé mozemy, ze @
nie zawiera punktu co.

Oznaczajac wéwezas przez S, te skladowa dopelnienia obszaru @,
ktéra zawiera punkt oo, polgczymy ja przede wszystkim ze skla-
dowymi 85,8s,...,8, przy pomocy linij rozlgeznyeh z §;. Wtym
celu niech as, as, ..., a,, @y 0znaczajg odpowiednio jakiekolwiek punkty
brzegowe skiadowych Sa,8s...,8n 8. Kazdemu z punktow a;
(gdzie j=2,3,...,n,0) przyporzadkujemy pewien punkt ;e G w ten
sposéb, by odeinki [as,bs],...,[@ny brl,[a0, bo] byly roziaezne z S;.

Laczymy nastepnie punkty ba,bs,...,b, z punktem b, przy
pomocy odpowiednio lamanyeh Ls, Ls,..., Ls, przebiegajacych w G.

Niech

(12.2) indakS]- gdzie k,j=1,2,...,n.

Gi= G —[ao,bo] —k;;{[ak, br] + Lu.

Zbiér @, jest otwarty, przy czym, jak latwo dowodzimy, §,
jest skladowa dopelnienia tego zbioru. W mysllemmatu 10.3 przepro-
wadzié mozemy w zbiorze G,CG lamang zamknietg (; bez punktow
wielokrotnych takg, iz indg S;#0; na mocy tw. 11.1 mamy wiec
dokladnie indeS;=1 przy zalozeniu, ze lamana (' zostala zorien-
towana dodatnio. Poniewaz za$ Ss,83...,8, zawieraja sie w tej
skladowej dopelnienia zbioru Gy, ktéra zawiera zbidr S; a wiee
punkt oo, zatem inde =10 dla j=2,3,...,n. Analogicznie okre§lamy
pozostale krzywe (', tak, aby warunki (12.2) byly spelnione.

Udowodnimy z kolei lemmat, ktéry uwazany by¢ moze za
uogoélnienie tw. 2.3:
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(12.3) Jezeli dopelnienie zbioru otwarteyo d, nie zawierajgeego punkiu co,
ma doktadnie n+1 skladowych, wowczas oznaczajqe praez Si, Sy, .. S"
te skladowe, kidre mie zawierajy punktu oo, a przez Uy, Cy,..., O,
wklad kraywych w G spelniajacyeh warunks (12.2), mamy

n

(12.4) / W(e)de= > inde ;- / W(e) ds
5 .

=1

dla kazdej funkeji holomorficanej W(z) i kaddej krzywej regularnej

zamknigtej C, przebiegajacej w zbiorze G.

Dowéd. Niech as,az,...,¢n beda punktami obranymi dowolnie
odpowiednio na sktadowyech 81,8s...,8,. Na mocy twierdzenia
Rungego 2.1 funkecja W(z) moze byé przedstawiona w zbiorze @
jako granica miemal jednostajnie zbiezmnego ciagu funkeyj wymier-
nych {Hp,(2)} o biegunach co najwyzej w punktach a,ay,...,a, oo
W my#él twierdzenia o residuach 7.1 mamy wige

n n

(12.5) %z/ﬂ 2) dz ~_2 indea;- resa _~21ndm5 "Tesy, Hy,

J=1 j=1

dla kazdej krzywej regularnej zamknigte] C przebiegajacej w @,
a w szezegdlnosel

n
1 . .
ﬁ'/‘ﬂp(z) dz mz, indg, Sj-resaj Hy=ves, Hy, dlo k=1,2,..n.
¢ =t
Podstawiajac ostatnie wyrazenia w (12.5), mamy
n
v
f Hy(2) dz = indc ;- / Hy(2) a2
C =] Cj
i, przechodzac do granicy wraz z p—oo, otrzymujemy (12.4).
Mozemy teraz podaé nastepujace nogoélnienie tw. 10.2:
(12.6) Na to, aby dopelnienie obsearu @ posiadalo’ co najwyse]
n+1 skladowych, koniecene jest i dostatecane, aby istniat uklad
n funkeyj @i(2),...,Pu(z), holomorficenych, nigdzie nie enikajaeyeh
w G i takich, i3 (Zla kazdej funkeji W(z), holomorficenej 1 nigdsie
nie anikajacej w @, istnicje galas log W (z)/[Pi(2)1" ... [Pu(2)]"), gdzie
Biyhoy .oy b a4 Licebami calkowitymi (zaleinymi na ogot od W(z)).
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Dowdéd. Stosujac ewentualnie inwersje, przyja¢ mozemy, iz ¢
nie zawiera punktu oo,

1° Udowodnimy najpierw konieezno§é warunku twierdzenia.

Zalézmy, iz dopelnienie obszaru G zawiera dokladnie m-+1
gkladowych i oznaczmy przez Si, Sy, ..., S8m te sposréd tych skia-
dowyeh, ktére nie zawieraja punktu co. Przez ai,a...,&m 0zRa-
czymy punkty wybrane odpowiednio na sktadowych 8i,83,...,8m,
a przez Cy,Ch,...,Cn uktad krzywych regularnych zamknietych prze-
biegajaeych w G i spelniajacych warunek

=0 dla k==j

(12.7 !
(12.7) indg, 8; —1 dla k=]’

gdzie, kyj=1,2,...,m.

Uktad taki istnieje na zasadzie lemmatu 12.1.

Zalézmy teraz, ze m<n, i niech W(z) bedzie funkeja holo-
morficzng, nigdzie nie znikajaca w G. W my§l lemmatu 12.3 dla
kazdej krzywej zamknietej regularnej C przebiegajacej w G mamy

m Wz "L‘ ©de
(12.8) W() d"’_zindcsf' W(.)d?‘:Z LA s
Pel

Wiz W(z) - —aj
i =t

gdzie h,-— / W) z) dz sa w mysl tw. 5.4 liczbami calkowitymi.
Przyjmujac F( 2)=W(z)/(z '—a;)"("——a)) (2—am)"™, mamy

Fo)_We_ N b

Fz) ~ W) _21 e—a
i z réwnosei (12.8) otrzymujemy

FR) g, [T lz—z h, ~———0

F(z) W(z)

Na mocy tw. 2.6, Rozdz. I, ist—m'eje wiee w G galaz logF(z),
t.j. log{W(e)/(z—a)".. (z—an)"™. Poniewaz m<n, funkcje zas
2—ay,...,s—a, $3 holomorficzne i nigdzie nie znikaja w &, przeto
warunek twierdzenia jest spelniony.

20 Przechodzac do dowodu dostateeznosei warunku twier-
dzenia, zalézmy, ze Si,85,...,8nm jest ukiadem m skladowych zbioru
CG i ze zadna z tych skla,dowvch nie zawiera punktu oo. Podobnie
jak w dowodzie koniecznosci warunku oznaczymy przez di,ds.- vy
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* punkty wybrane dowolnie na tych skladowych, a przez Ci,0,,...,C,,
krzywe regularne zamkniete, przebiegajace w @ i spelniajace wa-
runki (12.7).

Zalézmy teraz, ze dla obszaru @ okreslony zostal uklad =
funkeyj ®i(2), Po(2), ..., Pu(2), holomorficznych, nigdzie nie znika-
jacych w @, takich, iz dla kazdej funkeji W(z) istnieje w @ galaz
log{W(2)/[D1(2)]"[Ps(2)]"™...[Bn(2)]™)} przy stosownym obiorze statych
catkowitych hi, b, ..., h,. W szezegélnoei kazdemu uktadowi m statych
catkowitych ay,as,...,a, odpowiada taki uklad n stalych eatkowitych
Iy hay ooy by iz istnieje w G galgi

log{(g—a1)™. . (2—am) ™ [[P1(2)]" ... [ Pu(2)]"™),

t.zn. w my#l tw. 2.6, Rozdz. 11, Ze

m

n
v dz oY ‘Di(=) .
S [ - % I / B d==0

=1 c¢

dla kazdej krzywej regularnej zamknietej C, przebiegajacej w G.
Podstawiajac w tej réwnodei kolejno zamiast C krzywe C) i przyj-
. P 1 [diz) i . o
mujace dla skrdcenia i = i) Bz) @) dz, otrzymujemy na zasadzie
Cp
(12.7) uklad m réwnan liniowych

D Brihi=ar, gdeie k=1,2,...,m.
i=1
Uklad ten musi byé rozwiazalny wzgledem h; przy kazdym
doborze statych catkowitych az, co jest jednak mozliwe tylko wtedy,
gdy m<n, a przeto uzasadnia dostateczno$é rozwazanego warunku.
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