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Sur une opération sur les suites infinies
d’ensembles.

Par

W. Sierpiris ki (Varsovie),

E . E,, E.... {tant une suite infinie doonée d’ensembles, il est
naturel d'envisager les suiles descendentes d'ensembles tirdes de Iu
sutte donnée, c’est-i-dire des suites infinies d’ensembles

: Eﬂx) 'E,"nﬂ E"a’ )
telles que | . |
(1) . E,DE,DE,D..
ot

ny < Hy < Mg < ...
Désignons par A(L,, B, E,....) la somme de tous les wroduits
gnoms p 1y Ligy Lug,

1 hi )
E, E,E,...

ng

la summation s'étendant i toutes les suites intfinies descendentes
d'ensembles, tirées de la suite £, . ey Hy,. .. |

On voit sans peine que ensemble A(/,, Ly, Ky, ...) ainsi défin
est indépendant de Pordre de termes de la suite &, &,. fu,. ...

Supposons, en particulier, que E\, E,,... sont des ensembles Li-

- néaires fermés: nous prouverons que les ensembles A(ky, By, by, .0

1A
coincident avec les ensembles (A) de M. Souslin 1),

Soit £=A(E,, E,, E,,..)), ou Bn=1,2,..)) sont des ensembles
termés linéaires donnes. Posons £,==0. Les indices =20 et kx>0

) M, Souslin: Commea Rendus, note du 8 junvier 1917 Cf, winsi 1'und,
Math. t. V, 1. 155. '
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$tant donnds, désignons par K, ) le i-idme terme de le suite

(2 ) -bl’n-}-l b] ’,,+2 ,‘ a

qui est un ensemble contenu dans X,. et posons @(n, k)=0, si la
suite (2) contient moins que k termes qui sont des ensembles (_ f,.
A tout systéme fini de nombres naturels »,. #,,.... %, nous ferons
maintenant correspondre un indice (n;, Hy,..., n,) comme il suit.
Posons w(n)=n pour n=1, 2,.... et supposous que DOUS avons
déjh défini tous les nombres W(n,, Hy,..., M)y OU By, Bgeeeoy Wy €56
un systéme quelconque de /& nombres uaturels. ag,itgs.. oy My Pata
Stant un systéme donné quelconque de k41 nombres naturels, nous.
poserons :
(3) PNy gy oy Wy Miy) == QW (11 Byy ooy M)y Pigr)-

Les nombres w(n,ng,..., %) sout ainsi définis par I'induetion
pour tous les systémes finis de nombres naturels sy, g, ... . Posons

’ Al 1
(4) ﬁm. Tgpreny M = -Ew(n,, Hayevay Bg)

et désignons par N le noyan du systéme déterminant {f‘:,,,m,...,ﬂ,;‘; 1)
je dis que Ki=N.

Soit p un point de K. D'aprés la définition de I'ensemble £ ==
— A(H,, Ey,...), il existe donc une suite infinie d'indices n, <1y <<
< g <..., telle qu'on a les formules (1) et que

) | | pel, B E,,...

n et g > n étant deux. indices, tels que E. D) E,, il existe, d'aprés
ls définition de la fonetion ¢(m, k), un indice unique %, tel que
p(n, k)=q: désignons-le par 3(n, ¢): la fonetion d(n, g) est ainsi dé-
finie pour tous les couples de deux nombres naturels (n,¢), o

q > n, et nous aurons
(6) | p(n, d(n,q)=y¢ pour u<y.

Nous avons n, << figy, pour s==1,2,...: posons

(7) ky =1, et lyq =N, f,.4) pour s=1, 2,...
Je dis que |
(8) W(kyy kyye..y k) =mn, pour s=1,2,...

1) ¢'ost-n-dire lu somme de tous lox produits ., Fluyy ug Fnis ny nyeros la somumnation

g'étendant i toutes lex suites infinies de nombres natarels s iy g, ..,



ICM Biblioteka Wirtualna Matematyki

102 | W. Sierpinski:

D aprés la définition de la fonetion 4(n), nous avous Yk J=k,=n,:
la formule (8) est donc vraie pour s = 1. Supposons-la vraie pour
un indice s donné. Nous avons, d’aprés (8) et (8):

(9) W(ky, kg -, k,, k:-{«_l) = ‘P(’P(ku kyy. o k), /f‘r-i-]) = (P(‘"'n /":_H)-

Or, d'aprés (7) et (6):

q)(ﬁ., k) = @, It ”’-+1)) = Ky s
et la formule (8) donne
'lp(klp Ky k.,'k,_*_l) == Pyprs

ce qui prouve que la formule (8) est .vraie pour s+ 1.
La formule (8) est ainsi démontrée par linduction pour tout s

naturel.

D’aprés (4) et (8) nous trouvons

-,"h kienny By = b’ﬂ, pour §== 17 27 A
done, d’aprés (9): |
' p‘ng: EL:;-M‘FMJ LT R

ce qui prouve que peN. - ‘

Or, soit p un pomt de N. Il existe dcm(, une suite infinie d'in-
dices k. k,, ky,..., telle que

(10) pe'ﬁ;‘l b,"u Ry 1{"‘11 Ky kyr vt
‘Posons | | |
11y =k, k. k) pour s=1,2,..:

fd"aprés (4) nous aurons
| Eigi,= B, pour s=12,...,

done, d’aprés (10):
(12) | peE, E E, ..

Or, de (11), (12) et (3 )résulte, d’apres la définition de la fonetion

p(n, k):

. | n.+1‘=¢(l‘71:kh---a ka) /"a+])=q)("’-) ka-H) >ﬂn
ce yui prouve que #; < 1y < ny < ...: la formule (12) prouve done
que pekE. |

Nous avons ainsi démontré que K= N: donc / est un ensem-
ble (A4).. |
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Y . - . .
Suit mamtenant £ un ensemble (A4) lindaire donné: nous prou-
2 : L. c T . ‘ o _
verons qu'il existe une suile infinic d’ensembles-fermés £, E,, By,
telle ue | k
(13) | E= A(F\, E,, E,,...).

Notre proposition est vraie lorsque E est fermé, puisqu'il suffit
alors de poser f, = I pour n=1,2,... Nous pouvous done sup-
poser que i n’est pas fermd, et parsuite contient deux points dif-
férents. a et b > a. Soit {4, ,,v,._,,,k‘, le systéme déterminant d'inter-
valles (fermés) dout le noyau est E: nous pouvons supposer, comme
ou sait, que les longueurs des intervalles 4, , .. ., sont <9(a. h),
o(a,b) désignant la distance entre a et 4, et qu'on a

(1 4) d‘un Hyer "k :) 6111, 20 PR "k’ ,"k+l

pour tout systéme bni d'indiees sy, ng, ..., 7, ey,

Désignons par ¢, le A-ieme nombre premier, et par £, . ., Ten-
semhle fermé, form¢ du nombre O et de tous les numbres de la
forme

1
m q”l q:il-{-ng R g"l"l"‘”!'*""f‘i‘";;
s

(m=1,2,3....)

Nous dirons que le systtme d’iﬁdices-m,,rm,g,...,mk ost, un seg-
ment du o systéme uy, #y...n. lorsqulon a [ 2= et iy = n, pour
i=1,2,..,k |

~On voit sans peine que la relation

Pﬂl“ Mgyeer My D P’lp Ngyrrea f"ll

subsiste pour deux systémes m, ..., ot %y, ny,. ...k, non iden-
tiques d’indices dans ce et seulement dans ce cas, lorsque lo systéme
Iy s Mg, .-y M €8t un segment du systéme n,, 125,..., 7.

Or, on voit sans peine que le produit infini

'Pﬂul Pﬂu Na & Wyylg N T

se réduit au point O pour toute suite infinie d’indices 7, %y, Ny, ...
Désignons maintenant par A, . ..., TeSp. par B., w.....s, 'ensem-

hle formé de tous les points de la forme 4« — resp. b+ x, ol .x
est un nombre de I'ensemble P, ..., ., La longueur de Pintervalle

Oy vy, Slant < @(a, b), on recounait sans peine qu'un au moins

des ensembles A, ,,..,», € By u...n, €86 830§ points communs avec
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104 WL Stmpmskl

d

. Il en rtbuILe cldpreq (14) et d’apre\s LL pmprwh‘ des en-
Py Mpyee

wmbles P,,;,m o quen puscmt

. . . ] . ! ' : : o
(ID) B o ‘Fﬂt‘.ﬂJt '.,«az#:': on., m,’.‘)wl"'l— ‘J’ﬂj;"l]) .,‘nk+ lm,m, -.-nk

AOUE BUrons pour deux s,)\tvmes (1lﬂ(‘l'(‘llfa dmdwes m,.mg.....m,,
et Ny, MHyy..- iy la formule . | R ‘

: ‘ ; » "‘ . . ,
(16) . . . . Eﬂ,, ﬂ’l;, "y Hlk D [,"h HJ, ”“

dans ce et seulemeuf dd!l&» ce eas, lnrsqne le qxsh*mu m‘.m,.., . Nty

est un segment - du SYStNME Ry Mgy i, Or o voit sans  peine
qu'on a pour loute amte‘ in hme dllldleH n‘.n) )19‘... la formule

(1’” F”L ]:'u”w rﬂn'ﬂm Byttt () + "'L e 0”1 eyt .

£ débwuant Pensemble iormé de deux points a et /J.
2 étant un nombre naturel donnd, désignons par

8'— 214-—1 + '9:11+mr—‘!”+ ‘ + 2”3”*'"‘-‘""""*'“&"1 :
sen de,velc;)ppement dvadlque et p03011°

(18) " . —_‘F!ni,’ng,.v,.n,‘

— ce seront’ év1demment des. ensembles fermés. Jo dis que

(19) . E= A(b E,,Ea,...)

Smt p un point de E. - ex1s‘te done une Hulte infinic d'indicos

p € 6”1 5111, g 6»;. m, ngtvr :

nous avons done

Yl“ lla,.-,; ”k

d’aprés (15) et la propmété des ensembleb K,
pez,,lﬁ:,; F e

"n Ny “:i
et :

3 Fn“m:) F’I;)ﬂg;”ﬁj

et on en dédult d’aprés (18), qu'il. ex1ste une sulte infinio d'indices
<82<83< te]le quef

ey DEDA.
et_, N - .
ey o o ,Pfﬁ}uE&E’a"-:_

ce qui prouve que ped (K, by, K;,..).
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Or, soit p un point de A(K,. E,,..): il existe donc une suite
infinie dindices s, < 8, < 83,<..., telle quon a les formules (20)

ot (21). Soient My, May. .. Wl 86 Ry Heroo ooy deux systémes d'indi-

ces, tels que

gy I el | L gmbtml gt gy 21 2

nous aurons done, d’apres (18):

— I LI Al
Eul - -ﬁ et bh_» w— Em,ugm.s ny

iy 1y e ey ’"k

done, d'aprés L, O) K, nous aurons la formule (16) qui entraine,
comme UOUs savons, que le systéme my,My,...,m, est un segment
du systéme ny.fg,. ..y . On en déduit tout de suite de (20) qu’il
existe une suite infinie d'indices -y, My, g, ..., 6t une autre

ey < kg << kg < ..., telles que
| E,=F,

pour r=1,2.3,...

[C L T lll;r

La formule (21) donne done

v v Al
PeE,  inn o F k :
p RiP NYierey "k} Tigy Bpaesy ""! Ny Mgrean? "k;.. b

ol résulte, d’apres (17) et (14), que
p 8( (L) + 69}; 61;,, Tlgdﬂl“ g 1y L ')7

done toutefois pels.

La formule (19) est ainsi établie.

Nous avons ainsi démontré que notre opération A(E,, Ey, E,...),
offectude sur les ensembles linéaires fermés, donne tous les ensem-
hles (4) linéaires et seulement de. tels ensembles. Observons encore
qu'on pourrait démontrer que l'opération A(E,, E,,...) effectuée sur
les ensembles (4) donne toujours des ensembles (4).






