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Abstract. We study such properiies of duality maps in Kothe spaces as measurability,
rearrangement invariance, differentiability. We deduce a theorem of as. convergence for the
iterates of duality maps, an extension of Ando’s theorem for contractive projections and a
theorem of a.s. convergence for best approximants. In the second part, we study the case of
Orlicz spaces where the preceding resulis can be made more precise. In particular, we show that
the sequence of best approximants following a given filtration satisfies Doob’s inequalities. We
conclude by a detailed study of the monotonicity of Orlicz spaces.

Introduction. Soit E un espace de Banach, de dual topologique E*; les
applications de dualité, introduites dans [4], [5], fournissent un procédé
naturel de passage de la sphére de E & la sphére de E*. Utilisées dans I'étude
des opérateurs des espaces I* [1], [3], elles permettent une fois mises
explicitement en oeuvre d'étendre certains résultats a des espaces de Banach
de variables aléatoires réelles plus généraux, les espaces de Kothe. Clest ce
que Ton se propose de monirer ici.

Nous commengons par étudier les propriétés des applications de dualité

“dans les espaces de Kothe; nmous montrons en particulier que, sous des
“hypothéses trés générales, elles préservent la mesurabilité et sont invariantes

par réarrangement. Nous en déduisons un théoréme de convergence p.s. des
itérées successives des applications de dualité (§ I). Nous donnons ensuite
deux applications des propriétés ainsi établies, I'une liée 4 la caractérisation
des opérateurs espérances conditionnelles qui généralise aux espaces de
K&the le théoréme d’Ando des espaces IP [2] et des espaces d’Orlicz [7]
[11], la seconde & la convergence ps. des meilleurs approximants.

Nous concluons cette etudg en étudiant le cas particulier des espaces
d’Orlicz pour lesquels les énoncés peuvent &tre précisés davantage. Nous
montrons par exemple que les suites de meilleurs approximants le long d'une
fitration satisfont aux inégalités de Doob et convergent p.s. Nous présentons
enfin une étude détaillée des propriétés de monotonie des normes classiques
des espaces d'Orlicz.
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Un certain nombre de résult’ats établis ici ont éié annoncés dans les
Comptes Rendus de IAcadémie des Sciences [7], [87], [11].

Cadre de I'étude. Soit (@, o/, P) un espace de probabilité. Un espace de
Banach réticulé E formé de variables aléatoires réelles, v.a.r., définies sur
(Q, o, P) est un espace de Kithe si:

(i) L® < E c 1!, les injections étant continues.
(i} Si X et Y sont des var. sur (Q, &, P) vérifiant | X| < Y, ¥ €E, alots
XekE et |IX{| = 11X} < [17]].

Le théoréme 1.b.14 de [19] montre que tout espace de Banach réticulé i
norme continue pour Pordre, nc.o, et i unité faible peut se représenter
comme un espace de Kothe de var, ce qui nous assure du degré de
généralité d’un tel cadre, qui inclut les espaces I?, 1 < p < oo, et les espaces
d’Orlicz,

Nous adoptons pour les espaces de Kothe les notations de [19], en
particulier nous notons E* le dual topologique de E et E' son dual de Kithe,
E' =.Yel': XYeL' pour tout X E}.

Rappelons que E' = E* si et seulement si E a sa norme continue pour
Pordre, c’est-a-dire si X,eE, et X, décroit vers 0 impliquent ||X,|| décroit
vers 0; et E = E” si et seulement si E posséde la propriété de Fatou, cest-d.
-dire si X, croit vers X ps, X, eE, et | X,)i <1 impliquent X €E et lim||X,)}
= [1X}.

Enfin, nous notons ||+{|, la norme duale de la norme If*|l; nous écrirons
M, x) =u(x) pour ucE* et xcE, et si XelL!, E(X) = {XdP.

I. Applications de dualité dans les espaces de Kothe

Soit E un espace de K&the; pour X eS(E), sphére de E (|| X|)| = 1);
notons Py = {D eS(E*: (D, X>=1}. On remarque que Sy est non vide et
que si E est lisse en X [12], @ se réduit 4 un seul point. Bnfin,.si X eE, et
D ey, alors |D| ey,

Dermation 1. Une application D de § (E) dans S (E*) est ﬁnc application
de dualité si pour tout X eS(E), {D(X), X} = 1.

Exempre. Si E=I7, 1 <p < oo, lapplication de dualité est unique et est
donnée par D(X) =sgn(X)|X]*"! pour || X]|, = 1.

Commengons par une propriété simple:
ProrosiTion 2. 8i E est un espace de Kithe lisse, pour tout X €S (E)
D(X) =sgn(X)D(X]), sgn{D(X))=sgn(X).

Démonstration. La relation . E(XD(X)) = ||X]| =|| X}
= E(X]D(X])) montre que E(XD(X)) = E(Xsgn(X)D(X])) et comme
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lsgn(X) D (1 X))| < D (X)), il vient ||lsgn(X)D(X|)li, =1, ce qui achéve notre
preuve, =

Si E est un espace de Kothe n.c.o. réflexif et tel que E et E* soient lisses,
si on note D (resp. D*) I'application de dualité de S(E) dans S{F*) (resp. de
S(E*) dans S(E), on vérific aisément que

VXeS(E), D*DX)=X,
VXeS(EH, DD*X)=X.

1. Applications de dualité et conditionnement. Lorsque E' = E*, 2 est
formé de variables aléatoires pour tout X €§(E), on peut se demander si les
variables de @y sont mesurables par rapport a la tribu o (X} engendrée par
X. Nous examinons ici cette question gui est intimement liée aux propriétés
de Topérateur espérance conditionnelle dans I'espace E. C'est pourquoi nous
introduisons la définition suivante [7]:

DermniTioN 3. Un espace de Kothe E sur Tespace de probabilité
(R, o, P) est dit invariant par conditionnement —i.c.—si, pour toute sous-tribu
% de of, l'espérance conditionnelle E® est une contraction de E.

ProrosiTioN 4. Soit E un espace de Kithe i.c. lisse et n.co. Si X est -
mesurable, pour une sous-tribu & de o, il en est de méme de D(X). En
particulier, si [|1]| =1, D(1) = 1.

Démonstration. 8i X  est #-mesurable, | X|| = E(XD(X))
— B(XE*(D (X)); or | E*(D ()], < ID (B}, — 1, dono [E* (D), =1 e
E#(D(X)) = D(X). Par suite D(1) est nécessairement constante et son
espérance vaut 1; si |j1|| =1, il en résulte que D(1) =1. =

" Remarque. Donnons un contre-exemple 4 la proposition 4 lorsque les
conditions ne sont pas toutes vérifices.
Soit E un espace de Kothe nc.o. sur (2, .o, P) et soit f, une v.a. de E
de support £ et d’espérance 1. Définissons E, comme I'espace des fonctions g
mesurables telles que gf,eE. Muni de la norme ||gll, = {lgfoll., Eo €5t un
espace de Kdthe sur (2, o, f, P).
Supposons la norme de E différentiable; on a alors

llg +ehllo = itgllo+E LD (fgo)- K]+ o).

La norme de E, est différentiable et sa dérivée en g est Dy (g) = D{gfy). En
particulier, Do (1) = D(fy), qui n’est constante que si f; est constante.

2. Applications de dualité et réarrangement. Lorsque lespace de
probabilité est diffus, les espaces invariants par conditionnement s’apparen-
tent aux espaces invariants par réarrangement (r.i.), dont I'étude est classique

[19]. '



44 B. Bru et H. Heinich

Rappelons les définitions relatives 4 ces espaces:

On appelle automorphisme d’un espace de probabilité (2, =7, P) toute
application ¢ bijective, bimesurable de Q2 dans Q telle que Por = P.

Un espace de Kothe E sur (Q, <7, P) possédant la propriété de Fatou
est dit r.i. sk

(i) VXeE V¢ automorphisme, XoteE et ||[X|]=||X o1].
(i) L = E I, les injections étant de norme < 1.

Le théoréme 2.a4 de [19], p. 122, assure que tout espace r.i. sur [0, 1]
muni de Ja mesure de Lebesgue est ic. Nous allons voir que,
réciproquement, tout espace ic. sur Iespace de Lebesgue peut &tre renormé
en un espace r.i.

Tueoreme 5. Si E est ic, alors E est ri. pour une norme équivalente.

Démonstration. Soit XeE ic. et t un automorphisme tel que t”
= identité. S # désigne la tribu des invariants de =, alors

E*(X)=(/n(X+Xot+..+Xor" YeE

et Iinégalité |X ot?| < nE*(|X|) montre que X ot? sE.
Si maintenant = =7, 01,014 avec (1)" = identité, on montre de méme
que X €E implique X o7 sE.
. On en déduit, & Paide du théoréme de [15], que X oz ecE pour tout
automorphisme 7. m )

Remarque. Les résultats précédents sont faux si (Q, «, P) est atomi-
que, par exemple: 2 = {0, 1, 2}, P(0) = 1/2, P(1) = 1/8, P(2) = 3/8. L’espace
de toutes les v.ar. définies sur (2, 2(Q2), P) est un espace de Kothe ic, pour
la norme | X]| = E(supagq E# (X)) et pourtant les variables X =1get ¥=1
—X ont visiblement méme loi et sont de normes différentes.

Dans tout ce qui suit, sauf mention du contraire, nous supposerons que
(82, o, P) est Tespace de Lebesgue, [0, 1], muni de la mesure de Lebesgue.

Les résultats précédents vont nous permetire d’affiner la proposition 4:
I'application de dualité est une fonction croissante invariante par réarrange-
ment. :

Adoptons, pour la clarté de Pexposé, la convention suivante [22]: Soit P
une propri€té sur les suites. Nous dirons qu'une suite vérific »-P si on peut
extraire de toute sous-suite de la suite initiale, une nouvelle sous-suite
vérifiant P. ‘

Par exemple, (X,) converge en probabilité vers X si et seulement si (X
est x-convergente p.s. vers X.

Nous aurons besoin du lemme suivant [11]:
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LemMEe 6. Soit (f,) une suire de fonctions croissantes de R, dans R, .
Alors (f,) est s-comvergente simplement, sauf peul-étre sur un ensemble
dénombrable. De plus, si X est une var. sur (2, </, P), et si la suite (f,(X))
converge en probabilité, elle converge presque stirement.

Démonstration. Soit (f,) une sous-suite; il existe une sous-suite (r;)
telle que f,. () converge pour r£(; notons g(r) sa limite. La fonction g est

~

croissante de @ dans R.; on la prolonge par continuité i gauche, par
exemple. Il existe un ensemble dénombrable D en dehors duquel g est
continue. Ainsi pour xeDF, f,.(x) tend vers g{x): cest la preuve de la
premiére partie du lemme. o
Pour établir la seconde assertion il suffit de remarquer que si f et f
désignent respectivement la limite supérieure et la limite inférieure de la sute
(f,), alors, comme précédemment, il existe deux sous-suites (n;) et (n) et un
ensemble dénombrable D tels que P(X €D) =0, et pour x&D", f, (x) = J (),
f0=fe. o
. Or, pour la probabilité Py, la suite f, converge en probabilité, par
conséquent f = [ Px-ps. =

ProrosTioN 7. Soit E un espace de Kithe r.i., lisse et n.c.o. 8i X, YeS(E)
ont méme loi, il en est de méme de D(X) et D(Y). De plus, D(X) = f(X) oa f
est une fonction croissante ne dépendant que de la loi de X.

Démonstration. Soient X €E et t un automorphisme. Pour D&%y
on a _
1=(D, Xy={(Dot, Xo1}.
Donc Dot ey, ce qui montre la premiére assertion.
Si X* est la réarrangée décroissante de X =) a1, pour des A,

1 <i<n, équiprobables et D(X) =D =}y x;1,, alors
1= <D, X< (D¥, X*) <|ID¥lg IX*) = 1.

Donc (D(X))* = D(X*) = (D{X*)*. De plus, si f est la fonction qui a af
associe x¥, on peut écrire D* = f(X*), dot D = f(X).

8i maintenant (X,) est une suite de v.a.r. étagées convergeant ps. et dans
S(E) vers X eE, il est clair que X} tend vers X* Notons D{X,) =D,
= f,(X,). On peat supposer, pour une sous-suite notée encore (f,), que f,
converge ps. dans R vers f; croissante (lemme 6). Or D, converge vers D
"=D(X). Il en résulte que D = f(X). =

Remarque. Lorsque E est réflexif et vérifie les conditions de la propo-
sition 7, la méme théorie s'applique & E*. L’application de dualité, D¥*, de
S(E*) dans S(F) s'écrit D* (Y} = g{Y) et, comme D*oD'=.dentité, on en
déduit que f est strictement croissante Pg-p.s.
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3. Applications de dualité différentiables. Soit E un espace de Koithe lisse
et soit D Papplication de dualité de S(E) dans S{E*) que T'on prolonge 4 E
par les formules: D(X)=D(X//|X]) si X#0 et D(0)=0. On a alors
{D(X), X»=|X|| pour tout XeE. ‘

D est une application fortement continue de E—0 dans S(E*) [12] et
pour tout X, YeE, [|[X+eY| = || X{|+¢& D(X), Y>+o(e) si & tend vers 0.
D(X) apparalt ainsi comme la dérivée en X de la norme de E.

En particulier, si E est nco., ic. et si [|[I[f=1, on a D(1) =1 et pour
tout X eE, ||[1+eX|l = 14eE(X)+o(e) si & tend vers 0.

On peut préciser cette égalité lorsque l'application D est elle-méme
différentiable en 1, c’est-d-dire si la norme de E est deux fois différcntiable en
1 [13], [23]. '

Prorosition 8. Soit E est un espace de Kothe n.c.o, i.c. d norme deux fois
différentiable en 1 et tel que {|1]| = 1; alors E < E* et il existe une constante k
== 0 telle que, pour tout X cE,

(1/e(D(1+eX)—1) =k(X - E(X))

En particulier,

dans E* guand & —0.

L +eX) = 1+2E(X)+( D kvar (X)+0(c?)

oil var(X) = IEE(X—E(X))2 désigne la variance de X.
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Démonstration. Par hypothése D est différentiable en 1, cest-d-dire .

quil existe une application lindaire continne D} de E dans E* telle que
|D(1+eX)—1—eD] (X, = o(e)||X]] pour tout X eE ([13], p. 151). Comme
D{l-+¢X) est une var, mesurable par rapport a la tribu ¢(X) engendrée
par X, il en est de méme de D} (X).

De plus, Papplication (X, ¥) —<{Di(X),Y> de ExE dans R est
bilinéaire, symétrique, positive et bornée ([13], p. 182 et [23]). En particulier,
pour Y =1, E{D{(X))= (D (X), 1> = {D{(1), X>=0 puisque D;{1)=0
(D(1+¢) = D(1) pour tout g). La v.ar. D|(X) est donc ¢(X)-mesurable et
centrée pour tout X <E.

Soit alors Aedf; Di(l)=al,+f1, avec oP(4)+pPA)=
(@—BP(A)+8=0, dot Di(l,) =k,(1,—P(A) avec ky =a—p. :

Remarquons que k, est indépendant du choix de A dans .. En effet, si
Bedd, on a Di(15) = kg(lz~—P(B)) et comme <D){15), 1,5 = <Di(1y), 15,
il en résulie que '

k4(P(A N B)—P(A) P(B)} = kg (P(4 " B)—~ P(4)'P(B))

et donc que k4 =kg =k dés que 4 et B sont dépendants, en particulier pour
tous les intervalles dyadiques de [0, 1] et donc pour tous les boréliens ps.
Enfin, comme D) est une application linéaire continue, on en déduit que
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Di(X) = k(X —E(X)) pour toute v.a. étagée, puis pour tout X ¢E. Il en

~ résulte notamment que X eE* et donc E < E*.

En outre, (D (X), X> =0 implique k= 0.
On obtient le développement de |i1+zXj| en appliquant la formule de

“Taylor & Fordre 2 en 0 & la fonction f: £ —||[1+&X]|, en remarquant que

f'(6) = D(1+eX), X5 et donc que [ (0) = kE((X — E(0)?) = kvar(X). =

Exempies. Si E =[?, les conditions précédentts sont vérifides si et
seulement si p>2, et la constante k vaut alors p—1. Pour les espaces

‘d’Orlicz voir I1.2.

4. Ttération des applications de dualité. Nous supposcrons toujours que E
est lisse et n.c.o. de sorte que D est unique et E* = E'. Comme nous venons
de 1e voir, il existe des cas oi E* se plonge canoniquement dans E; il suffit
pour cela que E soit réflexif et que E* satisfasse aux hypothéses de la
proposition précédente, par exemple lorsque E = [, 1 <p < 2, ou que E est
un espace d’Orlicz contenant I? (cf. II).

Sl en est ainsi, si donc E* < E, linjection étant continue, on peut
considérer D comme une application de E dans E et Titérer: -

Dn*i-l(X) = D(DII(X))'

Il est aisé de voir que (}|D,:,(X)ll) est une suite croissante bornée. Nous

" allons montrer que sous des hypothéses trés générales la suite (D,(X))

converge pas. et fortement vers le signe de X normalisé. D se comporte ainsi
comme une “fonction concave impaire” sur E, ses itérées se concentrent de
plus en plus autour de ses points fixes 0, 1 et —1.

Commengons par rappeler qu'une famille F de v.a. d'un espace de K&the
E est dite E-équiintégrable ([19], [9], p. 201-202) si

sup || XLy xsoll =0 lorsque ¢ —eo.
XeF .
On vérifie que si E=I, 1 <p<2, la boule unité de E* =" est E-

équiintégrable. Cette propriété s'’étend aux espaces d’'Orlicz (IL.2); elle inter-
vient ici de fagon naturelle:

TutoreME 9. Soit E un espace de Kothe n.c.o., lisse, r.i, tel que E* < E er
que, pour Pinjection canonigue, la boule de E* soit une partie E-équiintégrable,
Alors la suite des itérées (D,(X)) est *-convergente dans E et, si Y est une
valeur dadhérence de cette suite, on a D*(Y) =Y.

Démonstration Pour XES(E+} notons 4, = ||D,(X)|] et
D+ = DB((1/a,) D, (X)) = f((1/a,) D, (X)) = g,(X).

- Dans ces conditions, avec le lemme 6, la suite (D,;;) converge #-ps. dans

R..
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Supposons que la boule de E* soit E-équiintégrable; alors le lemme 21
de [10] nous assure que la suite (D,) est =-convergente dans E. Si maintenant
Y est une valeur d’adhérence de cette suite, nous avons les relations ||¥|
= |ID(Y)| et ||¥lg = |[D(¥)g= = 1, ce qui montre que D*(Y) =Y. m

Remarque. Lorsque E=1I7, 1 <p < o, D(X) =sgn{X)|X|*"%, et vi-
siblement si p # 2, '

D*(X)=X < D(X) =X <= X =sgn(X)/sgn(X)].

Cette propriété est vérifiée par certains espaces d’Orlicz (cf. IT}. Nous sommes
ainsi conduits & introduire la définition suivante:

Dermvirion 10, Un espace de Kothe E nc.o., lisse et normalisé (J{1]] = 1)
est dit D-concave si:

{i) D2(X) = X <X = sgn(X)/llsgn (X},
(i) E* < E, linjection étant continue et la boule unmité de E* étant E-
gquiintégrable. '

E est dit D-convexe si E* est D-coricave.

TukoreME 11, Soit E un espace de Kothe D-concave et soit X €E; la
suite des itérées (D, (X)) de Papplication de dualité converge p.s. fortement dans
E vers sgn(X)/|lsgn(X)l,.

Démonstration. 8i ¥ est une valeur d’adhérence de la suite (D, (X)),
Y est un signe normalisé. Or sgn (D, (X)) = sgn(X), donc sgn(Y) = sgn(X) et,
par conséquent, on a unicité de la limite; la convergence p.s. se montre a
laide du lemme 6. m

Remarque. Dans la 2éme partie nous étudions de fagon plus précise les
espaces d’Orlicz D-concaves.

5. Théoréme d'Ando dans les espaces de Kiithe. Le théoréme d’Ando [é]
caractérise les opérateurs espérances conditionnelles dans les espaces I?,
1<p<oo, pt2: ‘

“Toute projection-contraction de I, 1 < p < w0, p 5 2, laissant les con-
stantes invariantes est une espérance conditionnelle”.

Nous allons étendre ce théoréme aux espaces de K&the D-concaves ou
D-convexes, Commengons par un résuliat préliminaire.

Soit E un espace de Kéthe et soit T une contraction de E; nous notons

T* son adjoint et nous désignons par 3 (resp. T*} les invariants de T (resp.
de T%).

Lemme 12. §i T laisse les constantes invariantes et si X € I=>sgn(X)e T,
alors 3 est réticulé. De plus, si E est nc.o., J= E(#) on E(%#) désigne le sous-
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espace de E formé des v.a. mesurables par rapport & la sous-tribu 2 des
invariants de T.

Démonstration. Soit X €3 il existe une suite (2,) décroissant vers O
telle que P(X = a,) = 0 pour tout n. Posons §, =sgn(X—a,); alors

I+Sn = 2'1(3&};,") ES-

ro~—

Ainsi 1xs0 €T et T est réticulé, Soit # = {Ieo: 1,3} on conclut
domme dans [9], p. 208. a

TuEOREME 13. Soit E un espace de Kbthe D-concave tel que la norme de
E* soit deux fois différentiable en 1. Soit T une projection-contvaction vérifiant
T(1) = 1. Alors T est une espérance conditionnelle.

Démonstration. La relation <T(X), D(X)>= (X, T*{D(X))) et
Tunicité de D montrent que si X €3, alors D(X) = T

Soit Ye3*; (D*(1 +¢Y)—1)/e appartient & T et converge, quand & tend
vers 0, dans E, vers k(Y—E(Y)) (proposition 8). Ainsi 3 = Jet si X el
alors D(X)e3. En itérant, D,(X) 3 pour tout n dés que X e 3, 11 en résulte
que sgn(X)e 3 (théoréme 11). Le lemme 12 assure que T est réticulé et que
3= E(#).

S(Eit Be#; la relation E(T(X)1,) = E(X15) montre que T(X) = E2(X),
ce qui achéve notre preuve. m

En appliquant ce théoréme 4 T* on obtient:

CoroLLaRE. Si E est D-convexe et si sa norme est deux fois différentiable
en 1, toute projection-contraction T telle que T(1)=1 est une esperance
conditionnelle.

Nous donnons en II une version plus compléte de ce théoréme pour
les espaces ¢'Orlicz.

6. Restriction 4 L™ des applications de dualité. Les exemples classiques,
espaces I et espaces d'Orlicz, montrent que si Xel*nS(E), alors
D(XyeL™nS{E); ou, plus simplement, en considérant un prolongement de
D, D applique L® dans L*.

Nous ne savons pas caractériser géométriquement les espaces E vérifiant
cette propriété. Néanmoins, nous avons: :

ProposiTion 14. Soit E un espace de Kothe ri, lisse et faiblemen:
séquentiellement complet. Alors, pour tout & > 0,

sup D (XAXID <2 1X]| <1, PIX = |IX|l) 2 8} < + 0.
Démonstration. (1) Soit X eS(L%) et P(X =1) > ¢; montrons que

D(x/[| Xl eL™.

4 — Studia Mathematica 93.1
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En effet, D(X/|IX]) = £ (X/IX]} et ||D XX < fUXN/NXID < 0.
(2} Procédons par négation. Soit (X} = S{L}} une suite telle que P(X,
=1}=ze et ‘

'DXANX M = L UXllANX) = 2.

Notons X* la réarrangée décroissante de X, et a, = 1/| X}, = I/||X,il -
Comme X} 2 1;,, il en résulte que 1< a, <4l De plus, le lemme 6
montre que la suite X* est s-convergente p.p. et comme elle est E-
€quiintégrable, le lemme 21 de [10] montre qu'elle est, en outre, fortement
compacte dans E

Ainsi, pour une sous-suite convenable que nous indexerons par », pour
alléger les notations, nous pouvons supposer que a, XF converge dans E et
p.p. vers aX, avec

a=1|X|l,=lima, PX=1)2>s.

De la méme mgnié;e on peut su‘pposer‘fa convergence p.p. ¢t dans E* de la
suite (D(X,,/HX,,H)) vers D(X/||X|) = f (X X|)). Par conséquent ||D(a, Xl
converge vers [|D(@X)}|., ce qui est contradictoire avec (1). =

ProrosiTioN 15. Pour un espace de Kithe, E, ri., nc.o, lisse, on a
Péquivalence entre:

(i) D{X)eL” pour tout X eL*n S(E).

i) VXeS(E,), si D(X)= f(X), [ est prolongeable en une fonction
croissante de R, dans R, .

St Pune de ces conditions est verifiée, alors on peut choisir, pour
Xel*nS(E) et P(X =[X|lo) >0, un prolongement [ de f tel que
Bl €20iflle =2 (i X)| o), et de plus, on a Péquivalence entre:

" (a) X,»X dans S(E) et
VXER_Q.A
(b} D est L*-bornée, ie. sup, 1D (X Mlw: || Xl < kb < 400,

Démonstration, (i)=-(1). Pour Xel®nS(E,) on a [D(X
< S(1X]|e) < oo

(@) =(0). 8i X el®nS(E,), alors ||D(X) = f(X)]lo, < K, on peut donc
prolonger f convenablement 4 tout R... Si maintenant X €S(E.) et [|X]|,, = oo,
les relations D{X) = f(X), f croissante, et P{X > n) > 0 pour tout n, mon-
trent que f est finie sur tout R, . '

Pour la seconde partie le choix d’un “bon™ prolongement est évident.

{b) = (a). ‘Pour la suite X, considérée, nous avons

1 Flloo < 21/ (X <€ 2K

sup, |1 Xl < + 00 = sup, f,(x) < + o0

c'est (a).
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(a) = (b). Soit f le prolongement de f; alors |f(X) < F(1Xll«), donc

NF XN < F(1X1l) et, pour une suite convenable,

R (Xl < fo(k) < sup (k) < +o0;
cest (b). =

7. Applications de dualité et approximation

a. Nous avons montré dans [9] que si E est un espace de Kothe de va.
sur (9, .o/, P) vérifiant Tune des deux propriétés suivantes:

(i) E posséde la propriété de Fatou et ses parties bornées sont
I'-équiintégrables;
(ii) E est faiblement séquentiellement complet,

alors pour toute sous-tribu # et tout X €E, il existe un meilleur approximant,
re(X)eE(#) = {YE: Y %-mesurable}, tel que
| X —pa(X € 1X-YI, YeE(®).

Nous allons compléter cette étude pour des espaces de Kidthe, fsc, ri,
lisses et tels que si D(X)= f(X), f est strictement croissante (voir la
remarque Suivant la propesition 7), Tensemble de ces hypothéses étant,
parfois, surabondant.

La principale méthode de démonstration de cette partie est Jbasée
sur Putilisation des médianes conditionnelles, introduites en [9], que nous
rappelons briévement. '

Soit E un espace de Kothe vérifiant les conditions précédentes et soit
X eE. Si f est une fonction impaire strictement croissante de R dans R et si
# est une sous-tribu de .7, on appelle f-médiane conditionnelle de X suivant
# Punique v.a, #-mesurable Y telle que E*(f(X—Y))=0 P-ps.

Si maintenant pg(X) désigne le meilleur approximant de X suivant # on
a pour tout YeE

HX = pa(X)+2¥] =X —pa (X +¢ <D (X — palX)), YD +o().

Si YeE(#) la fonction & =||X —pg(X)+eY|| est minimum pour & =0, et
donc sa dérivée (D(X —pa(X)), YD =0, Cest-d-dire E*(D (X —pa(X))) = 0.

Sous les hypothéses de ce paragraphe, lorsque |X —pg(Xi =1, D(X
—pa(X)) = F(X—pg(X)) ol f est une fonction strictement croissante ne

dépendant que de la loi de X —pg(X) (cf. L.2). Ainsi pg(X) est la f-médiane

_conditionnelle de X suivant #. On a:

ProrosiTion 16. Soient X €E et # une sous-tribu de f. Alors

pa (XM < [1X]fa-
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Démonstration. Il suffit d'établir la relation pour X positive. Or la f-
médiane conditionnelle est ‘une fonction croissante et elle vaut 1 en 1 [9]; 1a
preuve s’en déduit directement.

b. Lorsque (#,) est une filtration croissante, on ne sait pas, en général, si
la suite de meilleurs approximants converge p.s. Pour obtenir la convergence
ps. pour une v.a. de L* nous sommes amenés A faire des conditions
restrictives sur Pespace.

Nous supposerons que I'application de dualité D est bornée sur L® (voir
proposition 13) et, de plus, si X, converge vers X dans S(E), alors la suite de
fonctions (f,) définies par f,(X,) = D(X,) converge simplement vers f, f(X)
= D(X).

ProposimioN 17. 8i E vérifie les conditions précédentes pour tout X e L™
et pour toute filtration (#4,) croissant vers # telle que X ne soit pas #-
mesurable, alors la suite des meilleurs approximants, pa,(X), converge ps. et
dans E vers py(X).

Démonstration. Soit 1/a, = || X — py (X)Il; par hypothése 1/a, décroit
vers 1/a, a>0. La proposition 14 nous assure que la suite D[a,(X
= Pa, (X))] = f,[aa(X —pg, (X))} est bornée dans L. Les hypothéses sur
l'espace montrent, en outre, que la suite (f,(X)) est bornée dans L™ et qu'elle
converge simplement vers f{X).

Par suite, E*" £.(X —q), ge Q, converge p.s. et dans I! et, par les mémes
arguments que dans [9], théoréme 5, on en déduit la convergence p.s. des f,-
médianes conditionnelles de a, X suivant les tribus 4,; donc celle des py (X).
La convergence forte est classique [9]. = - '

8. Applications de dualité et supports. Précisons maintenant les rapports
entre le support de X et ceux des éléments de ;.

On appelle support d’'une var. X lensemble {X % 0}, Pour ueE*
notons ul, P'élément de E* défini par {ul,, X>= (u, X1,>.

TL’ensemble des 4 .o/ tels que ul, =0 est stable par réunion, ce qui
permet de définir le support de u comme la plus petite partie S .o/ — P{S)
- minimale —telle que si A &S, alors ul, =0,

On remarque que si X €S(E) et DeBy, si § (resp. §') est le support de
X (resp. de D), on a Dige@y et De@yy,,. '

a. Le théoréme suivant caractérise géométriquement les espaces de
Ké&the pour lesquels supp(D) < supp(X), pour tout X €S(E) et tout D&y,

TueoreME 18. Les assertions suivantes sont équivalentes:

) VX, YeE, rels que XY =0, | Xl =1 <Y}, Jxe]0, 1[ tel que
lleX +(1 —a} ¥]| = 0.
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(i) YX eS(E) VDePy, supp(D) =supp(X).

(i)* Méme assertion en remplagant S(E) par S(E,).

(i) E est orthogonalement lisse (ou orthogonalement Gateaux
différentiable), c'est-a-dire ¥V X, Y€E tels que XY =0, si Z = aX+bY, alors
(1 X +aZ] — | XY converge quand o tend vers O.

(iii*) Méme assertion en remplagant “converge” par “eonverge
uniformément”, cest-d-dire Yk Ve (e, k) tel que si a < afe, k), alors

X+oZ)|—
”i-wu—ailXH <eg pouwr |Z =aX+bY| <k
o

Démonstration. Vérifions tout d’abord que supp(D) = supp(D)).

Si X est une v.ar. étagée dont le support ¢st inclu dans (supp(D))”, alors
<D, Xy=0 et, par conséquent, pour tout XeE tel que
supp(X) =(supp(D)), (D, X>=0. De la on déduit ¢D|, X>=0 et
supp(ID}) <supp(D). Linclusion inverse est triviale. L’équivalence entre (ii) et
(ii*) en résulte.

(i) = (ii). Supposons qu'il existe 4 < (supp(X) = S)c tel que <D, 1,> > 0.
Soit 1 > a > 0; alors D= Dlg+a{Dl,) = D'. Posons

1 .
a <D: 1A>,

si a est suffisamment petit, alors [|Y][ > 1. On peut choisir « de sorte que 174
=4X +(1—0) Y|| = 1. En écrivant Z = aX+ fil,, on obtient

Y=1A

124D, Z52 D, Zy=a+af D1, 1,5 = 1.

Or (D, Z>=a+B <D, 1,>, do (D, 1,>=a{D, 14, ce qui est contradic-
toire. _

(ii*) = (iii). Remarquons que si X, —~X dans S(E), alors toute val_eur
d'adhérence faible, D, de la suite (D,), od D, €2y, , appartient & @y. Soient
X, YeS(E) tels que XY =0. Posons Z = (aX +bY)/|laX +bY]||. L'inégalité
(1), p. 21 de [12], assure, pour 1> 0, que

X +iZ]| - 1
A

La remarque précédente montre que le terme de droite de I'inégalité tend
vers {D, Z> lorsque 4 —0.

Or, avec (i), <D, Z% = afjaX +b¥|| = (D{X), £): le terme médian con-
verge. Le cas 4 <0 s'cbtient de m€me, en changeant Z en —Z.

(iii) = (iii*). Nous pouvons, pour simplifier, supposer que X et Y appar-
tiennent a4 S(E).

L'orthogonalité de X et de Y implique [X+7Y|=|X|+|Y|. Par

D(X), 2> < < {D((X+AZ)|X +12Z]), Z >.
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conséquent, si Z(a, b) = aX+bY, |[X+Z(a, b)) = |[X+Z(a, —b)||, donc

Iin;oc“(IIX+Z(a, bl —1) = <D(X), aX +bY>

[

est une fonction linéaire en a et b et paire en b, elle est donc indépendante de

b. 1l est alors aisé de voir, en prenant b =0, que cette limite vaut a.
Nous sommes amenés 4 montrer que o~ (X +Z (a, b)]|— 1) converge

vers a uniformément si |2 (g, b))| < k. Nous pouvons prendre k = 1.
Linégalité ||Z = aX +bY|| < 1 implique |4 v [b] < 1. De méme |l +uq

€| X (1 +aa)+ab¥)| conduit 4

Ltad-1 _|IX+aZ(a b)j—1
o = o a

Le terme de gauche est nul si o) < 1. Le terme de droite est inférieur 3
(1X+oZ (a, D||—1)a~a, qui est lni-méme inférienr 4

IX(14aa)+aY|l~1
oa

1

cette dernjére expression est <& dés que o est assez petit, ce qui prouve
Fimplication.
(iti*) = (i). Soient X, ¥, €S(E,) tels que XY, = 0. Pour tout o €70, 1[0, i
te pe[l—a, 1] tel que {a¥,+BX]|| = L. Si nous posons

z,=av,-"Lx,
o
alors |[Z,|I < 2. Avec Thypothése (iii*),
X +aZ,)| -1
I — D(X), Z,5| 20 quand « —0.

Donc {D(X}, Z >—>0 Or (D(X),Z > = {D(X), a¥y>—(1—p)ju et, par
conséquent, £'(0.) =
Pour achever notre preuve, prenons Y, = ¥/||Y]|, ||Y]| > 1, et supposons

quetpour tout #€]0,1[, on ait [[y¥+(1—m X{| > 1. En posant a = »)lYyl, il
vien

o ¥ +(1 e/l 21 X]| > 1,

;t, (%i a; est0 assez petit, on obtient 1 —u/]|Y|| > B, ce qui est contradictoire avec
+)=4U, n

b. Lien avec la stricte monotornie. Rappelons quelgues définitions relati-

ves 4 la stricte monotonie des espaces de K&the, notion lant la gcometrle et
I'ordre [6] [8].
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Dirmmions 19. Un espace de Kothe E sur un espace de probabilité
(2, o, P) est dit:
~ Strictement monotone—s.m.—si pour Y et XekE,,

| X+ Y| =}X|| impliqgue Y =79.
— Strictement monotone pour les constantes—s.m.c-si pour X eE,, et
a ER+ 1]
(I X +alj =]|X] implique a=0.
— Strictement monotone orthogonal—s.m.o.—si pour X €E,, aeR, et
< (supp (X)),
HX +al,| =|lX]| implique al,=0.

— Strictement monotone de méme support—s.ms.—si- powrX €E,,
acR, et A =supp(X),

| X +al,fl =[X|] implique al,=0.
Ces notions interviennent naturellement dans I'étude des isométries des
espaces de Kothe.
ProprosiTioN 20. Si L® est dense dans E, alors E est sm.c.

Démonstration. Soient X eS(E,) et acR. tels que || X4 = |l X].
Prenons D €9y ; la remarque précédant la définition 1 nous autorise & choisir
D=0 On a {D,X>= (D, X+ad, donc <D, ad=0. 8 a>0, alors pour
pel® <D, @)=0 et, par densité, D=0, ce qui contredit <D, X = [IX]|

=1 =

ProrositioN 21. Si E est s.m.o., alors, pour tout X €S(E) et tout D € Dy,

supp (X) <supp(D).

Démonstration. On peut supposer D = 0; notons § = supp(X) et 8
= supp (D). Par négation, il existerait 4 = § avec P{AnS)=0cet P{4) >0.
Donc D1, =D et D,1,.X>=1=4D, X, Par conséquent

[1X1 1 = [1X]] = IXL,+ X1 I,
et de 14 X1, = 0: contradiction. m
Citons encore une propriété évidente:
ProposiTion 22. Si E* est s.am., E est orthogonalement lisse.

Nous avons rassembié 3 la fin de la partic II des propriétés plus fines
sur la stricte monotonie des espaces d’Orlicz.,
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H. Cas des espaces d'Orlicz

1. Rappels et propriétés. Soit (22, .o/, P) un espace de probabilité non
atomique et soit U une fonction d'Orlicz, cest-d-dire une fonction convexe
croissante définie sur [0, co[ vérifiant U(0)=0 et lim, ., U{x) = w0.

Notons u la version continue a gauche de la densité de U, U(x)
= jgu(r) dt. Pour simplifier nous supposerons lim, _, ., #(x) = oo, Nous notons

Py

v linverse continue 4 gauche de u et V(x) = ﬁv(z) dt la conjuguée de U.
Enfin, & et 7 désigneront les versions continues i droite de u et de v,

Soit Ly = {X: 39, E[U(¢|X] < +c0} Tespace #O0rlicz associé a U et
soit Hy = {X: E[U(g|X)] < +c0, pour tout g >0

Sur Ly on définit la norme de Luxemburg:

X1, = sup {o: ELU (o] X]}] < 1}
et la norme &Orlicz:
(I Xily =sup [E(XY): E[V(Y)] < 1]}

L'espace Ly muni de la norme de Luxemburg est un espace de Banach,
noté IY), Muni de la norme d'Orlicz, Ly est aussi un espace de Banach,
noté {Y.

Sur Ly les deux normes sont équivalentes [18], plus précisement:

1 XNy < Xy < 21Xz,

Rappelons les principales définitions lides & la croissance de U,
U est modérée ou satisfait la condition 4, si

3K etxy 2 0 tels que U(2x) < KU(x) pour x > Xy.
U est dite comodérée [6] si
dxq 2 0 et un couple (4, g) de nombres > 1 tels que

u(tz;) >q

our x 2= Xp.
u( p =

Rappelons les propriétés classiques suivantes (18], [6], [197:

1) Les espaces d’Orlicz possédent la propriété de Fatou.
2) Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) U est modérée,

(1) Les fonctions étagées sont denses dans IV,
(iii) LY est nc.o.

{iv) IV est faiblement séquentiellement complet.
(v) Le dual de 'Y est 1'.

(vi) VX, E[UX/)|X]l)] = 1..
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(vii} Pour toute suite X, >0,
(| X i, décroit vers 1 <= E[U(X,)] décreit vers 1.

{viii} Pour tout couple 0 <g <b < + o0 il existe 0 <a* <b* < + 0
tels que

a X || Xy € b impligue o* < E[U(X)] < b*.

3) U et Vsont modérées <= IV est réflexif.

4) u est continue <> I est strictement convexe [20].
Si u est continue et U comodérée, alors I'Y) est lisse.
Si u est strictement croissante, alors

LY est strictement convexe < U est modérée ([16], th. 2.2).
Si v est strictement croissante et ¥ modérée, alors I” est lisse.
5) On a toujours Ly © Lyg, Ly = Ly et

Ly = Ly, <= U .est comodérée [6].
6) Si U, et U, sont deux fonctions d'Orlicz, on a [18], [6]
Ly, =Ly, < Ax, k>0 tels que, pour x = xp, Uy(x) < U, (kx);

on éerit Uy > U,. . _ _
On dit que U, et U, sont équivalentes si U, > U, et U, > U,.

2. Applications de dualité dans les espaces d’Orlicz. Soit U une fonction
d'Orlicz de densité continue & gauche u et de conjuguée V. St X est une va.
positive telle que E[U(X)] =1, alors u(X)el’ et linégalité de Young
montre que

lu(X)] = sup{E[u(X)Y]: E[U(Y)] <1} <1+E[Vou(X)],
d'od [ju(X)]| = EfXu(X)]. On en déduit:

ProrosiTioN 23. (a) §i U est modérée, Fapplication

w(X/1 X wp)

Y powr tout X el®, X #0,
[ (X X i)l

Dy (X} =

est une application de dualité de [,

(b) Si u est continue et si U est modérée, a tout X el’, X # 0, on peut
associer un nombre ky vérifiamt E{Vou(X/ky)] =1 et lapplication Dgs(X)
= u(X/ky) est une application de dualité de L°. :

Démonstration. {a) Si U est modérée, | X[y =1<=E[U(XN] =1;
on a donc E[Xu(X)/Jlu(Xl]=1, dod le résultat.
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(b) 8i U est modérée, V ou Pest aussi [6], Papplication k — E[V ou(X/k)]
est donc définie sur JO, +cof; comme u est continue, elle définit un fy
vérifant E[Vou(X/ky)] = 1. Comme vou(x) = x,

[ )

ce qui montre {b). »

X
kx

3
u

Remarque. Sous les hypothéses de la proposition 23, les applications
de dualité ne sont pas uniques; il faudrait pour cela que les espaces sous-
Jacents soient lisses. Aussi pour ne pas trop alourdir la rédaction nous
supposerons dorénavant que u est continue et strictement croissante et que U
est modérée et comodérée; les espaces LV et I'Y) sont alors réflexifs et lisses
ainsi que leurs duaux respectifs I et I'. Les applications D, et D,
coincident avec les dérivées des normes d'Orlicz et de Luxemburg ([18], p.
185-193).

a. D-concavité des espaces d'Orlicz. Sous les hypothéses précédentes, on a:

Prorosirion 24 (Théoréme de de La Vallée Poussin). Les conditions
suivantes sont équivalentes:

() hmy, ., u(x)/x = 0.
(ii) £ se plonge strictement dans IY, Pinjection canonique est continue et
transforme les parties bornées de I en parties I”-équiintégrables.

Démonstration. On remarque tout d’abord que

lim u(x)/x =0 < Hm u(x)/e(x) =0

X —=oy X0
et, comme U et V sont modérées, les inégalités de [6] montrent que

v(x) V{x) Uov(x)
) €S 0 A e
u(x) U(x) U(x)
U étant une bijection de R, dans R., il existe une unique fonction
croissante et continue ¢ vérifiant @ (U (x)) = U(v(x)) et on a & (x)/x — o0, De
plus, les memes inégalités montrent que
E[2(U(x)] < ELVEX)] < CliX]y

pour une constante C convenable. Le critére de de La Vallée Poussin permet
alors de conclure,

Inversement, si les parties bornées de L sont [”-équiintégrables, d’aprés
la réciproque du critére de de La Vallée Poussin il existe une fonction

convexe ¥ telle que ¥(x)/x — oo et E[ (U (X))] < C||X|ly. V étant modérée,
on en deéduit l'existence d’une constante C’ telle que

E[¥YoUX)]< CE[Uon(X)] (18], th. 13.1, ou [6]),

icm

Applications de dualité 59

don il existe x, tel que si x = x4, on a Uowv{x)= C"¥olU(x) pour une
nouvelle constante C”. Il en résulte que
lim Uov(x)/U(x) =, cest-d-dire lm u(x)/x=0. »

x-hol Xroo

Remargue. On a aussi

lim #{x)/x =0 <« lim U(x)/x* =0,

X ¥ o X 00
ce qui implique que I? est strictement inclu dans IU et que ses parties
bornées y sont équiintégrables. On a donc sous les hypothéses précédentes
les inclusions strictes suivantes: [V < I? < LY,

Parmi les espaces d’Orlicz qui se plongent dans leurs duaux ou dans
lesquels leurs duaux se plongent, LY = I ou IV < Y, nous allons maintenant
caractériser ceux dont les applications de dualité ne laissent invariants que
les signes normalisés,

Lemve 25. A. Soit u une fonction nulle en O strictement croissante et
continue sur R, . Les énoncés suivants sont équivalents [11]:

(1) u(x)/x est strictement décroissante sur 10, cof.
(ii) Pour tout o >0 Péquation u(zx) = x a au plus une solution > 0.
(i) Pour tout x&]0, 1[ et tout x >0, u(xx) < ax.

B. Si U est une fonction d'Orlicz dont la densité vérifie sur Ry Tune des
propriétés précédentes et si D désigne Do ou Dy, et ||| désigne respectivement
(1"l o |||y, les énoncés suivants sont équivalents:

() X = sgn(X)/lisgn (X)I.

(i) D(X) = X.

(iil) D2 (X) = X.

Démonstration La partie A est immédiate; pour démontrer la partie
B, il suffit de remarquer que la classe % des applications u vérifiant les
propriéiés de A est stable par composition avec les homothéties positives: si
uel, alors x —ufax) e pour tout o > 0, et que & est stable par composi-
tion: sl u;, Uy €, ¥ OU EY m

Des deux propositions précédentes on déduit:

TurorEME 26. Si u est une bijection strictement croissante de [0, ool sur
[0, co[ telle que x —u{x)/x décroisse strictement sur 10, o[ er tende [:}Jers 0a
Finfini, ators, si U (1) =1 (resp. V(1) = 1), L¥ est D-concave (resp. L” est D-
concave).

b. Différentiabilité des applications de dualité. Nous examinons mainte-
nant la différentiabilité en 1 des applications de dualité D, et D,. Comme
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précédemment, ¥ désigne une fonction impaire, continue, strictement crois-
sante, modérée et comodérée, d’inverse v. U et Vsont les fonctions d’Orlicz

associées 4 u et v. Nous avons:

Prorosimion 27. Si u est dérivable et convexe sur R, , les applications D,
et Dy sont différentiables dans Ly. En particulier: ‘

{iy Si V(1) =1, alors, pour tout X el?,

D —
oll +:X) . _’;)'((?)(X—E(X)) ps. et dans I quand ¢ 0.

(i) Si UQ1)=1, alors, pour tour X el

Dp(l+eX)—1 _}u’(l)
g u(1)

(X—E(X)) ps. et dans I quand ¢ —0.

Démonstration. () Si V()=1, Uy ={lllsy=1 et Dp(l)=1.
Soient Xef’ et 0 <e<1;0na

1+eX :
D(1+aX)mu(k+£) avec E[V0u(§6+&X)]=1

LheX 14X

Comme u est convexe, dérivable et strictement. croissante, Vou est une
fonction d’Orlicz de densits continue et strictement croissante xu'(x). ky

est alors la norme de Luxemburg associée 4 Vowu dans 'espace d'Orlicz
' =[°. Pour cette norme [Y est lisse et on a

kivex =ky+eki E(X)+o0(e) avec ky = ki = 1/v(1).
Il en résulte
Do(1+eX) = u(v()[1+2(X — E(X))])+0(e)
=l+er' (0 [X-EX)]v(1)+0(e)
olt of¢) est une famille de v.ar. vérifiant o(g)/z -0 ps. quand ¢ -0, Par
conséquent
Dy(l+eX)—1 ) v(l
O—Tm = (v (1)) [X ~ E(X)] :;%[X—E(X)] ps. quand ¢ =0,
Pour montrer la convergence forte dans ¥ il suffit de majorer

(Do (1+8X)—1)/e| par une variable de I" indépendante de &. On a

Do(l+2X)—1

~9-——8»~——-— =u(l) (X~E(X))u’(v(1)+_68u(1) [X~E(X)])

avec 0 <8 <1,
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Comme %' est paire et croissante sur R, il vient

Do(1-+eX)—1

S+ (X~EX)) v (eD+e ()X -EX)|)=7Y.

Enfin, comme xut’ (x) est la densité de V ou et que v(D)+v(D)|X —E(X)| el”, il
en résulte que Y el¥, ce qui achéve la démonstration de (i).

(i) Si Uy =1, [N =1l =1 et Dy = 1. Soient XEL‘f et 0 <g <1,
On a

_ 1+eX 1
put+ex) =l ()
11+ eXHw /llv
_u(le(X —EX))+0 @)
[ (1-+e(x ~ ECO) +o @y
=1+e;~1~‘«—(*—1-)-(X——E(X))+o(£) ps.
u(l)
d'ol . ’
D1 +eX)-1 L (1)(X——E(X)) ps. quand & —0,
il u(l)
De plus,
DLU+e0) =1 4 o) (X~ B0 1+ 0e(X ~ E(X))] +0 (1)
o

pour (0 < <1 et, par le méme argument que précédemrpem’, on en déduit
que (Dp(1-+¢X)—1)/c est dominde par une variable de Lf’ indépendante de. g

On montre de la méme fagon que Dy et D, sont dérivables en tout point
Yely, ce qui_achéve la démonstration de la proposition. w

¢ Théorémes & Ando dans les espaces d'Orlicz. Les résultats des para-
graphes a et b et la théoréme 13 de la premiére partie, appliqués a u et ¢,
conduisent A I'énoncé suivant:

Provosirion 28. Soit U une fonction & Orlicz dont la densité posséde sur
R, une dérivée strictement croissant vers linfini ou strictement décroissant vers
éro. Toute projection-contraction de I ou de I7 telle que T(1) =1 est une
espérance conditionnelle.

Remarque. 11 mest pas indispensable que la densité u de_ U soit
strictement concave ou convexe pour que le théoréme d'Ando soit valide
dans IY: il suffit en fait que u soit “de type concave” ou “de type convexe”,
comme nous Pavons moniré dans [7]. Cependant la procédure que nous
utilisions alors ne peut 8tre étendue aux espaces de Kothe. C'est pourquol
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nous ne l'avons pas suivi ici. Il se trouve que la densité u met en dualité trés
simplement [Y et [V et se comporte ainsi comme une véritable application de
dualité dont elle évite les inconvénients et les lourdeurs,

De fagon plus précise, si u désigne une fonction impaire, continue,
strictement croissante, modérée, comodérée, vérifiant u(1) = 1 et u({w) = o
on dit que u est de type concave si:

¥

(1) 11 existe deux réels y et x, > 0 tels que, pour tout 0 < 1 <1 et tout
X ; xO:

M(Ax)> u(x}
Ay =T

(i) Si 0 <x <1, alors u(x) >x, et si x> 1, alors u(x) <x.
(iii) » est dérivable en 1.

On dit que u est de type convexe si son inverse v est de type concave, On a
alors:

ProposiTion 29 (Théoréme d’Ando). Soit U une fonction & Orlicz dont la
densité u est de type concave ou convexe. Toute projection-contraction T de V)
ou de IV vérifiant T(1) =1 est une espérance conditionnelle.

Démonstration. Elle est détaillée dans [7], p- 132,

3. Meilleures approximations dans les espaces d’Orlicz. Dans [17] Herrn-
dorf a montré la convergence ps. des suites de m.a, le long d’une filtration,
pour la norme de Luxemburg. Nous précisons ci-dessous ce résultat en
prouvant que les suites de ma. satisfont aux inégalités de Doob des
martingales,

Nous avons vu que I'application de dualité permet d’établir un rapport
entre le meilleur approximant — ma. — pg(X) d'une v.ar, X par rapport 4
une sous-tribu # pour une norme donnée, et la médiane conditionnelle
mg(X) de cette variable. Nous allons maintenant exploiter ce fait dans le cas
des normes d'Orlicz et de Luxemburg.

Soit X une var. non %-mesurable.

Pour la norme de Luxemburg sur Ly la relation E*(D (X — P& (X))
=0 conduit i

P& (X) = || X — p5 (Xl v, (ﬂ%m)

Pour ia norme d'Orlicz sur Ly la relation E*(Dy (X —p3 (X))) = 0 conduit a

(3 1 2 (k_X_,_)
Pa(X) ”‘ Pa(X)|ly mig X —pS (Xlly
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ol k est déterminé par

X - p5(X) )l -1
E[V‘”‘(" Feream

Remarques. On sait quil existe deux nombres réels a et b tels que si
XelV et E(U(X) =1, alors 0 <a < ky <b < +00 si E(V ou(X/ky) = 1; ce
qui, avec la relation || X[ < ||X]ly < 20| X pgrmet de montrer que pour
toute tribu 4, el loute variable X elV e non #,-mesurable, il existe une
constante K telle que, pour toute tribu # < ., on a

X
0 H K..n—m---—-—-—-u—-— 3
pm(X)sKﬁXll(mm@( ||X--p_f;§(-X)H(U))

X
P (X) < K1 X1y 7ty (Km)

Le but de cette partie est d’étendre aux m.a. les inégalités de Doob
valables pour les médianes conditionnelles [9]. _ o

Dans le théoréme suivant on considére I'espace d'Orlicz Ly muni soit de
la norme d'Orlicz soit de celle de Luxemburg et p, désigne soit p§ soit pj.

TrioreME 30. Supposons que u soit équivalente @ une fonction concave ou
convexe et soit (:#,) une filiration de sous-tribus creissant vers ;J&wguc‘liors il
existe deux constamtes ¢ et C telles que pour toute v.a. X €Ly, positive,

cE™(X) < pa (X) < CE™(X).
Si X nest plus nécessairement positive, alors {py (X ) < CE™ (1X)). En particu-
lier, il existe une constante K telle que

(|p* (X) = sup pa, (N < K| X
gt la suite py (X) converge p.s. vers P, (X)-

Démonstration. Nous ne iraiterons que le cas ol u est équivalente 4
une fonction concave, le cas convexe se traitant de fagon scmblflb'le. (?om_me
u est équivalente 4 une fonction concave f et quelle est modérée, onr peut
trouver 3 constantes x,, ¢ et b telies que

x 2 xy = af (x) Sulx) <bf(x).
[ étant concave, il en résulte que si X 2 xo,
E* (1 (X)) < BE*(f (X)) € bf (E* (X)) < abu (E"'(X)) = ku(E*(X)).
Cas de la norme de Luxemburg. Posons p,,:p‘gr;" pour X el et
1/a, = | X — pllg: nous avons :

P = (1/61") mu(an X) on My = mg-”u'
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Nous avons montré dans [9], p. 219, qu’il existe des constantes k, et k, telles
que ky E*(u(X)) < u(mly (X)) < k; E® (u(X)), ce qui montre, avec les inégalités

précédentes, que u(m,(a, X)) < kkzu(Ega"(a,, X)) dés que 4, X > x,.

La suite (a,) étant croissante, on en déduit, pour ay X > x,, quil existe
une constante C* telle que, pour tout n =1, u(m,(a, X)) < C* a, E*"(X), le
cas a; = 0, X 4,-mesurable, étant trivial. En composant avec v, il vient
m, (a, X) < CE™{(a, X), donc

p.(X) < CE™(X) pour 4, X > x,.

Soient » un nombre >0 et X = b: la relation précédente appliquée

a xo X/{ba;) montre, en utilisant p{xX) = ap(X), que p,(X) < CEM”(X) pour
X=b Soit XeI'?; on a

Pu(X)+b = p, (X +b) < CE™(X)+ Cb

et, en faisant tendre b vers 0, on achéve cette partie de la preuve.
L'inégalité inverse s'obtient en composant par v la relation
klEﬁ"(u(X)) < (M (X)) et en utilisant I'équivalence de v avec la fonction
convexe inverse de f
Lorsque X n’est plus nécessairement positive, linégalité

lon = (Ya) my (@, X)| 2 (Va,) m, (a, 1 X])

permet d’obtenir la relation |p,(X) < CE'”"(IX [} cherchée.

Le cas de la norme d'Orlicz se traite de maniére analogue en utilisant les
remarques preécédentes,

Linégalité  {[p*(X)|| < K||X]] résulte de Tindgalité de Doob
IV. E*" (|| < Cl1X]l, démontré dans [21] ou [6], propositions 16 et 17.

Pour achever la démonstration montrons la convergence ps. Si
X, =E"(X), alors p(X) =p(X=X)+X, dé que k>n et comme
Ik n e (X = X,)]] € C*||X = X,Jl, nous pouvons appliquer la procédure
standard du théordme de Banach {l){l, p. 332, et la suite (p,,(X)) converge
ps. = '

4. Monotonies des espaces d'Orlicz. Dans ce paragraphe nous nous
plagons 2 nouveau dans le cadre général. U est une fonction d'Orlicz de
densité continve 4 gauche w, » est 'inverse continue 4 gauche de u el V Ja
conjuguée de U,

Commengons par étendre un résultat de Milnes [20].

Prorosimion 31. Soit f une v.a. étagée. Il existe une v.a. g o(f)-mesurable

telle que E(V(@)=1=llgllyy, Iflv=E(fy) et v <ef<ilg) avec
cliflly = 1. ‘
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Démonstration. Milnes [20], théoréme 3, a établi cette proposition
pour f L™ lorsque v est continue. On peut aussi ¥ voir une adagtation de_ la
proposition 23(b) ou I'hypothése de modération faite sur la fonction d’Orlicz
est remplacée par une condition portant sur la variable. _

v n'élant pas supposée continue, il existe une suite (v,) de fonctions
croissantes continues qui croit vers v, Soit u, linverse continue 4 gauche de
y, et U, et ¥, les primitives nulles en 0 de u, et v, respectivement. On a

(1 Mg = Tim L,

En effet, le théoréme cité ci-dessus assure Texistence d’une suite
(g, o(f)-mesurable telle que

Ngallor, . 1y = 1, ||fHu,,M = E(fgn+1) < u igns 1l

Comme E(V,(gy 1) S E(Vs1 (s 1)) < 1, Ja suite (f|f]jp,) est décroissante.
Enfin, ||f]ly < e+ E(fh) on E(V(h}) <1, h étagée, d'on

I1flls e+ fllo, My, < e+ o,

et Pégalité (1) en résulte.

Reprenons la démonstration. Soient A un atome de fetx, .la valeur
constante de g, sur A; comme ¥,(x,)P({4) < E(V,(g,)) =1, la suite x, est
bornée, d'oll jjsupgll. < +o0. . ' X

On peut donc extraire de la suite (g,) une sous-suite, notee de méme,
telle que g, converge ps. vers g, of f)-mesurable, et cette convergence est
dominée. De 1a il résulte que E(fg,) = E(f3) < [ fliv lgllsy- Ot Valgn) = V' (9),
le théoréme de Lebesgue assure alors que E(V(g)) £ 1. C’est bien la premiere

ie de la proposition. ‘
parthgntronI; lff seconde partie. Nous avons v,{(g,) = ¢,f et el flly, =1, la

* suite (c,) est donc minorée par un nombre strictement positif. 8i une sous-

suite de {c,) croissait vers -+co sur un atome A ou f 0, v,(g,) tendrait vers
o, ce qui est impossible, donc

D<mse, <M<+,

En extrayant une sous-suite () adéquate, telle que ¢, CONVerge vers c et gy,
~¢, on achéve la démonsiration. w _

CorOLLATRE 32. Soit [el¥ e soit (f,) une suite de v.a. étagées croissant
vers f. 8i (y,) est la suite associde @ () satisfuisant la pro;aosjtion 31, ‘il existe
C>0 tel que, pour toute fonction g ps. adhérente & la suite {(g,),
1(g) < Cf < B{y).

Démonstration. La proposition 31 assure que v(g,) < ey fo € Ulg, o0
E(V(g)) =1 et ¢,z Vifill,, Montrons gue 0< ahs c, S b < +c0.

La propriété de Fatou monire que lifilly croit vers || f|ly, donc ¢, = a

5 o Studin Mathemutien 93
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= Y||fllr- Supposons qu’une sous-suite de (c,), notée encore (c,), tende vers
+ oo; la convergence uniforme sur un ensemble de probabilité supéricure 4 1
—¢ de f, vers f montre que, sur cet ensemble, T(g,) tend aussi vers linfini, ce
qui est en contradiction avec E(V(g,)=1.

De la convergence p.s. de f, vers fon déduit alors qus

limsupg, < +0  P-ps.
Soit g adhérente a4 (g, pour la convergence simple; en dehors dun
négligeable, g(x)—e < g, (x} < g(x) +¢, pour une suite () dépendant de x (et
de g). Il vient

v(g () ~¢) < v(gy (X)) <  fy, () < F(g,, () < Tg (¥} —e),
vi{g) < 11m1nfc,,if,,l, < lnnsupc,,ij;,i < 7lg),
ce qui achéve la preuve. u

Remarque. Ce corollaire monire que si on prend g = liminfg,, alors
E(g) > 0.

~ TurorEME 33. Pour lespace d'Orlicz I”, les assertions suivantes sont
équivalentes .

(i) IF est strictement monotone.
(i) v est continue & lorigine.
(i) H™ est orthogonalement lisse (théoréme 18).

Démonstration. (i) = (i). Par négation, supposons que v(0.)=a > 0.
Pcour un point de continuité b tel que V(b) = ¢ < 1/2, ch0151ssons A et B
disjoints tels que P(4) = P(B}=c et

1
I ='—14+

S PA =sup{1p(x) =2Hpay: V+V () = 1/c}.
La fonction I,(x) est dérivable, sauf sur un ensemble au plus dénombrable, i
dérivée positive pour p assez petit et, par conséquent, ||f|ly =1 et [V nest
pas s.m.

(i) = (iii). Sofent X, Y eHY’, Pour i petit, il existe &> 0 tel que
A (A(1—g) P(X > A) 2 E(Ye(eY)). Or

34

eE(Yo(eY)) > E [v(t)dt = E(V(eY),
ev(A(1—e) P(X > A) S E }f v()dt = E(V(X))-—E[V(X(l ~a)],
X(1 —s8)

d’ol E(V (X)) = E[V(X(lw-a))]+E(V(sY)) Si de plus XY =0, on obtient
E(V(X))z E[V(X (1 ~2)+eY)].

icm
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Lapplication o = f(a) = E[V(X(1—0)+Y)] est continue et vérifie
FQ=E¥VX)]>1 si|¥]|>1,
fO=E[V(X)]=1 si|X|=1,

& <EV(X)] = 1.
Il existe donc Ae]0, 1] tel que f(A) =1 =|(1-A) X +AY].

(iii) => (i). Soient X eIX. et aeR, tels que

X1,=0, [ X+al,l=]X].

Par le corcllaire 32 et la remarque le suivant on peut trouver une suite de
fonctions étagées, f,, positives, croissant vers X, telle que || f,J| ~{X]| et dont
la suite associée (g,) < H" soit telle que E(liminfg,) >0 et

supp (9,) & supp(fy).
Nous pouvons choisir a suffisamment petit pour que

> 1.

—1
aP(4) ™+
Par hypothése il existe, pour tout n, «,€]0, 1] tel que

2
Zy=1-o)g,+toy,——r P = 1.

(A) ")
E(Z, fy+al ) = (1—a,) | fll + 2, ou encore

I+ aLall =115l 2 o 2| £1).

Montrens que Fon peut choisir les u, tels que «,

b)) = E[V ((1—u)g”+£%z~)-1A)], B()>1, h(0)=1.

En dérivant, saufl éventuellement sur un ensemble dénombrable, on voit que

BO<0 s %v(ﬁ%)s E[g,0(1-2)4,)].

Si g = liminfg,, le lemme de Fatou et la remarque précédente mantrent’ que
liminf E [g, v (1 ~a}g,)] = E[gv((1 =) g)] = #a-
On peut trouver B et & suffisamment petits pour gue

2 [ 2p
pid (m)ii Nij2+E.

Donc si 0 < < B A (1/2), alors, pour n 2 N(g, ), h, () <0. Aingi, & partir
d’'un certain rang, on peut choisir un «, = f§ A (1/2) réalisant (1). Finalement,

(1)

Dong {|fu+all =

= a > 0. Soit
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on a
1ot al | =7l = e >0.

En passant i la limite, on obtient la s.m.o.
Montrons maintenant que

If+al i =lfll = a=0 si A<supp(f) et P{4)>0.

Prenons, comme auparavant, une suite (f,) de variables étagées croissant

vers f, et soit (g,) la suite associée:
Efg) =I5l ftaldl 2 E[f+al)g.d = Al +aE (g, L),

Par conséquent aE(g,1,) —0. En reprenant la procédure précédente, fl,
remplagant f, on montre que

Eliminfg,1,]> 0,

donc nécessairement a = 0.
La conjonction de ces deux parties achéve notre preuve.

Examinons maintenant le cas de lespace d'Orlicz L. Akcoglu et
Sucheston ont montré dans [1] que la stricte monotonie de L) équivalait &
la modération de U; on a de plus [8]:

THEOREME 34. Les assertions suivantes somt équivalentes:

Q) U vérifie 4,.

(ii) IV est uniformément monotone.

(iii) [ est strictement monotone.

(iv) IV est strictement monotone pour les constantes.

Démonstration. (i) = (ii). Par négation, supposons qu'il existe ¢ > 0,
feS(E.) et une suite g, = 0 tels que ||g,|| > & et || f+g,|| décroisse vers 1. A
Paide de la propriété 2(i), (vi) de la partie II.1 on montre que E [U (g,)] tend
vers 1, ce qui est contradictoire avec ||g,| = &

(ily = (iii) et (ii) = (iv) son triviales.

(iv) = (i). Par négation, supposons non (i); alors il existe Z eS(L}) tel
que Zza>0, E[U(Z)]<1/2 et pour tout ¢ >0, E[U((1+82Z)] = + .

Soit 0 <k <m < 1; la relation

Zz kZ-a

a
mom kTR T

et la convexité de U permettent d’obtenir

oo (koo e ]

Comme E[U(Z/m)] = +cc pour tout m <1, on en déduit que, pour tout k,

Applications de dualité 69

E[U(Z_;ﬁ)J: +eo,

ie. ||Z—al| = 1. En posant X = Z—a, il vient X+ =|[|X|]|=1 m

O0<k<l,
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