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Localisations des espaces de Besov
par

GERARD BOURDAUD (Paris)

Résumé. Soit we #(R") telle que Zkez,,a)(x—k) =1, Pour tout fe2'(R", on pose f,(x)
=w(x—k) f(x). On a alors les estimations:

M (X Idlgsa)'” < Cllfllsse (2= ),
kez"
@ I/ llsze < C( T IfdBse (0 < a).
keZ"
Des contre-exemples montrent qu'on n'a ni (1) pour p <g¢, ni (2) pour p>g.
Soit M (By%) Tlalgébre des multiplicateurs ponctuels de Bj%. Pour g < p, la condition
SuP||.flL‘|M(B“‘,;“) <+
kg2t
nentraine pas nécessaircment fe M (B39).

Toute distribution u sur R" peut s’écrire
u= Z Ug,
Q

ou les uy sont les restrictions (convenablement lissées) de u & des cubes Q,
mutuellement congrus.

Un espace de Banach de distributions est localisable en norme
P(1<p<o)silona

Nl = (2 lugll ).
2

Si, comme I'a montré J. Peetre, 'espace de Besov Bj” est localisable en
norme 7, ce n'est plus le cas pour By%, si g # p; de plus, pour s >n/p et ¢
<p, lappartenance locale-uniforme 4 B}? ne suffit plus 4 caractériser les
multiplicateurs ponctuels de I'algdbre Bj?.

Notations. Tous les espaces fonctionnels sont définis sur R", muni de la
mesure de Lebesgue. On note systématiquement: P = 2(R"), LF = L*(R"),
etc. || fll, désigne la norme de f dans L”
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Si E est un espace de Banach, [’(E) désigne l'espace des familles (x;)
d’éléments de E telles que (};]1x;]|p)"/" < + oo (on ne spécifie pas I'ensemble
d'indices, qui sera toujours évident dans le contexte).

C, C',... seront des constantes positives, dont la valeur peut changer
d’'une occurrence a l'autre; sauf mention contraire, elles dépendent exclusive-
ment de la dimension n, de certaines fonctions auxiliaires (cw, h) et de 'espace
fonctionnel considéré.

I. Généralités sur les espaces imvariants par translations. Un espace de
Banach de distributions (en abrégé: EB.D.) est un sous-espace vectoriel E de
%' muni d’une norme compléte || -||z rendant continue I'injection canonique
E—-9'.

On dit que E est isométriquement invariant par translations si, pour tout
ac R", I'opérateur de translation

taf(X) = f(x—a)

est une isométrie de E sur lui-méme.
Pour veN et fe 2, on pose

Pv(f)=||z<: 1% (o) dax.
La topologie de I'espace de Fréchet 9(K), ou K est un compact de R", peut
étre définie 4 P'aide de la famille de normes (p,),n-

ProrosiTioN 1. Si E est un E.B.D. isométriqguement invariant par transla-
tions, il existe C >0 et veN tels que, pour tout ucE et tout fe2, on ait
[<u, S < Cliullg py (f);

en particulier, E est ‘nécessairement un espace de distributions tempérées.

Preuve. Soit w une fonction vérifiant
Y o(x—k)=1 (VxeR"
keZ" .

et K le support de .
Par hypothése sur E, la forme bilinéaire <u, f) est séparément continue
— donc continue! — sur E x 2(K); il existe donc C et v tels que

M [<u, fA<Clullegp,(f) (VueE, YfeP(K)).
L'invariance de E par translations entraine aussitét qu'on a encore (1)

pour toute f portée par un translaré de K. Pour wimporte quelle €2, on
peut donc écrire

[<u, [ =;l<u, 10 f < C“”l'lfgpv(rkw'f) < C'lullg py(S)
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(la derniére inégalité s’obtient en observant que, pour tout ae N",

sup Y o (x—k)| < +c0). m
xeR" ke 2"

Nous dirons que PE.B.D. E est un Z-module si tout f €% opére sur E
par multiplication.

ProrosiTioN 2. Si E est un D-module isométriquement invariant par
translations, il existe C >0 et ve N tels que, pour tous ucE et fe 2, on ait

L file < Cllulle (/)3
en particulier E est aussi un Y -module.

Preuve. Il suffit de reprendre celle de la proposition 1, en faisant jouer
a lapplication bilinéaire (u,f)+ fu le méme réle que la forme bilinéaire
[ m

Si E est un %-module, toute /' €. admet une norme comme multipli-
cateur de E:

1/ ey = sup {1 fulle: Ilulle < 13}
Sous les hypothéses de la proposition 2, on a
1/ 1lpeey < Cpy (f);

d’ol Ton tire aussitdt:

ProposITION 3. Soient f €% et geP; sous les hypothéses de la proposition
2, la fonction x+—|txg- fllme est @ décroissance rapide quand |x| — +00.

II. Localisation des espaces de distributions. Dans ce paragraphe 'E.B.D.
E sera un %-module isométriquement invariant par translations.
Un réseau 4 de R" est lensemble des kv, + ...+k,v,, ou k

=(ky, ..., k)eZ" et (vq, ..., v,) est une base donnée de R".
Une fonction ge £ est dite adaptée au réseau % si I'on a
Y glx—r)=1 (VxeR".
r6éR

ProposimioN 4. Soit pe[l, +0o0]. Pour une distribution u les deux
propriétés sulvantes sont équivalentes:
(i) Il existe un réseau AR, et une fonction g, adaptée & R, tels que

(”’Crg(! ’ ul E)rsﬁlo el

(ii) Pour tout réseau R et toute g€, on a

(”Trg : u“E)rem elr.
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Preuve. Limplication (i) = (ii) repose sur le lemme suivant;

LEMME 1. Soit (t,),cq, une famille d’éléments de E, portés respectivement
par les boules |x—1| < g, 0@l @ est un nombre positif donné. Alors u = Z,E,,,O u,
vérifie lestimation
”(“ng u”E)ss.A’”lp CH(HurHE)re%OHIW
ou C ne dépend que de g et de g.

Le lemme admis, il suffit d*écrire

u= 3y T.gou
refy
pour obtenir la proposition 4.

Preuve du lemme 1. Soit ye 2 telle que y(x) =1 pour |x| <
u, =1,% 4, de sorte que

0; alors

Z llzsg- TrX”M(E) flulle = Z llg .- vX”M(I:)”ur“E
re#g redko

lIzsg - ulle <

et Iestimation I s’obtient en combinant inégalité d’Young et la proposi-
tion 3. ®

Désignons par (E), l'espace des distributions u telles que

llellezy,p = “(”Tk w'“”zz)kezn“,p < +00.

(E),, est un E.B.D. qui, d’aprés la proposition 4, ne dépend ni du choix du
réseau particulier Z”, ni de la fonction w adaptée au réseau.

On peut remplacer, au besoin, @ par une fonction 0e %, convenable-
ment choisie:

ProPosiTION 5. Si 0 S ne sannule pas sur le support de w, on a

”u”(E),p ~ ||(”Tk 0 u“E)keZ"”lF'

Preuve. La minoration de ||u||(z)p résulte de la proposition 4 ((i} = (ii)).
Dans lautre sens on observe que w = g0, ol ge%; doi

o0 ullp < g 7, 0wl < gl ey 174 0 - ull. m

L Localisation des espaces de Besov. Nous dirons que I'E.B.D. E est
localisable en norme I? si E = (E),,- Le lecteur trouvera en [4] la définition de
Tespace de Besov inhomogéne B54(R") (seR, p,qe[l, +o0]).

TagoreME. (i) BSP est localisable en norme IP.
(i) B3? est strictement inclus dans (B3 i pour g <p.
(i) (BS ) €st strictement inclus dans B5% pour p < gq.
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La premiére partiec de I'énoncé est due a J. Peetre ([4], pp. 149-150);
nous allons en déduire (ii) et (iii) par interpolation.
Supposons d’abord ¢ < p et considérons lopérateur

T(f) = (o )
On sait que T envoie B3? dans IP(B37); on a donc aussi
T: [, By = [IP(BY), IP(By e,
ot 0 <t <1, s=(1—t)$o+1t51, 5o <s;. Or, daprés Peetre ([4], p. 107),
(6,7, 7L = B
et, comme l'observe Cwikel [3], I'hypothése ¢ < p entraine
[ (B, I"(B, g = P((B,", By "))
d’ou Tinclusion B3 < (Byf),,.

Pour p <¢, on introduit I'opérateur

S(fhezn) = T w¥fis

kez"
ol Y & ¥ vérifie w = w. Alors S envoie [P(B}?) dans B}F et 'on a, cette fois,
By < [P (BY"), 17 (B, g3

cela donne linclusion (B3%), = ByY.
Il reste & prouver que les mclusmns sont strictes, ce qui sera fait dans les
deux paragraphes suivants.

Iv. Contre—exem'ple: le cas p >q.

LemME 2. Soient a, ff deux réels positifs tels que o < f < 2a; il existe une
constante y >0 telle que, pour toute famille (u));5, de fonctions de L7, a
specires respectifs dans les couronnes 02! < |& < 2/, on ait

O, 2l <5 wlige < 7(F, 2 )

Preuve, Linégalité de droite est une estimation classique dans les
espaces de Besov (voir, par exemple, [1], chap. 6). Soit ve & une fonction
égale & 1 sur o < |€| < B, portée par a < | < b, ol

B2<a<a<f<b<2u
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t V; les opérateurs de symboles respectifs v(277¢). On a V() = 0 pour
k#j et Vi(u) =u;, dou
(Z lea”uj”q)llq = (Z 21:4”]/

k=1

umW<WZMw

(la dernicre inégalité est encore une estimation classique [1]). =

On suppose donc p > g et I'on fait choix d’une famille de nombres
positifs (01,51 4o zn telle que

@ ‘ (X (X o) )? < +o0,
keZ j=1

@) (X (X ofuft?)/e = +oo.
jZl ke 2"

(Par exemple: vy, = |k|™"?~ "4 Log"|k| pour j < |k, v;, = O sinon).
Soit he & une fonction positive & spectre dans la boule |¢| < 1y et

fix) = ﬁ\: 275y, exp(i2/ nxy)) h(x),
fx)= E fi(x—k)h(x—k).

Nous allons prouver:

@ (Z IAlgse)? < + oo,
keZ®
&) féB3.

.La fonction exp(i2’nx;)h a son spectre
3.2 <|¢ < 4-%; il résulte donc du lemme 2:

(2 IAlg7 < C( T (X of)s
ke Z" keZ" j

jz1

dans la couronne

et (4) est la conséquence de (2).

On a
=Y 27" exp(i2 nx,) b (x),
i1
ol hj(x) = Zke z,,le,Jl2 (x—k); une nouvelle application du lemme 2 conduit

a (|fllsge 2 C(Xys 1 ImjI8)He, avec

IAlE = [(Y v (x—k))Pdx >
ke Z

=IRE( Y vf),

ke

2 vhuh® (x—k)dx
keZ"

de sorte que (5) est la conséquence de 3).
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En reprenant la preuve de la proposition 4, on déduit facilement de (4)
que f €(B3);p-
Finalement, nous venons de prouver que linclusion

Byt < (B:;")”,
est stricte. m

V. Contre-exemple: le cas p <g. Nous reprenons intégralement les
notations du §1V, en inversant les hypothéses sur (v;,):

©) (2 (% o)™ < + oo,
FED ke Z"

@) (3 (3 o) = +c0.
ka2t 21

Alors ||fllsze < C( T IIAI5)Y, ave
J=1

Il = | X oau®ll, < C(X vh)'n,
ke ZM keZ!

dou feByt.
Nous allons prouver:

®) k%yuway=+w;

il en résultera (d’aprés la proposition 4) que f¢(B39),,.
Le lemme 2 fournit la minoration
llee b Sllpsa 2> C(-j}_;:l (1B - i HiIE).
Or
e h-RyjIE = f( }:n v, B (x— 1) h(x— k) dx

leZ’

‘Z of h2P (x —1) h? (x — k) dx 2 vf, [h>P(x) dx;

ainsi (8) est la conséquence de (7). =

VI. Le probléme des multiplicateurs. Soit E un EB.D. satisfaisant les
hypothdses du §1I. On supposera de plus que E contient £ comme sous-
espace dense.

Lespace des multiplicateurs de E (noté M(E)) est lensemble des distri-
butions m pour lesquelles il existe C = 0 tel que ,

Imflle < Cllflle  (Vfe2).
M(E) est un EB.D. pour la norme

|y = sup {limflle: f €2, 1f1le < 1}-
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(Dans le cas ou me %

introduite au §I).
Si on a E ¢ M(E), la multiplication, définie initialement sur % x E, se

prolonge par continuité 3 ExE et E devient une algébre de distributions.

, le lecteur notera que ||m||yx est bien la norme déja

ProrosiTion 6. Si E est localisable en norme IP, alors M (E) est localisable
en norme 1®. Si on a de plus E = M(E), alors M(E) coincide avec (E) .

Preuve. Notons que M(E) est lui-méme invariant isométriquement par
translations, d’ou
sup [lt, @ M|y <
ke Z"

inversement, si ye % est identiquement 1 sur le support de w, on a, pour tout

fe2,

lleollareey Ml gy 5

lImflle < (Z [0 - mfIE)"" < (Z Il o mllfym llTex - S1E)?

< C'(sup it mllpe) 1 Flles
keZ"

d'ou Tégalité (M (E)),w
On a encore

= M(E).

sup |z w - milg < llollg 7l p»
keZ"

d'ou M (E) < (E),. Inversement, E = M(E) entraine

(E)jw = (M(E)), oo = M(E). m

ProrosiTion 7. Pour 1 <q <p<

+oo et s >0, M(B39) est strictement
inclus dans (M (B39),

Preuve. Nous allons utiliser une classe particuliérement simple de
multiplicateurs de B}?, & savoir I'espace de Holder C' = B%Y*, pour t > s:

LemMME 3. On a C5** < M(B}%) pour s >0 et ¢ >0; de plus,

© Imllgsey < Ce™ Y imll e, (0 <& < ).

Preuve du lemme 3. L'inclusion est bien connue'(voir, par exemple,
[4]), mais nous devons disposer de lestimation précise (9). Donnons-nous
une décomposition de Littlewood—Paley dans &, disons:

u= 3y du
jz0

(voir [1], chap. 6).
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Si meC*tt et feBY, on éerit myf =
gi=2 4/ E Ay m),
JE1 k=0

Le terme général (en j) de g, a son spectre dans une boule || <
donc (voir [2], proposition 1)

= ¢y 442, OU
J
ga= 2 Am(Y 4f)
Jjz0 k=0

C2:on a

1/q
”91”11""’ 2’””41 / Akm g™,
mais .
It I
” }.4 Ak m”m & ”m”(wha Z 2 B < Cl”mlicsﬁ"ua
/2] kw0
d’ol
llgollpsn = € lmllpﬂ"u IUHB
P
De méme

llgallsse <

On a ”Zﬂsollk/”n

”?/z“lz RS

(3 2 aym( A"

C ||/||,3v.«1 d’ou

< C) Ml oo (; 2kt
0

on conclut en observant que (¥u02 /)" est un O(¢™*) quand ¢ 0. =

Pour ke Z", |k| = 2, on pose

Ll
= k|7 Y Y 27 Fexp (i2/ nxy).
=2

my (X)

Le lemme 2 fournit I'estimation

Clk|” M0 sup 2 =2C |k~ A,

m &
Itdlca+ 1 < 265K

Le lemme 3 conduit alors 4

”’”k”Mw';;") =C (VK.
La fonction
s Y iy (k) h(x—K)
*

appartient donc & (M
Soit

(Ba;;q))}m'

gx)= 3 [kI"""Log™ "/ |kl h(x—k);
k| 2
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quel que soit aeN", on a .
lg@ll, < Ca{ Y, Ik~ Log™ P4 k|)'/”
> 2

et le second membre de Pinégalité est fini, grace & 'hypothése p > g. Ainsi g
et toutes ses dérivées appartiennent & L”; & plus forte raison a-t-on geBj*.
Nous allons voir que mg n’appartient pas 4 B}%; il en résultera que m
n'est pas un. multiplicateur de B3?. On a
mg =Y 2 %exp(i2nx))g;(x), ob
iz2
g;(0) =X [kI~"P1)~ 4 Log™ k| h(x—k) h(x—1).
s :
Le lemme 2 donne aussitdt
limglise = C % llgll5-
iz2
D’autre part
gj(x) > Z Ikl—n/l'-l/‘lLog—I/QIkl h2(x_k)’
ES}
d’ou
llgslly > C( 3 KI="~""* Log ~#1 k)" > C'j~ 14 Log™ /1]
[kl =Jj
et Yin2llglli = +oco. @
VII. Conclusion et remarques. 1° On peut s’attendre 4 obtenir

M(B3") (M (B;),w

également pour g > p.

2° Dans le cas particulier s > n/p (et, toujours, g < p) la proposition 7
signific que 'appartenance locale-uniforme a B3? ne suffit pas & caractériser
les multiplicateurs de I'algébre Bj7.

3° Nous avons montré ailleurs [2] que les opérateurs pseudo-
différentiels d’ordre O opérent sur M (B3") pour s >n/p; cela provient
précisément de I'égalité M (B}?) = (B}"),,. Les O4y.D. d'ordre O operent-ils
ou non sur M(B}9), quand s > n/p et q # p? )

4° Pour la commodité de I'exposition, nous avons supposé, au § VI, que
9 est dense dans E; ce nest pas le cas pour E=B3%si g = +o0 ou p=
+00. Ceci dit, il est facile de définir directement les multiplicateurs de B3t
dans ces deux cas et la conclusion de la proposition 7 est encore vraie pour
p=-+o00 et g < +c0.

Les observations du rapporteur nous ont permis d’améliorer le texte
original sur plusieurs points. Qu'il en soit ici remercié.
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