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‘Uber Algebren mit endlicher Basis

von

D. WAJNSZTEJN (Rowno).

0.1, Ist R ein Ring, so bestimmen die Elemente aus R eine
Algebra, Sind die Elemente aus % Matrizen, so bestimmt R eine
Matrizenalgebra. Ist BCR eine Untermenge von R und ist P
auch ein Ring, so nennen wir die von P bestimmte Algebra eine
Unteralgebra.

Ist R durch Adjunktion' von einer endlichen Anzahl von
Symbolen -

E1s &y Breeny &y
zum Ring der gewdhnlichen komplexen Zahlen entstanden (indem
&, bei Multiplikation mit komplexen Zahlen vertauschbar und
fir 8, eine Multiplikationstafel angegeben ist), so nennen wir R
ein hyperkomplexes Zahlensystem und die von R bestimmte Al-
gebra nennen wir hyperkomplexe Algebra oder Algebra mit einer
endlichen Basis (¢, nennen wir hyperkomplexe Einheiten).

Poincari?) hat folgenden Satz bewiesen:

 Jede hyperkomplexe Algebra’ ist einer Matrizenalgebra iso-
morph.

0.2. W. K. Currorp ¥) hat hyperkomplexe Zahlensysteme mit
2" Einheiten untersucht. Er erklart die hyperkomplexen Einhei-

9 L. E, Dickson, Algebras and their arithmetics, p. 92.

H W. Clifford, American Journ. of Baltimore 1 (1878) p. 350—3858;
Enzgkl. der Math, Wiss, Il A~B, p. 1410—1419, D, Wajnsztejn, Annales de
la Soc. Pol. de Math, 16 (1937) p. 65.
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ten auf folgende Weise. Es seien n--1 sogenannte Primitivein-
heiten gewahlt,

1, 8, 8,.., 8,

welche den folgenden Gleichungen geniigen:
1) gh=—1 (0=1,2,...,n),
V) &8, e, 8=0 Gore==1,2,...,n; A=),
Als hyperkomplexe Einheiten werden folgende 2" Symbole
‘ .
1y €39 Ty eney &y
BBy Bilyyueny B8, G lgyanny 648,
888y B 88y BBy B BBy
. " - L - L] - - . L] L L] L] . L]
28,8,

angenommen.
Jede Zahl des Cliffordsystems hat die Form

N=a+tae+..+ae-ta, 8ot +a .8 49,
Fay 5888 et a8 88,

Sind a, Gprenes @y @y gpeees oy s Gyggreees Qyg reelle Gro-
Ben, so haben wir ein reelles Cliffordsystem, sind aber
@y Gyyeeny @y g g5y Gy Gy g9 eney Gy, . komplexe Grofien,
50 haben wir ein komplexes Chffordsystem. Currorp hat reelle
Systeme untersucht. Eppweron®), Lirmewoon¢), und Nrwman®)
haben si¢h mit komplexen Cliffordsystemen beschéftigt, A. Mer-
ciEr®) hat die Gleichung (1) durch die Gleichung

(1.a) ‘ ezwl (0==1,2,...,n)

ersetzt. Lassen wir aber komplexe Cliffordsystemen, so fihrt die

%) A, S. Eddington, Relativity theory of the protons and electrons.
Cambridge, (1936) p. 20—~50, Journal of the Londen Math., Soe. 7 (1932) p.
58, 8 (1933) p. 142,

4 J E. Littlewood, Journal of the London Math, Soc. 9 (1934) p. 44.
% M. H. A, Newman, Journal of the London Math. Soe. 7 (1932) p. 93.
9 A. Mercier, Archive Se, Physiques (1935) p, 807,
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Gleichung (1.2) nichts neues ein. (Es geniigt ja bloB ¢, mit
i=\—1 zu multiplizieren). '
Wir werden uns mit komplexen Cliffordsystemen befassen.

0.3. Das Hauptresultat der vorliegenden Note lautet:
Jede Algebra mit einer endlichen Basis ist einer Unteral-
gebra der Cliffordzahlen isomorph.

1.1. Es gibt eine isomorphe Abbildung der Matrizen vom
Grade p auf eine Untermenge der Matrizen vom Grade p 1.
Es geniigt zu bemerken, daf

Am”al,y” (Zl,‘l‘—-'—"'-—-l’z",.’p)
der Matrix

[ Kolonnen
Qg s Qpyyeres Oy 0,0,...,0
Ay s gy senny Oy 0,0,...,0

[ Zeilen

0, 0,..., 0,0,0,...,0
vom Grade p + ! isomorph enfspricht.

Daraus folgt der Satz:
Jede Matrizenalgebra vom Grade p ist einer Unfermatrizen-
algebra vom Grade p+ 1 isomorph.

1.2. Im weiteren werden wir uns mit Matrizen vom Grade
2" beschiftigen. Wenden wir den Satz aus 1.1 an, so kommen
wir zum Schluf}:

Jede Matrizenalgebra ist einer Untermatrzzenalgebra vom
Grade 2" (fiir geniigend grofe .n) isomorph.

1.3. Beachten wir den Satz (0.1) von Pomcarg, so kommen
wir zum Schluf: ,

Jede Algebra mit ciner endlichen Basis ist einer Unterma~
trizenalgebra vom Grade 2" isomorph (n geniigend grof).
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2.1, Wir definieren rekursiv die endliche Matrizenfolge £, oy«
Es ist eine Folge von 4" Matrizem vom Grade 2", die fiir ganze
natiirliche n erklirt sind. Die Matrizen dieser Menge werden mit
den grofien lateinischen Buchstaben E und mit dem Index (2"
bezeichnet, also E,,u. Der erste Index bezeichnet die Nummer
der Elemente der Folge (also o liuft von 1 bis4": ¢==1,2,3,...,4"),
der zweite eingeklammerte Index bezeichnet den Grad der Ma-
trizen.

Definitionen, Die vier Matrizen Eg, vom Grade 2! sind
die Matrizen:

10 01 10 0 i, =~
Ey = 01 Eypy = ‘1 o“ By = ”o ~1 ” By = Hm; 0 (= ~1),
Die 4" Matrizen der Folge E,p sind die Matrizen
—1y Dyn-1 Opet By gnt
E oy agan—=1ly Aon Enm — on w @n=1)
@ ( 2n-“1 a a1y an=Lpa (2 ) E,y(2uw1) i)gnm—i

E(y(zn'—-l) Dzn*l

Vot

Ez A=ty (on) = “

2n——1 ety (Qn-—l)

(f==—T1; .
D)_ﬂ“‘l E,(gnwl) y""""l 2, aiey 4: )

””"IE (Qlt'wi) Dgn*l

E3_4nm1+ V) R H

indem Dy die Nullmatrix vom Grade 2" bezeichnet,

2.2. Die Malrizen E gy sind linear unabhdngig.

Wir fiihren einen Rekursivbeweis durch, Sind die Matrizen
E,q (0=1,2,3,4) linear abhingig, so gibt es vier Zahlen
iy Cyy C3y €4 it

®) o]t ey| +eg|+] |20,
fiir Welche

10 i 00
© “”110“801 ey zo""”““ool

gilt, thren wir die Rechnungen aus, so bekommen wir aus (6)
etey  eptie 100
¢,—ic, ¢;—¢y | |00

Daraus folgen die Gleichungen
' ¢+ 6==10, et ie== 0,
e—c==0,  ¢—i¢==0,
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Daraus erhalten

was (5) widerspricht. Die Matrizen E, sind also linear unab-
hiingig.
Wir nehmen an, dafl die Matrizen E 3oy linear unabhingig
sind und beweisen, dal es dann die Matrizen E,, auch sind.
Denn wiren die Matrizen Eny linear abhingig, so gibe es
4" Zahlen

Ciy Cayueny €4y

mit
V) ’01|+|02|+-a-+‘c4n|:l=0
und
(®) &y Ey gmy €3 By oy + ceten Epnmy = Opn»
Aus (8) und (4) folgt
n—1 n—1
42,0 E{,‘(gn—l) Dzn‘-l + ‘:Z,‘ Cont Dzn—l Eg @n—1)
o=t || Ot Ea(zn—l) ot T Ea(zn"l) 92"*1
4n—1 E [s)
] 1
9) Co im o@t) =2
( ) +£ 24" g 02"_1 "‘"Ea on—1)
o D,n-1 iE, gy
+ 2 cantpo] @ = 0,
= 340 o ‘1(2"__1) Dzn-—l 2!
Aus (9) folgt
] 4"*—1 4n—1
] 2(6 -+ c,, 4n—1+a) ) 2(c4n"1+o'+ 1’03 4n—1+g) o (ar—1)
4n—-1 4n—1
i ;{{ (f4n-1+ a+ C3 qn—1,4 )E o@2r—l) f:d: (cy— Coan—iq ) Ea(2"*1)

Dzn—l Dzn-wl

f

Op—1 Ognt

Studia Mathemntioa, T, 1X, 8
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Daraus folgt
4" -1

2(60'*‘ 02‘”.-14_ a) Er,(gn—l)m Dzn—-i ]
O]
gn—~1

2(64"“1-}—0"" iCﬂAn-—‘l,‘iﬂa) Ed (an—1) == an-—l ’
(4=
(10)

An—1

2(0411-—1_{,.,,"[" l.C3‘4n-1+ ,;) Eﬁ(zn—-l) = Dgn-—I H

[
4n-1

(6= Cpqnmty.0) Ea(znﬂ)“"m Dyt «
Owal

Aus der Annahme, dafl die 4"~ Matrizen E, gn-1y linear unabhingig
sind, und aus den Gleichheiten (10) folgt

(6h)) Cot Oy e=0 Cp1y g+ 1€y p1y,~0, (0==1,2,3,..,4",
Gy Gy gn-1y. o™= 0 Cantp g™ ¥ €y gnmmrlp. o™= 0

Aus (11) folgt

c,== 0

(e=1,2,3,...,4),
was (7) widerspricht. Damit ist unser Satz bewiesen. ‘

2.3. Es sei eine beliebige Matrix M vom Grade 2" gegeben.
Die Matrizen

(12) M, E:l (2':)) E2(2n>p veay Eﬁn(gn)

bilden eine Menge von 4"+ 1 Matrizen. Auf Grund des Satzes,
daB (2")*+41==4"+1 Matrizen vom Grade 2" stets linear ab-
hingig sind, kommen wir zum Schlul, daf die Matrizen (12)
linear abhingig sind. Also gibt es 4”+1 Konstanten

CO, 01’ cz,nnc, c‘ln
mit
|| +le|+] e[+t [en|F 0,
fiir welche die Gleichung
(13) } 00M+ Cl E1 (271) “+“ cTEz(nn)"’” (XX} + G4n E‘l"(u")m 92”

gilt, wo D), die Nullmatrix vom Grade 2" ist,

icm
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2.31. Auf Grund des Satzes aus 2.2, daf die Matrizen E am)
linear unabhingig sind, folgt, daff ¢, 0 ist, also darf man die
Gleichungen (13) in Bezug auf M aufl§sen:

(14) M: 01 E] (zn) + aZEZ('.’") + a3 ES(Z") + e + a4n E4n(2n) ’

. cO‘ .
indem a,= — - gesetzt wird.
0

2.32. Aus der Gleichung (14) folgt:

Das System der Matrizen vom Grade 2" bildet ein hyper‘;
komplexes Zahlensystem, fir welches man die 4" Matrizen Egn)
als hyperkomplexe Einheiten wdhlen darf?).

2.33. Auf Grund des Satzes aus 1.3 und der Gleichheit (14)
haben wir: ,

Jede Algebra mit einer endlichen Basis ist einer Unter-
matrizenalgebra mit den 4" hyperkomplexen Einheiten Egny iso-
morph (n geniigend grofs).

2.4. Es gilt die Gleichheit
(15) E:(Z")= ”d}-»."‘ (o=1, 2,“',471; hp==1, 2);--)2’.):
wo d, , Kroneckers Delta-Symbole bedeuten
(16 o oyt =1,2,..,2"; A== p).

At
241, Zum Beweis werden wir folgenden Hilfssatz®) ge-
brauchen: ’
Ist

! = £, om)

=0, ¢ ,=1

M=|m, | *hur=123,..,2"

") Diesen Satz hat schon Littlewood in Journal of the L. M. S. 9
(1934) 44 bewiesen. Sein Beweis, der sich auf Gruppentheoretischen Eigen-
schaften stiitzt ist aber nur ein Existenzbeweis fir den Isomorphismus des
Systems der Matrizen vom Grade 2" mit den Cliffordzahlensystem von 47
Einheiten, Der Beweis den wir gefiihrt haben ist ein elementarer Beweis und
gibt die Mbglichkeit effektiv eine Matrix vom Grade 2" als eine Cliffordzahl
mit der Basis £yn) darzustellen. Man gebraucht dazu nur ein System von 47
ineare Gleichungen aufzulSsen, die aus (14) folgen.

1 %) C. C.Mac Duffes, The theory of Matrices, Ergebnisse der Math.
und ihror Grenzgebiete, 2. 5 (1933), p. 3—4.

8*
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eine Matrix vom Grade 2", so bezeichnen wir mit ¥, M®, M®
bzw. M® die Teilmatrizen ?)
M= H my ,u,H’ MP= " my 2""‘1-|—pu:
17 MO= " m2"“1+z,pa”r MO ” Mon—~1.4.3, 2u~1+y”
(Gyu=21,2,..., 2™ h,
‘ Sind A und B Mairizen vom Grade 2" und ist A.B=D,
so gelten die Formeln
DY 4D By 4@ 5O,
D(3) A® B(l) o A('l) B(ﬁ)
2.42, Wir filhren einen Rekursivbeweis fiir den Satz aus

2.4 durch. Durch unmittelbare Ausrechnung stellen wir die Rich~
tigkeit fiixr die Formel (15) im Falle n==1 fest.

- Nebmen wir an, daf die Formel (15) fiir £, .1, bewiesen ist,
so folgt aus dieser Annahme und aus den Formeln (4) bzw. (18)

E(y(z"""l) Dzn—-l

Dz AN Oy 4@ BO

(18) DO 4O pOLL 4D O,

Eg (2:\—1) Dzn-—-l E(r (2n--1) Dzn-—-l

E2 =
2n 2
. a(27) Dznml Eo-(zn-wl) Dgn-«l E,r(gn«'l) Dzn»-«l Eg(zn*—l)
= 2 By =)
- - = | V4, ’
Dyl-—l E1 (gn--'l) 1@ e
Ez — 921(--1 Eg(zn-—-l) Dgnml Eu(zrwd)
g3 g (o) = ¢
+o@ Eq(z?l""’l) Dgn—wl Eo‘(zn*‘l) bgn-—-l

2
— E,;(znw-l) Dzn-‘-l El(zn-—l) Dzn—-'l

‘ Dgn—~1~ E“Qn-'-l)‘

= Eyam =93,/

l

=By g =] [ »

92n~1 Eg (211«-—-1)

Eg(gn-‘l) 027!**1
Dgn-—l
E{}(z"""l) Dgu-—l

, E, gty Do
2n an
E ’"’“1—[-0'(2”) . ( )

o (an—h Dzn-—-l kg gl
- Elmn-'l, Dgnwl

Dzn -1 El (gnw-'.()

Dgn—-l Eg (2,'....1)

9 D.Wajnsztej n; Aunales de la Soc. Pol. de Math. 16 (1987) pp. 66, 70,
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Dzn-—l

—1 g(zn-—-l) nzu-—l

Dzn-—l

-1

i d(gn——l) l.Eg(zn——{l)

) g
347l 0 (2P
+o ) q(2’l'—1) Dzn—-‘l

— Eo?(zn—l) Dgu—l — E1 (n—1) Dzn——l
Dznv—l E:(guv—-'l) Dgn-—l
(©=1,23,..., 47 Lu=12...,2).

=E om= ” 9y "

E 1 (211—1 )

Die vollstindige Induktion erweist also (15) als richtig.

3.1. Wir definieren rekursiv 2n Matrizen vom Grade 2"
(fir ganze n), die wir mit €, (0=1,2,...,2n) bezeichnen

werden.
Wir setzen nimlich :
01 1

19 czm)::‘ o1, m,...” “
Behalten wir die Bezeichnungen (17) aus 2.41, so definieren wir
€,y durch die Gleichheiten

(O]
@) e

@ __g®
Ga(z")“" Cointyy Com™ Cozm= Dy

(0=1,2,...,2n—2),
wo Dzn_x die Nullmatrix vom Grade 2" bezeichnet.

(1) n

@1) zn—x @m =
Gy =—C1o

2n(2") 2n(2")

® —
a1 (@M L @n—ly o

. , (S S
12n1)» Gznmn) €, omy =Dyt

(2 —
&2,;-4 (an) = Man—1) (Ez n—-102%

E{on-1, ist die in (15) definierte Einheitsmatrix vom Grade "1,
Die Matrizen (Em,.) sind also die Matrizen: .

G, on-1) Ogn—1 :
. (6=1,2,..., 2n—2),
Dzn—-l (20(271-—1)
& . Dzn-—l El (zn—-l) (E . El (znf'l) Dgn—-l
] (2 - ny — .
2l E} gn—1y Ogn— ’ 2n @ Dyn—1 —fEl an)

3.2. Man beweist rekursiv, dafl die Mairizen'(fd(z,.) Elemente
der Mairizenfolge E ny sind.

Wir iibergehen den leichten Beweis.
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-1Icm

3.3. Rekursiv beweisen wir, daf}
Jede Matrix aus E,n dem Produkt einer endlichen Anzah]
von Matrizen G, und einer komplexen Zahl gleich ist.

Fiir Ej ist es augenscheinlich, denn es gilt:

Ey o= G E:a(z)’m €y » E:uz)w 1@y €, @

Wir nehmen an, der Satz 3.3 sei fiir die Matrizenfolge E(z"'l) be-
wiesen und beweisen ihn flir die Matrizenfolge Egnys
Auf Grund unserer Annahme gilt

Byt 6.8y ety By gy - By ey
(0==2,3,...,4"""; ¢ komplex).
Daraus und aus (4) bzw. (20) folgt
29 Epy=t. Gy am Cugany -+ G
Aus (4), (21) und (22) kommt

E1 (1) Dznml

(0 ==2, 3,...,4"),

( Ew(z""'“l) S:)znml

Ep-1y0am=
Oyt Eﬂ(z"""l)

(23)
= Cpp1m Egamy="5.€,,_, o+ (E,ul (2ny + e @u,, @
(0=1,2,8,...,4Y,
£y it qo ™= Fuart O ' Erart O
@) =t Eygney| [Opnm1 By
. = Mo n 2n) 'Ea(zn) = g*(ﬁnn(zn) '(g;q @y (E,uk(zn)

(0==1,2,38,...,4",

EI @n "'1) 02n~1 Dzn»«‘l E1 (Qn-wl )
D =1

Eg- (zu-«'l) anwl

(25) : Eg..qn-—l..l. a(gn)r““"‘i

»
H

By a1y E1 (2n—1y Dzn-—l

»

=1 Gy ny» Gy oy« Loany

Oyt E,gnmyy

=( i)-(gzn(z")'cgzn-«m"r@m an e+ Gy
(0=1,2,3,...,4"™),

Aus den Formeln (22), (23), (24) bzw. (25) folgt unser Satz.

Algebren mit endlicher Basis. 119

34. Fir die Matrizen G, qn, gilt

(26) € ony - Cugmy="— €, any- €1 omy Gu=1,2,...2n; A=W,

Die Formel (26) ist den Formeln

Gy Cumy = — Cuim Gy
Cy1m '@l(zﬂ) ==, -G, n—1(2")?
@) Crom G =—Cipn-Crnpmy »
€1 Conemy = Cnimy - Crniomy
Au=1,2,...,2n—2; iu)

dquivalent.
Den leichten Rekursivbeweis der Formeln (27) iibergehen

wir. (Man beniitzt zum Beweis den Hilfssatz 2.41).

3.5. Aus 3.3, 3.4, 3.2, und 2.4 folgt:
Die Matrizen E, ;n, ein komplexes Cliffordsystem bestimmen.

(Man vergleiche 0.2).

3.6. Aus 2.32 und 3.5 folgt:
Die Algebra der Matrizen vom Grade 2" ist einer komplexen
Cliffordalgebra mit 4" hyperkomplexen Einheiten isomorph.

3.7. Aus 2.33 und 3.6 folgt der Satz: :

Jede Algebra mit einer endlichen Basis ist einer Unteral-
gebra der komplexen Cliffordzahlen mit 4" hyperkomplexen Ein-
heiten isomorph (n geniigend grof).

(Regu par la Rédaction le 20. 11. 1939).
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Sur les fonctions indépendantes (VI)
(Equipartition)
par
H. STEINHAUS (Léopol).

Dans la suite nous aurons a faire aux fonctions f(£) rela-
tivement mesurables dans lintervalle infini, comme il a été expliqué
dans la Communication (IV)?). Au lieu de considérer intervalle
entier, nous nous bornerons i la demi-droite (0, ) — une simpli-
fication peu essentielle. ‘

Nous aurons a utiliser les définitions, les lemmes et les
théorémes de (IV). Or, quelques énoncés devront étre modifiés
pour servir au but actuel, & savoir & la démonstration des théora-
mes 3 et 4 sur I'équipartition (mod. 1) de valeurs d’une fonction
S(@) pour 0 <#{< oo et a la solution d’une question posée par
M. Kawpi: pe Firer au sujet du mouvement turbulent de fluides #).

Voici les modifications a effectuer dans (IV):

Le lemme 3 doit étre remplacé par le suivant

Lemme 3’: Si la fonction f(¢) est bornée, mesurable R,
si b et B désignent les deux bornes de f(f) et si g(x) est une
fonction de Dirichlet 3) dans (b, B), alors g (f(#)) est une fonction -
bornée et mesurable R.

Démonstration: g (x) < a équivaut 3 xe=Z/, les inter-
valles / étant situés dans ¢b, B) et n’empiétant pas les uns sur

) M. Kac et H. Steinhaus, Stud. Math. 7 (1938) p. 1—135,

%) Ann. de la Soc. scientifique de Bruxelles 59 (1) (1939) p. 145. Le probléme:
Gt posd oralement; dans I'ouvrage cité on trouve les notions nécesaaires,

") Fonction continue n'ayant qu'un nombre fini des maxima et minima.
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