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Opérateurs psendo-différentiels sur certains groupes
totalement discontinus
par
L. SALOFF-COSTE (Paris)

Abstract, On certain disconnected groups we define pseudo-differential operators which
generalize Fourier multipliers, We study the boundedness of such operators on [ spaces.
A result of symbolic calculus is obtained: contrary to the real case, the first commutator is
infinitely regularizing. Those results were announced in [7] in the special case of a local field.

1. Intreduction. Notations.

L1. Dans ce travail, nous définissons et étudions des opérateurs pseudo-
différentiels dans le cadre d’une classe de groupes abéliens localement
compacts, précisée ci-dessous. Les résultats obtenus ont été annoncés dans
[7] dans le cas particulier des corps locaux. Cet article est organisé de la
facon suivante; au paragraphe II, nous donnons les principales définitions,
celles des classes de symboles S7; et des opérateurs associés; les propriétés de
continuité L? sont étudiées, au paragraphe III pour la classe S9,, aux
paragraphes V (p = 2) et VI pour les classes Sj;. Le paragraphe IV présente
un résultat de calcul symbolique: contrairement au cas réel, le premier
commutateur est indéfiniment régularisant. v

1.2. Dans toute la suite G et " sont deux groupes abéliens duaux. Nous
supposons que G est muni d’une suite strictement décroissante {Gplnez de
sous-groupes ouverts et compacts telle que:

@ UG,=G, NG,=10},

neZ neZ

(i) VheZ 2<[Gn41: Gl <+
([Gys1: G,] est le nombre de classes modulo G4, dans G,).

G est localement compact et totalement discontinu. Nous choisissons sur
G la mesure de Haar dx telle que |Gyl =1 et nous posons i, = |G, ! et
%y = [Gp4y: G,] de sorte que iy, q = %,iy. Définissons alors, si xe G, x 5 0 et
xeG,\Gys1» || =|G,| et 0/ =0. Lapplication (x,y)— |[x—y| est une
distance ultramétrique et définit la topologie de G. Soint I, Porthogonal de
G,. Les sous-groupes I', de I" sont ouverts et compacts et [T Ips1] = %aa
| =i,. Posons, si fel, E#0 et el \l,-y, 5l =[IW et [0f = 0.
L'application (&, 7)— |é—#| est une distance ultramétrique définissant la
topologie de I'. Pour xe G et {el’, nous noterons (x, & l'accouplement de
dualité entre x et &.
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1.3, Nous avons a4 notre disposition, en suivant I'étude faite dans [9]
dans le cadre des corps locaux, la notion suivante de distribution sur G:
7(G) est Tensemble des combinaisons linéaires finies de [onctions
caractéristiques des sous-groupes G,. 7 (G) est dense dans L”(G) et l'injection
canonique de /7 (G) dans L7(G) est continue pour 1 < p <+o0. V'(G) est le
dual topologique de /(G) muni de la topologie faible. La transformation de
Fourier est un homéomorphisme de 7 (G) sur (I') et de ~'(G) sur ~'(I').

I.4. Dans ce travail nous utiliserons & de nombreuses reprises des
conditions de Lipschitz. Contrairement 4 ce qui se passe dans le cas réel, il
west pas utile de faire appel a des différences d’ordre’ supérieur & un. Une
fonction f appartenant & L™ est lipschitzienne d'ordre o> 0 s'il existe une
constante C telle que | f (x+h)—f (x)| < C|h* pour tout x et tout h dans G.

1.5. Nous posons 1,/ (x) = f(x+h), 4,1 (x) =f(x+h)—f(x). Nous avons
A (f9) = (4 g+(t,f)(d,g). Nous posons max(ry, ry) =(ry v ry) et
(1 v |x]) = <x>. Enfin pour ne Z et 0 < ¢ < 1 délinissons [ng] par [ngleZ et
IG[m_)]l > |Gn|0 = IG[nLr]+1|'

II. Classes Sj; et opérateurs associés.

1L.1. DirFiNITION. S(G) est Pespace des fonctions f telles que:

(i) pour tout ne N il existe une constante C, vérifiant |f (x)] < C, {x>™";

(ii) pour tout (x, n)e N x N il existe une constante C,, vérifiant
VxeG, VheG, |l <1 |[f(x+h)—f(x) <Cpulh* x>

S(G) muni des semi-normes associées (i) et (ii) est un espace de Fréchet.
S(G) est dense dans L et l'injection canonique de S(G) dans I est continue
pour 1 < p < +o0. Son introduction est motivée par la propriété suivante:

11.2. ProposITiON. La transformation de Fourier est un homéomorphisme
de S(G) sur S(I).

Preuve. Ecrivons f (&) = [f(x)(x, &) dx; nous avons
[(h, &)= 117(@) = [[4f ()] (x, ©) dx,

d’ou nous déduisons

(1) [(h, &)= 1|/ (&) < C,lh"* .

De plus pour |h| <1 et [kl <1 nous avons aussi
[h, ©= 11 4J(&) = [[Auf ] [(x, ) —11(x, ) dx,
G

donc en utilisant |(x, k)— 1] < [x]*|k|* nous obtenons

@) (8, &)= 114N S Colhl"™* K",
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Le lemme suivant permet, en divisant par [4|"*', puis en intégrant sur |h| < 1
dans (1) et (2), d’obtenir (i) et (i) pour f.

11.3. LEMME. Soit oo >0, p=1 ou 2. Il existe une constante C > 0 telle
que pour tout xeG vérifiant |x| > i

1 RIS
—|x]* < —_—
C|\l J Iélm-i-l

18l €ip

& < ClxP.

Preuve. Soit [ tel que |x = |G|; nous avons ! < n. Montrons d’abord
linégalité de droite:

Collx, =17 ’

lél<in
Occupons-nous maintenant de linégalit¢é de gauche: puisque /<n,
[\l eT, et il existe el \Ty tel que [(x, &)—1] >4 Notons que
E-(x, &) est constante sur les translatés de I',. Nous avons donc

x, -4 .-
J L(TE%WLJG z it

lix, &)= 117

J€|u+ i

dE<4 Y i7" < Ciy* = Clx*
I<s
i<l <ty

e, O =17 dE = Fin!

18l <iy T\ . .
11.4. DeFinTION. Soint m un réel, ¢, 6 deux réels positifs. Une fonction
o(x, &) continue sur G xI' appartient & S, si elle vérifie:

> Cir® = C|x

(i) il existe une constante C telle que |ox, H S CLE,
(i) V(x, f)e N x N, il existe une constante C, , telle que V(x, HeGx T,
VheG, Vkel, [kl <&

|43 A5 6 (x, &) < Cpp B IKIP (EYHo2m b,
Posons .

<5>—m—éu+gﬂ:|.

Sm; est muni de la topologie définie par les semi-normes N, p; c’est un espace
de Fréchet.
IL5. Dirmnimion. Notons T, Popérateur défini sur S(G) par

T.f (%) = ‘If‘a(x, af @ (x, &dé

N,;(c) =sup sup sup sup

hx neZ k| <<&y [El=iy

{MMEU(& Sl
" [KIF

lorsque oe Sy

Les définitions IL.1 et I14 sont motivées -par:

IL6. THEOREME. Soit ceSts L'opérateur T, est continu de S(G) dans
S(G).

La preuve reprend celle de la proposition I1.2 et nous I'omettons.
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M. Continuité I’ pour la classe SY ;. La continuité I pour les opérateurs
associés 4 la classe S , est une conséquence du théoréme suivant concernant
les multiplicateurs.

NL1. THEOREME. Soit me L*(I'). Supposons qu'il existe des, constantes B
et & strictement positives telles que pour tout neZ

Im(&+m)—m()?

) TR ==—d&dy < B*|T,| ™.

Il < Tyl Sely\y -y

Alors T, est borné sur LP(G), 1 <p < +.

Preuve. Il suffit de montrer que pour toute fonction f appartenant &
%(G) nous avons [T, fll, < C,|ifll, et pour cela il est suffisant de montrer ce
résultat pour m remplacé par my =ml;, avec une constante C,
indépendante de NeN. En vertu du théoréme 2.1 de [6], page 2, il nous
suffit donc de prouver que si nous posons Ky(x) = riy(x), Ky vérifie, pour
tout Ne N fixé, la condition
(i) VyeG, [ [Ky(x—)y)~Ky(x)dx <B,
GG,

pour tout ne Z,

la constante B’ étant indépendante de N. Nous allons en fait montrer que (i)
implique (ii). Posons donc K (x) = jm(«f)(x £)d¢ et fixons ye G. Nous avons

[Cx, =114, K (x)] = ;An[[(y, O=11m(](x, & d¢

Supposons que |1]{y] < 1; alors 4,[(y, £)—1]=0, donc’

(e, ) =11[4, K (0] = [[(y. &~1]4,m(&)(x, &)dE,
r
donc d’aprés la formule de Plancherel
(1) JlGe, n) = 1714, K (o dx = [ltv, = 1214, m (&) d¢.
I

1, done si |x]
) devient donc

|(x,n)—112|AyK(X)l2dx= [
[&>1y1 =t

Mais (x, n)—~1=0 Si |xfnl <
donc si & < nl; (

@ |

Jx> [yl

Shlet(y,d—1=0si g <1

O—11214,m() d¢,

icm
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soit en divisant par |7|>*® et en intégrant sur |y|

o J( [

[=>1 i<y 1

sy

I(x, )=

l IZ—H:

i dq>|4 K (x)dx

<2 f J My m(@)?
Tnl**

Iy~ 1 jel >y~ 1
Nous avons dautre part d'aprés le lemme 1.3

[(x, p—117
@ J '"Iﬁlﬂz""’

-d&dn.

-z lxl“*’ si|x| > |y,

Il €yl ™
et d'aprés linégalité de Cauchy-Schwarz
(5)
[ 1K(x+y)—

x| > [yl

K@lde<s( [ d™70dx) ([ |04, K (x)|2 dx) 2,
x> [yt x| >yl
D’aprés I'hypothése (i) le second membre de (3) est majoré par B*|y|™* et
d’autre part
{ Xirdx < Clyl e
Ix] >yl

3, @

et (5) donnent donc
§ IK(x+y~K(x)|dx < CB,
[x[ > |3}
ce qui est la conclusion désirée.
1.2, LemMme. Soit aeS9, & support en x compact et de mesure 1. I

existe une constante C, telle que || T,f|l, < C,||fl,, C, ne dépendant que des
semi-normes de ¢ dans S9,.

Preuve. Ecrivons ({, &) = (x, {) dx. Nous avons

folx, 9
G

o [h O—114§6 (¢, &) = [[4F 4o (x, OT(x, O dx
G

Pour |h < Let|k| < <&)nousavons |45 djo(x, &) <
en utilisant le lemme IL.3 comme en IL2
@ ONIAEB (L, O < Cow lkIP 87

Il est facile de voir que (2) et le théoréme IIL1 entrafnent que g ({, &) est un
multiplicateur L7 de norme inférieure & Cy({>™" pour tout N > 0. Nous

Con Ik |HN* 1 <&57%, done
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avons de plus

<) Tf (x) = [(x,

v
donc en posant 1/p+1/g =1,

1Tl < f 2 dga(

O[fe, af @) (x, &de]de,
r

1 <p<+o0,

| fzr(i &) < f(E) (x

ce qui donne enfin | T fli} < pllflfﬁj KOV Gl
L3, Lemme. Soit 6eS7,o. Il existe une fonction K(x,z) telle que
IK (x, z)] < Cylz| ™™ pour N assez grand et qui vérifie

T/ = [ K (x, 2f(x~z)dz
G

, &) dE|P dx d),

pour toute fonction feS(G) nulle sur x+G,.

Preuve. Ecrivons au sens des distributions K (x, 2) = [a(x, &)(z, §d¢;
"
nous avons
1 f(z,

(=, k)— 11K (x jA z, &)de.

Mais puisque |4i0(x, &)
K(x, z

< CylkV*1 €Y1 pour [k <1, (1) montre que
) est une fonction pour z n'appartenant pas & Go. De plus,

@ Iz, k)= 111K (x, 2)| < Cy [k *1.

En divisant (2) par |k"*! et en intégrant sur |k| <1 nous obtenons, en

utilisant encore le lemme 1.3 pour |z| > 1, |K(x, z)| < Cy|z/™". Si f est nulle

sur x+ Gy, nous avons donc T,f(x) = { K(x, 2)f (x—2z) dz. Le lemme IIL3 est
G

démontré.

I114. THEOREME. Soit 6€ 8%, et 1 <p < +o0. Il existe une constante C,
telle que | T,fll, < C,lIfll,» feS(G).

Preuve. Soit {(uy);y un systéme de représentants de G, dans G. Posons
@1(x) =16, (x—u) de sorte que ) ¢, =1. Pour chaque entier positif !

lev
définissons  ay(x, §) = a(x, &) (&) et fl=f-¢, et écrivons f =fi+fL.
Remarquons que

1 ILANE = Z T, /115

D’aprés le lemme I11.2 nous avons || T, fl”p C,IIf{ll, et d’autre part Z ILAe

=||fll5. Nous obtenons donc

@ 2T A < (Gl 1)
leN

icm
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Utilisons maintenant le lemme I11.3:

”Tr,leHﬁ = (‘ (Pz(x)léf'K(x, :)_/'2‘(x~z)dz|pdx

< Cy [ @) [ <2y M fx—2)def” dx:
G G

mais si xeu;+Gg, {£~x> = (z—u;>, donc
Vz_(;-J~ dz ¥
G=upt
ce qui donne

) Z T, 2l <

I, Al < € (

Lf =)
CN P J<_' :_u—lsﬁ dz

Coll A1

(1), (2) et (3) montrent que || T.f1l, < CpllfIl,.

IV. Calcul symbolique: composé, transposé, adjoint. Le théoréme IL.6
nous permet de définir sur S(G) lopérateur T, 0T, pour o, et o,
appartenant respectivement & S, et S;2. Le but de ce paragraphe est de
montrer que T, 07T, = T, pour un certain symbole ¢ et de préciser si
possible T'opérateur associé & ¢—o,0,. Plus précisement, nous allons
démontrer le théoréme suivant:

IV.1. THEOREME. Soient o,e5,5 et 0,€5,3.
(@ Siogd<o<slou0<d<g<l T, oT,=T,
(b) S: (5 =0 et g =1, nous avons de plus o—0o,0,e () STo-

m<0

my +m
L avec 0eSy; .

Nous allons présenter maintenant plusieurs lemmes techniques utiles a la
démonstration du théoréme IV.I. Remarquons simplement qu'avec les
notations ci-dessus le symbole ¢ est donné formellement par

o, 8= [ (x=p,n—&ay(x,mo;(y, &)dydn.

GxI

IV.2. LeMmME. Soit {0;};ev tne suite bornée dans Sg s convergeant point par
point vers un symbole o appartenant & Sgs. Pour toute fonction f de S(G).
T, [ converge vers Tof dans S(G).

Preuve. Le théoréme I1.6 montre que la suite { I;I.f }iev €8t bornée dans
S(G) et le théoréme de convergence dominée d¢ Lebesgue montre que T, f (x)
converge vers T,f(x) point par point. T,, f converge donc vers T,f dans S(G).

Notons %, I'espace des fonctions continues 4 support compact de G x I’
dans C. Grace au lemme précédent il nous suffira de montrer le théoréme
IV.1 en supposant ¢, et o, & support compact si nous montrons de plus que
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les applications

de (Sp5 N %6,) x(Sp3 %) dans Sps*™2,

de (SThHN %) x(S73 %) dans ) STos
m<0

sont continues ( () ST, est muni de la topologie limite inductive).
m<0

(01,0000

(01, 03) > 0—0,0,

IV.3. LemME. Soient m et o deux réels. Il existe des constantes C, et C,
telles que, quel que soit Tentier n (rappelons que i, =|G,|~'):

() sia>1, f(Ivi|x) "dx < Cyifh;
G

(2) si a est assez grand,

f( (vl o

-1 m
TV iy = < Coiy ' v i, ly)™
G

Preuve. (1) est obtenu par un calcul immédiat. Pour démontrer (2) il
suffit de remarquer que:

, (1 vi,lx+y)
Sm>0, [ AT

(x| <[yl = |x+y =yl
I 2=y = (1 vi,|x)" <1 v i,y

IV4. LEmME. Soient 0< 6 <p <

<(Uv iy

sim<O,

lou0<gdgg<let

0(x, é)=G! (x=y, n=8b(x, y, &, mdydy
xI

oi b est & support compact en y et n et vérifie:

@ 1b0x, y, & 1l < C Y™ EY™,

(i) |43 47D (x, y, & I < Cop H Kl Y™™ €™ pour heG, ke,
tkl < (&> aeN et feN.

Alors |0(x, &)< C’ ({)m1+m2 et la constante C' ne dépend que d'un
nombre fini des constantes C,, et ne dépend pas des mesures des supports de
benyetn

Preuve. Introduisons les notations:

S (x+R - () +f (x~h)

Dif (x) =1G,* TRd

dh’ Dﬁ = 1+Dﬁ:

m@)1+mmf“ —1 .

Ih]”'l

icm
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(Nous considérons les mnotations ci-dessus données pour un groupe G
quelconque muni d’une suite de sous-groupes {G,},.z; en particulier nous
les utiliserons pour I'). Remarquons que:

— si f et g sont suffisamment réguliéres, 'une étant & support compact,
(1) J(C (0)g () dx = [f (x)(Drg(x)dx;

— daprés le lemme I1.3 il existe une constante C > 0 telle que

o 0 VIGHIEr < RO < CU v G4

— si nous posons L = (x—y, n—{), nous avons
?3) 0 D (L) = Ra(n—¢) R (x— y) L.

Ecrivons & présent 0 = 0,40, avec 0, (x, &) = {Lby(x, y, &, n)dydn on
by =bsi|nl > &> et by =0 si |yl <& Si (&) =i, posons n' = [ng] > 0.
Utilisons (1) et (3) pour obtenir

@ 0, (x, &) = [[RY (x=y) Ry (=817 LOY* O3(b1 (x, v, &, m))dy dn.

(Nous utilisons: 7, Ry (x—y) =R} (x—y) si heG,). Remarquons que
O m*(b,) =0 dés que |n| < (¢>. Nous voyons donc en utilisant les
hypothéses (i) et (i) que [J3*[J4*(b,) est la somme de quatre termes pour
lesquels nous avons les majorations suivantes:

by (x, ¥, & n)l < C D™ (&Y™,

D2 (b, (x, y, &, M) < CalGul? <™ &Y™ < € (Y™ (&Y™,

5 my - ga m myq—pa m o

® D2 (b1 (x, v, & M)| S Callwl® Y™ T CE™ < Cu )™ ™ (@™,
|D Dy (b (x, y, & M) < € y™ ™ <™.

En tenant compte de (5) et (2) dans I'égalité (4) et en utilisant IV.3 nous
obtenons, en choisissant o assez grand,

©) 10, (x, &) < C &Y™

(Nous avons utilisé I'hypothése & < o).
Nous pouvons maintenant nous occuper de

‘oz(x, é) = J. Lbz(X, Vs iv ﬂ)d}’dﬂ
GxrI
oll b, =0 dés que |5 = <. Ecrivons
(1) 02(x, & = [[RE(x—y) R (n— &1~ LOF* 4% (b2 (x, ¥, &, m)dydn.
Cette fois-ci [%*[%*b, vérifie

® |8 O (b2 (%, y, & m)| < Cu (&Y™ i)™
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et nous obtenons en utilisant (7), (2) et (8)
020 OIS C [ =) &Y™ Gny" iy,
nt<<8>
soit compte tenu du fait que (7—¢&) = (&) puisque |y < &>

165 (x, O < C, ey~ ey
105(x, &) < C, gy 1T

Nous voyons donc que, 1—48 étant strictement positif, nous pouvons choisir
o assez grand pour que

(10) 102(x, &) < € <EY™ ™.
Les inégalités (6) et (10) montrent que [0(x, &) < C &Y™ ™2 et le lemme
IV4 est donc démontré.

IV5. Preuve du théoréme IV.L. Daprés le lemme IV.2 et la

remarque qui le suit, nous pouvons nous contenter de démontrer le théoréme

IV.1 en supposant o, et o, & support compact. Nous avons alors T,oT,
=T, avec

si my =0,
)

si my <0.

(0] o(x, &) =G‘[ (x=y,n=8 o {x, Noy(y, dydy

x I
et nous pouvons utiliser le lemme IV.4 pour obtenir
0) lo(x, O < Cgy™ ™,

Il reste & étudier les différences 47 Afo (x, &). Pour cela posons Vi® = d/|h*
et calculons en utilisant (1) et les notations L= (x—y, n—¢&) et b(x, ¥y, £, 1)
=01(x, Moy (y, &):

Vita(x, & = [ [bVp* L+(cf L)(F3*b)]dy dn,
r

Gx
donc
Vito(x, &) = f LIpeb+ ey bl dydn.
GxTI .
De méme
PRIV o, &)= | LI+ Vi (7 + 7= bl dy dy.
GxrI

Posons b" = (Pp# + Pp? o) (P}*+ P9* <) b et reprenons la preuve du lemme
IV.4 pour . Nous obtenons i

(3) [PEE Vi a(x, &) < Cup (Eymitmaestan
pour heG et kel |k| <{&>.

icm®

Opérateurs pseudo-différentiels 215
A . N + .
Les inégalités (2) et (3) montrent que o appartient 4 S,5 2. La partie
(a) du théoréme IV.l est démontrée.
Pour démontrer (b) supposons encore ¢, et g, & support compact. Il reste
4 montrer que T = o —0; ¢, appartient a ST, pour tout m < 0. Nous avons

t(x, &= [ Lloy(x, n)—a,(x, o, (y, Edydy.
Gxr
En procédant comme en 1V.4 nous pouvons écrire
@  t(x,8= [ [RE(N—ERE(x~y)]™ " LK 04 (Lo (x, )
GxrI
=0y (x, &1, (y, &)dydn.

Nous pouvons supposer que m; est positif et nous avons alors pour tout M
assez grand tel que my; — M soit strictement négatif
%) oy (x, M) =01 (x, O < Corln—EM

En effet,. si |n—¢ < (), cette inégalité provient de ce que o, appartient a
STh Sip—¢ > <, alors p—& = (&> e (&> <n, donc oy (x,m)
—a, (x, &) < 2C &Y puisque oy e S1Y et my > 0, soit

loy (x, =0y (x, O < 2C =M &Y™ ™

my—M

et a fortiori -
loy (x, M=oy (x, &) < 2CIn=¢M ™
car m;—M < 0. Nous avons aussi pour bl <1 et [k|<1 et M> 0
my—M m
(6) |7p Pyt (Lo (x, m) =0y (x, Ol o2 (v, O) < C ™7™
en remarquant que si |h <1 et M 2a, [P f(x)] = Isz({c)l. 4), (5) et (6)
montrent que pour M assez grand

0 fz(x, Ol < Cu <O

. N gmptmy P
D’autre part nous savons que T = ¢ —0, 0, appartient a Sl,O' ‘et ce g:slultat
combiné avec (7) suffit 4 montrer que te QO St,. Le théoréme IV.1 es
m

my+my—M

donc entiérement démontré. .

IV.6. En vertu du théoréme 11.6, nous pouvons terminer ,ce Paragraphe
par un théoréme concernant Padjoint et le transposé de }operatiur 1%;
ceSY;. Puisque T, envoie S(G) dans S (G), nous pouvons définir T7* et T;

par: VieS(G) et VgeS(G) [(T*) g= gf('iﬁi,
G

[(Tg=[fT29).

G G

V/eS(G) et VygeS(G)

Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant:
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IV.7. THEOREME.. Soit o &Sy;.

() Si 0<d<po<l ou 08«
=T, avec oeS"j

o<1, T*= T, avec o*eSp; et

(b) Si 6 =0et g=1, 0*—7 et 0'—0c appartiennent &
m<0

Preuve. Il suffit de remarquer que par exemple pour T* nous avons
formellement

m
1,0+

O-*(x’ 6) = [ (y—xa ﬂ‘f)a()’,

GxTI
et de reprendre la démonstration du théoréme IV.1.

mdydn

V. Continité L* pour S2,. Ce paragraphe est constitué¢ des
démonstrations de la continuité L* pour les opérateurs associés aux symboles
des classes S2 ;. Dans le cas réel ce sont les résultats obtenus par A. Calder6n
et R. Valllancourt dans [2]. Les démonstrations que nous donnons suivent
celles du cadre réel et en particulier reposent sur le lemme de Cotlar-Stein
que nous rappelons ci-dessous.

V.1. LeMME. Soit {a;;} pes xs une famille de nombres positifs vérifiant :
Vjed Zau<A et Vield Za,j<A Supposons que {Tj};.; soit une famille
d’operateurs bornés sur un espace de Hilbert # telle que

IT* Tl <aj e |TTH <af
Alors quelle que soit la partie finie 1 de J, XTI < 4
Nous renvoyons le lecteur a [4] pour l:’demonstratlon de ce lemme.

V.2. THEOREME. Soit o€ §§,o. Il existe une constante C > 0 telle que qguelle
que soit f appartenant o S(G), | T.flly < Clif]l,.

Preuve. Nous allons utiliser le lemme V.1. Pour cela, introduisons
{t;}iey, une famille de représentants de Iy dans I, et ¢,(¢) = 1, (& —w).

Posons ai(x, ) =0(x,)eu(l) et T=T,; Lf=3YTf

ieN
formellement. Remarquons que l'on peut écrire

nous avons

M) Tf (x) = [0 (x, Q) (x, &) d¢
T
ou encore
2 Lf (0 = G_[ ai(x, f W) (x—y, &) dy d¢,
xI

&1

ce qui montre que T*f(x)= [ &
GxrI

dy dé&, cest-a-dire

(g 0, OF )0, & dy),
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soit

3) (T*1)(©) = E[ &:(v, O Wy, Q) dy.
Remarquons que (1) et (3) montrent que T, T;*f =0 si i j. Pour pouvoir
appliquer le lemme V.1 nous avons donc a majorer correctement ||T* Tj|.
Nous reprenons les notations [1§ et R} introduites en IV.4,

Commengons par majorer || Tl Transformons I'égalité (2) comme en
V.4 en utilisant 1V.4 (1) et IV.4(3) pour obtenir

Tfx) = | (x=y, YRS (x=n1" ot (x, Of () dydE
Gx/l
od 0% = [§* ay(x, €). Nous savons par hypothése que |of (x, &)| <
le support de of en & est de mesure 1. Posons

Ki(x, y) = [Ro(x—y)]1~ ‘f af (x, &) (x—y, £)d¢,

C, et que

de sorte que
Tf (x) = [ Ki(x, y)f () dy
G

avee |K;(x, )| € Cy{x—y>™* (en utilisant IV.4 (2)) et donc en choisissant «

assez grand
©) T <C
Passons & || T* Tj||. Nous pouvons écrire d’apres (2)

[ &z &0z, Nf O e—x, & (z—y, ndydndzdZ.
@ xn?

T* Tf () =

Nous en déduisons comme ci-dessus
T* T,f (x) = [ O§" [68 (@, &) of(z, m) (RS (x—2) Ry (z—) "]
x[RE (=& 1S () (x—2, O (z—y, mdydndz dE.
Remarquons que
[15" [ o% (RS RE)™ '] =[RS R3] 0% (5% o)
car R% est constante sur les translatés de G, dans G. Posons donc

Ky(x, )= | [Ri(x—2)RbGE-y)REM—O]"" 0§’ LG, O oj(z m]

GxI'xl'

x(x—3z, &)(z—y, n)dzdndg.

oz, mll <

Par hypothése nous avons |03’ [67(z, ¢) Cap ©t nous obtenons
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(en utilisant 1V.4 (2))
[Ky(x, y) < C | (x—z)7%z—y)>7* & ~n>"Pdzdn dé.
zeG,Seup+ Loneuj+ I

Notons que [{a—b)"*<¢b>™db < C,<{a)™*; nous obtenons
G v

(5) K (x, I < Copp St~ 1>~ {x=p> 7%
Choisissons a > 1 et f> 2. De (5) nous déduisons alors
(6) T Tl < C Quy—uy) ™7

Les inégalités (4) et (6) permettent alors d'appliquer le lemme V.1 avec
a4y = C Qu;—u;»~ 2 puisque nous avons
S =y = [ —ud™ P du = [ ™M du < A
JjeN G

Nous savons donc que HZ T <
isr

converge vers T,f dans S(G donc ||T,fll; < A]lfll. pour feS(G), ce qui

est la conclusion désirée.

V.3. THEOREME. Soit 0 €8g,, 0 < ¢ < 1. Il existe une constante C > 0 telle
que quelle que soit f appartenant & S(G), |T,f1l, < C||fll>.

Remarquons tout d’abord que la continuité L? des opérateurs associés
aux symboles S9; avec 0 <5 <g<1 ou 0<I<p <1 se raméne aux cas
0<d=¢g<1. Nous connaissons le résultat pour S9, et nous allons traiter
lecas 0<g=0<1.

Preuve. L'idée est la. méme que pour le cas S8, Cest-a-dire un
découpage de o et lutilisation du lemme V.1, Le découpage est cependant
différent: découpons d’abord I' en couronnes ||¢| =|I|! = I'\I',_, pour
nz 1, puis chaque couronne de la fagon suivante:

I, \T,-, est découpée en classes modulo IG,,.

Enfin, numérotons de fagon quelconque les fonctions caractéristiques des
ensembles obtenus: l.//J, - Nous avons

lpj = lltg,,j](f_gnj =1 et Yo = ]1‘0.
Remarquons que ) ¢; =1 et que le support de W; a pour mesure |I’

JjeN
Posons o;(x, &) = a(x, &) ¥,(&):

(1) Tf (%) = T,,f (%) = [6,(x, Of (9)(x—y, &)dy de,
@ T*f(x) = [G: (v, &) fF (W) (y—x, &)

) —x, E)dy dE.
Nous obtenons comme au théoréme V. 2, TTH=

Eanﬂl .

0 dés que j s i. Nous nous

A, A indépendant de r; d'autre part, Y T;

icm

Opérateurs pseudo-différentiels 219

concentrons donc sur ||T* 7| et d’abord sur || Tj||: utilisons encore une fois
les notations [I7 et R} introduites en IV.4 et pour un entier n quelconque
posons n' = [ng]. Notons enfin o%(x, &) = DS}“ 6;(x, ). Nos hypothéses se
traduisent par:

o5 (x, Of < C,,

le support de o%(x, £) en ¢ est de mesure lF,,;l.

©)

Nous obtenons enfin

Tif(x) = | of(x, f[R" (x=p1 f (v

GxrI

)(x—y, Odyd¢,
c'est-a-dire

TS (x) = [K;(x, v) f(¥)dy  avec
G

Kjix, y) = [Ry(x—y17" Ja (x, &) (x—y, §d¢

Draprés (3) nous avons [K;(x, y)| < * Le lemme IV.3

donne alors pour o > 1 fixé

Q) 173

Call W (1 v 1T lx =)

<C|I, HF] 'gcC.
Passons a ||T* Tjl|. Nous avons comme en V.2
L= | %60 Oai, n(Ry(x—2) Ry, (z—) 7]

(G x D2

x[RE(E—m]1~ S ) (x ndydndz dé,

[ (X Nf () dy avec
G

&z—y,
clest-a-dire T* T,f (x) =
(5 IKij(x, )

<
GxI'xI

Cy|M5? [67 (2, &) 05 (2, ) (Riy (x—2) Ry (2 —3)~ ]|

x{E=nd"Pdzdndé.

1l nous faut obtenir une majoration de |[13”[ J|. Par hypothése nous avons
pour heG, |h <1,
(6) |45 (57 (2, &) 05 (z, D] < Cop[HF max (I, )%, 11, ).
Dautre part, si nous tenons compte du fait que [R7, (x—:z) Rﬁj(ﬂ—y)]"‘ est
une fonction de z constante sur les translatés de Grusiopnp UNE simple
observation montre que pour A <1
(M |4 (R (x—2) Ry (= =17

< Cop [HlP [max (1T, 10D TR (YR ()]7
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Les inégalités (6) et (7) montrent que la fonction |[J%*[ ]| & support en ¢
égal & supp y; et a support en # €égal A supp y/; est majorée par
Cop max (1|, I, %) [RG (x—2) Ry (z— )]
Reportons cette majoration dans (5):
IK;; (x, p)I
< Cpmax (T, [, I, ) [RZ, (x—2) R (z~)
zeG,éesupptl/i,qasuppwj
x E~nY]" " dz dnde,
donc en choisissant ¢ esupp y; pour chaque i

[max (&, 1€01
&G=&y

En utilisant le lemme IV.3, (8) sécrit en choisissant o >1

[max (&, £)1%
E=&y

I nous reste & montrer que 'on peut appliquer le lemme V.1, c’est-a-dire que

Pon peut choisir § assez grand pour que

([maX (1Sl 1§D
R

@) NIT* Tl < Cop IIER% (237 s LR @17l 1Tl 1T

© IT* Tl < Gy

VjeN Z
i=0

p/2
) <A< +w, Aindépendant de j.
i#j

Posons /2 = 1+¢ et

L : Ne\s/2
L L

i#]

avec
I, = ( )ﬂ/z, I, = Z
)&l <1l i#j
1861 =1¢;1

(ye, (.

L= Y

bla> 1)

Nous avons

& £:]° l A
(10) Iy (55-’6;>1+“_”’”\ j@ £>§+(1 o S 7 < oo,

i=0 3
car [supp ;| = Iyl > CI&)°
Majorons [I,: dans I,, |§| = |&, donc n; =n;; nous notons donc

momentanément n=mn =n; et n' =n; =n). Puisque i J, nous avons {¢;
"6}> = Irn +1I De Plus If é‘]] = |rn +1| lmphque gxeéj'*-rn 1 et Fn+1 est
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pavé par x, translatés de I'y;ily a donc au plus %, = [Ty, 4|/|T,| i tels que

&&= |F,, +1}- Nous effectuons la meme estimation pour le nombre de i
tels que |[&—&j| =Ty 44 et obtenons:

n=—n' l[vle 1+E]T, | n—n' |F ,[ &
I. < ( Hl ) n'+1 =C ( ”
3= 1§j Jrn’+1| [Fn’! I=Z1 lrn'+ll ’

0
(11) I;<CY 27" < A3 < + 0.
=1

soit

Majorons enfin
I, = !fjl(a_l)“”) = |6j[(0—1)(1+z) Z 1.
AT 51¢il <5l
Cherchons le nombre N; d’entiers i tels que |£] < |£: dans chaque couronne

I',\T',- nous avons découpé des morceaux de mesure supérieure & x ™ !|I,J¢,
nous avons donc au plus x[I,)'7¢ morceaux. Nous en déduisons

N;< ¥ x|I,['™ et nous avons donc
ﬂ<"j
e _ A
(12) I, ~<~%|Fn,|(”—”° 2 Sxy 270 < o0,
a<n |F)lj| =0 3

Posons enfin
(& v IE°
L= C (=2l
4 (<@-@>
ay=C.
Draprés (4) et (9), |T* Tl <
(11) et (12) Y a; <
J

Terminons ce paragraphe par un résultat complémentaire relatif &
lordre des opérateurs associés aux classes S7';. Définissons Iespace de

Bl2 :
) avec f>2 st i#}j,

af et || T, T*|| < af et dautre part d’aprés (10),
CA et Y a;;< CA, ce qui achéve la démonstration.

Sobolev % par lintermédiaire des operateurs J* définis par (Jf)"
= {&>7*f, en posant
L=ff="ggel’ et [flz=Ilgl-
V4. THEOREME. Soit rreS‘, »0gd<o<1oul0<d<o<l Lopérateur

T, est borné de I% dans I%_,,.

C'est un corollaire immédiat des théorémes V.2 et V.3 et du théoréme
IV.1. Notons que dans le méme esprit nous pouvons démontrer comme dans
le cas réel et en utilisant les techniques des paragraphes précédents le résultat
suivant;

V.5. TuEOREME. Soit 6eSTo. Lopérateur T, est borné de A, dans A,.,,

2~ Studia Mathematica t. 83 z. 3


GUEST


222 L. Saloff-Coste

m>0. Si >0, A, est lespace de Lipschitz défini en 14,
L*(G) telles que

pour o >0 et a—
Cest-a-dire lensemble des fonctions f appartenant a
4, (x)) < C|H* pour tout heG.

VI. Continuité L” pour S ;. Pour obtenir des résultats L?, p # 2, pour les
classes Sj'; nous allons suivre I'exposé de C. Fefferman [3] et utiliser comme
G. Gaudry et I. Inglis dans [6] les techniques d’analyse réelle présentées dans
[5] par C. Fefferman et E. Stein. Nous utilisons en particulier I'espace BMO,
un théoréme d'interpolation que nous ennon¢ons ci-dessous et un résultat
concernant les potentiels de Riesz.

VIL.1. Une fonction f appartient a 'espace BMO si elle est localement
intégrable et qu'il existe une constante C telle que pour tout x appartenant a
G et pour tout neZ, en posant B = x+G,,

m IBl"li[!f(Y)—fildys C (avec fs=lBl"‘i£f(y)dy}
Notons que d’autres définitions sont possibles, en particulier il y a
coincidence entre la nétre et celle de [6]. La plus petite constante C pour
laquelle nous avons (1) définit la norme de f dans BMO que nous noterons
[y i ;

V1.2, THEOREME. Supposons que z — T, soit une upplication de la bunde
§ ={zeC: 0< Re(z) < 1} dans lespace des opérateurs bornés de L*(G) dans
L*(G) qui soit, de plus, analytique sur Tintérieur de S, Jortement continue et
uniformément bornée sur S. Supposons enfin qu'il existe des constantes M, et
M, telles que

sup IIT,-,'./ Il

<Y<

< Mol £l

M50

sife [2(G) n L™(G),

sup ”T1+1y”z

—w<y<+o

si fe LI*(G).

Alors si 0 <t <1et p=2/t, ILfll, < MIfl,. feL" L2

Nous renvoyons le lecteur & larticle de Fefferman et Stein [5], le
passage de R" 4 G ne posant pas de difficultés.

VL3. Définissons sur S$(G) l'opérateur I* par
I (&) = 187©)

Le théoréme IIL1 montre que pour aeC, Re(n) =0, lopérateur I* est

continu de L?(G) dans L”(G). Les résultats de [6] montrent que pour Re(x)
= 0 nous avons aussi

1) I=flla < ClIflly

Nous utiliserons le théoréme suivant:

peur fe L™(G).
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VI.4. THEOREME (Sobolev). Soit 0 <a <1 et 1<
=1/p—a>0.

(i) Si p>1L I fll, < A, |Ifll, pour felL?.

() Si p=1, |{x: [P > A} < (AA YA pour feL' et 4> 0.

Preuve. En vertu du théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz
(cf. [8]) il suffit de montrer pour tout p > 1 I'inégalité

@ Be: 1P Q> 2} < (Bl 1,47

Pour cela introduisons les notations suivantes: f, = f1 r, € d,,f A
{fu) nez €St une martingale associée & f et & la suite de tribus ! {Z 4} nez» chaque

F, étant engendré par les translatés de G,. Nous avons

p<r< +co avec 1/r

-1

rf= % DITdf+ Z I~ duf = I+ 151

n= =0

Nous pouvons supposer que ||f]|, = 1 vu 'homogénéité de (1). Nous avons
alors

5f = lefnl"dnf =0 fien + Zlﬁ.(lf,.{’“—lf,.nl'“),

ce qui donne
@ [IETATIES

D’autre part une simple observation montre que si f appartient a I,
[fil <|T,Y7, ce qui permet d’écrire

SIS TN 4,1 <2 Y Ty 7= 0P

n<l n<l

2|0

et nous obtenons
3 FERJIES
Nous avons

[ 1157 () > A)]

eIy,

< [{xz [ILf Gl > /23| +[{x: 115 (o)l > 4/2}].

Choisissons [ égal au plus grand entier tel que c|I|*"
/2 € ¢(x|I7))!r. Nous avons alors en utilisant (3)

< [ 115 () > 42} <
et d’aprés (2) et le choix que nous avons fait pour /
Hx: [Pf () > AH < C, pATRLE = €L AT

Le théoréme est donc démontré.

< A/2 de sorte que

[{x: HEf () > 4] 2- 222771111

LATP(3/20) < C,
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IV.5. LEMME. Soit oSy ; avec 1 2 0 2 0 et m = —(1—)/2. Posons pour
nz 1, 0,(x, &) = 0(x, lp,r,_, (&) e golx, &) =alx, Olr,(C), puis

K,(x, 2) = } a(%, &) (2, §)d¢.

11 existe une constante C indépendente de n telle que

Ju() = [IK,(x, 2)ldz < C
G

Preuve. Commencons par estimer

I = f Jl(z, k)—llzl_K..(x, Z)Izdkdz

[kIZz +1

G Iy

ou n' =[ng]. Utilisons la formule de Plancherel:
|45 oy (x, &)
= fj kjkfl““ dédk.
Iy I

oy, est 4 support en ¢ dans I',\I',—; et notre hypothése donne
< Ca|ru|—(1_e)-ze(“+l)lrn| -“ lk|2(a+1)|kl—21—ldk,
kel

soit )
) I, < C,|I,|~Pere,
Ecrivons maintenant
Jo= [+ [ =J+].
268, z¢Gpy

Nous avons en utilisant (1) pour o = 0

(V)] P < ([IK,(x, 2)? dz)( [ dz)<
G

zeGy

CILflG < C

En ce qui concerne J nous pouvons écrire

= Iz, K)=1)*|K, (x, 2)? z, ky-1> 1
Jrg ( I PEaR dkdz ) x l('mz).{ﬁ‘“ dk] dz)
G Iy EL P

et d’aprés (1) et le lemme I1.3

PG I, 2e%e [ |gf~2gs,
z¢Gpy

Pour « =1 nous obtenons

3) S CIM¢G,| <
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(2) et (3) fournissent la conclusion désirée. Le lemme est démontré. Nous
sommes en mesure de démontrer le théoréme suivant:

1V.6. THEOREME. Soit 6eS7; avec 0S5 <<l ou 0 <8 <
= —(1—9)/2. Lopérateur T, est continu de L® dans BMO.

Preuve. Remarquons tout d’abord que si I'on note S'(G) le dual
topologique de S(G) muni de la topologie faible nous pouvons définir T, sur
§'(G) grace aux théorémes II.6 et IV.7. En particulier T, est défini sur L®.

Nous avons 4 montrer qu’il existe une constante C telle que pour toute
fonction fe L™ et toute boule B = x,+G; nous avons

ey IBI“IJI of (X)—agldx < Cifllo

<g<letm

pour une constante a dependant de B et de f. Nous noterons {|a]|, la somme
des semi-normes N, ;(c) pour a<n et f<n (voir II 4) et ¢, =1 To\Tn—
n=1, (po = 1r,. A présent fixons feL® et B = x,+G;. Ecrlvons c=a +a‘
avec ¢°(x, &) = a(x, &)1 r;(&) et occupons nous d’abord de ¢°. Si i<O0, le
lemme V1.5 donne || T of [l < C|[|fll, et la contribution de ¢° '21 (1) ne pose
pas de probléme. Supposons donc i > 0 et remarquons que

%@Jmhﬂﬂm
avec

~—wuaﬂm®“a13%,

T -

a'(x, ¢)

Notons alors t;(x, &) = o'(x, {) ¢_;4;(£). Nous avons

@ i et |Itlls < Clio®llns o 1T 270
En effct,
WM<CW¢wHRWMﬂm1cw%HwV”ﬂ
ce qui cionne (2). Le lemme VL5 et (2) montrent que
thl Tof ( x) jz:_,o”ﬂjf(x)lfm < CIL IS Nl
Nous obtenons donc |Tof (x)—Tof (x+h) < ClAT]]flles que nous

sommons sur heG; par rapport i dh/|Gy, ce qui donne

IT.of ()—agl S Clifll, avec ag=|B|™* [ Tof (xo+Hh)dh,
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soit a fortiori

@) 1BI™* JIT,0f (x)
B

—agldx < C|flle-
Passons & ¢. Introduisons la fonction I7 (x) = 1, (x—x) ol i' = [ig] et
remarquons que

@ II(x)=1 si xeB;

ﬁ(f) = |Gy llg,(f)(xm g).

Ecrivons ensuite IIT,f=T,(If)+[I, T,1f ou [P,Q]=PoQ-QoP.
Estimons le premier terme: T,(JIf)=(J""92oJ =026 T )(11f)
Topérateur J* est défini par (J*f)" (&) = <&>7*f(€). Draprés le théoréme 1V.1,
JTUTORoT | =T, avec 0?eSy; donc daprés les théorémes V.2 et V.3,
J-u-ozo " est Continu de L? dans L2. Utilisons & présent le théoréme V14
en posant 1/r = 1/2—(1—9)/2 = ¢/2 > 0. Nous obtenons

T @) () dx < ClIHS|I3 <

ClNGIGA™ < CIILI G,

donc

&) IBI”( 1 () () dx < Cllf .

Pour estimer le second terme, c'est-a-dire [IT, T 11f, remarquons qu’il
sécrit Tpf avec
00x, &) = [(x, ) A () [o* (x, &) =0 (x, E—n)]dn.
r

Notons que 6(x, ¢) est supporté dans I'\I; et écrivons

0(x, & =3 0;(x,9
j=o0
avec
0;(x, &)= 0(x, &)y ;(&)  si i20,
0;(x, &) = 0(x, O ;&) si i<,
Remarquons que
16;(x, O < CIG [Ty |02 [ yldy  siiz0,
Iy
18;(, &) si i <0,

S CIG T~ md02=¢ [ yldp
Iy
Dans les deux cas nous obtenons

16;(x, O S C gy~ rorp-k,
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Plus généralement, nous avons
1436, (x, &) < Cy [kl (gy~ 1m0/ e e,

Le lemme VL5 et sa démonstration nous permettent d’écrire

(6) I, T3 0. < C}Z 2771 flfs < Cllf -
Les inégalités (5) et (6) donnent donc
!Bl“‘llU(x ) TS (x)dx < Clifll..
et puisque IT =1 sur B,
(7) !BI"i[IElf(x)l dx < C| f1l..

Les inégalités (3) et (7) nous permettent d’obtenir (1) et le théoréme est
démontreé.

Nous pouvons & présent obtenir le résultat concernant la continuité L?
en utilisant les théorémes V.2 et V.3, le théoréme VI.6 et le théoréme
d’interpolation VI.2. Nous renvoyons le lecteur & Iarticle de Fefferman et
Stein [5] et & [6] pour lutilisation de cette technique. Nous obtenons:

VL.7. THEOREME. Soit geSy; 0<0<o<1 ou 0<d<o<1 et soit
1<p< 4co. Lopérateur T, est borne de LP dans L* pour p veérifiant
(1-glj2=1/p < —m.

Les résultats de [6] montrent que lintervalle donné pour p dans le
théoréme précédent est le meilleur possible.
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The “local” law of the iterated logarithm for processes
related to Lévy’s stochastic area process
by
K. HELMES* (Bonn)

Abstract. For a class of stochastic processes which includes Lévy's stochastic area process
as a special case we prove the law of the iterated logarithm at zero. Based on this result we also
prove the law for the /!-norm of a finite number of independent copies of area processes.

1. Introduction. Let (W) = (X,, ¥,) be a 2-dimensional Brownian motion
and let

t
L = [(JW, dW,y, where J= [0 l:l

and (-, ) denotes the usual scalar product in R*. The “area process” (27* L,)
was introduced by Lévy in 1939 (cf. [9], for further references see [7]) but
was only sporadically studied until the mid-seventies [5, 8, 10, 12]. As has
been noticed by Gaveau [5, see also 1], the process (E,) or, more precisely,
the diffusion process (W, L), is a useful tool for solving certain problems
which naturally occur in analysis and differential geometry. Dugué’s recent
note [4] shows that the process (L,) also plays a certain role in statistics, viz.
in hypothesis testing; for a special parameter estimation problem of 2-
dimensional Gauss-Markov processes it was previously used in [10, Ch.
17.4]. Asymptotic fine properties of its sample paths were investigated in [2]
and [6] (cf. also [11]). In these papers a law of the iterated logarithm at
infinity is proved for classes of stochastic processes which include (L) as a
special case. In [2], processes

t t
ZpP = o [ X dY,+ B[ Y, dX,, t>0,
o 0

t
are investigated while in [6] processes L4 = [ (AW, dW,>, where Ais a d xd
o]
skew symmetric matrix, 'd = 2, are dealt with.
In this paper we shall prove the “lil” (law of the iterated logarithm) at

* This work was supported by the Deutsche Forschungsgemeinschaft (DFG),
Sonderforschungsbereich 72 (SFB 72), at the University of Bonn, Bonn,” West Germany.


GUEST




