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algebra of those functions f in C(X, M,) which have analytic extensions f'to
the unit disc D such that f(0) are scalar multiples of the identity matrix
then 4 has a multiplicative functional; but, for each éeX, As= M, and’
hence there is no multiplicative functional on 4. ’
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Sur les espaces stables universels

par
SYLVIE GUERRE (Paris)

Abstract. We consider the class & of Banach spaces X such that the set of types on X is
separable for the topology of uniform convergence on bounded sets of X. This class contains the
class 4 of separable stable spaces. We construct an ordinal index for .o and we prove that there
is no element Y of .o/, 1-universal for 4 in the sense that every element of 4 is at Banach—
Mazur distance 1 of subspaces of Y.

Introduction. L'existence d’espace universel ou isométriquement universel
pour une classe d’espaces .o/ a été étudiée dans de nombreux cadres.
Notamment dans [1], il est prouvé que espace des fonctions continues
réelles sur Pintervalle [0, 1] est isométriquement universel pour les espaces de
Banach séparables. Dans [6], il apparait un résultat négatif: il w’a y pas
d’espace de Banach & dual séparable, universel pour les espaces de Banach
réflexifs et séparables. Ce dernier résultat a été étendu a la classe des espaces
4 duaux séparables dans [7].

Nous nous inspirons ici des méthodes de [6] pour prouver un résultat
analogue pour les espaces de Banach dont espace des types est séparable
pour la topologie uniforme. (Ces espaces sont nécessairement séparables).
Cette classe d’espaces contient les espaces de Banach stables et séparables.
Dans toute la suite nous utiliserons les techniques de stabilité qui figurent
dans [4]. Nous définissons une notion intermédiaire entre espace universel et
espace jsométriquement universel, adaptée 4 ce probléme:

Soient X et Y deux espaces de Banach. On notera d(X, Y) la distance
de Banach-Mazur de X & Y. Rappelons que d(X, Y) =1 si et seulement si
pour tout > 0 il existe un isomorphisme T de X sur Y tel que:

VxeX, |l <ITxl<@+m)lixl.

On dira qu'un espace de Banach X est 1-universel pour une classe d’espaces
de Banach ./ si et seulement si tout espace Z de .o/ est & distance 1 des
sous-espaces de X, clest-d-dire: Inf{d(Z, Y)] Y= X} =1.

Dans la premidre partie, nous construisons un indice pour les espaces
ayant un espace de types séparable pour la topologie uniforme en suivant les
méthodes de [6] et nous examinons ses. propriétés.
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Dans la deuxiéme partie, pour tout ordinal dénombrable o, Nous con-
struisons un espace de Banach stable et séparable, dont Pindice est supérieur
& x. Ceci permet de montrer qu’il n’y a pas d’espace de Banach dont Pespace
de types est séparable pour la topologie uniforme, 1-universel pour la classe
des espaces dont I'espace de types est séparable pour la topologie uniforme.
On obtient le méme résultat pour la classe des espaces stables et séparables.

Un espace de Banach séparable X est stable si pour toutes suites
bornées (X,)uen et (Vudmen €t tous ultrafiltres % et ¥ sur N, on a;

lim lim |[x, + y,ll = lim lim |[x,+ y,].
n¥ mv m 4 n, U
Nous rappelons les définitions dont nous aurons besoin et qui dans le cas

des espaces stables figurent dans [4].
Soit X un espace de Banach séparable.
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Un type sur X est une fonction ¢ de X dans R, définie par une suite

bornée (a,).y de X et un ultrafiltre % sur N, telle que :
VxeX, o(x)=lim |jx+a,].
mi

On notera: ||of| = o(0) = lim|a,).

x4

On notera également #(X) Pensemble des types sur X et &,(X)
Tensemble des types sur X de norme inférieure ou égale a A, ’

On munit & (X) de la topologie de la convergence simple sur X et de la
topologie de la convergence uniforme sur les bornés de X.

La topologie simple sur . (X) est métrisable, séparable et les ensembles
Z,(X) sont compacts pour cette topologie (cf. [4]).

La topologi¢ uniforme sur & (X) est métrique.

) Nous ne considérons ici que des espaces de Banach tels que % (X) soit
séparable pour la topologie uniforme. Il est facile de voir qualors, tout
ouvert de F(X) pour la topologie uniforme est un F, pour la topologie
S};ntple. Les espaces de Banach séparables et stables ont cette propriété. En
effet:

’ LeMME 1. Si X est un espace de Banach stable et séparable, F(X) est
séparable pour la topologie uniforme.
Démonstration. Si X est stable, on peut définir le produit de

convolution o7 de deux types o et = définis respectivement par des suites
(@nen €t (Brdmen €t des ultrafiltres % et ¥ , par:

L VxeX, ox1(x)=lim lim |1+ a,+ byl
my

na'
Si on note K I'espace # (X) muni de la topologi i
: pologie de la convergence simple
sur X, K ‘est métrisable séparable et réunion dénombiable de compagts
[#(X)= ”LEJN F,(X)]. De plus # (X) muni de la topologie de la convergence
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uniforme s’identifie & un sous-espace fermé de %' (K, R) par I'application qui a
un type ¢ sur X associe f, définie par f,(7) = ||o*t|l pour te K. Cest donc
bien un espace séparable. '

Remarque. Il n’est pas difficile de voir que si X a un espace de types
séparable pour la topologie uniforme (respectivement: si X est stable et
séparable) et si Y est a distance 1 de X, Y a un espace de types séparable
pour la topologie uniforme (respectivement: Y est stable et séparable).

I. Definition d’un indice pour les espaces dont Pespace des types est
séparable pour la topologie uniforme. Soit X un espace de Banach tel que
F (X) soit séparable pour la topologie uniforme.

"~ On note:

X, = {xeX||xll <A} pour 1 >0,

dx, (o, 1) =Sup{lo(x)—t(x)]| xeX,} pour o et 7 appartenant & % (X).

DeriNiTioN 1. Soit 4 >0 et ¢ > 0. Par induction transfinie, on définit
une partie P, (¢, X;) de #(X) pour tout ordinal a« par:

(i) Pyle, Xy) = F,(X).

(i) Pyyy(e, X3) =l0eP, (s, X,)| il existe (0,).eny < Pyle, X;) converge-
ant simplement vers ¢ et telle que lim dy, (,, 0) > &}

(iii) Si a est un ordinal limite,

P, (e, X3) = ﬂﬂ Py(e, X3).

Les ensembles P, (e, X,;) ne sont en général pas fermés dans & (X) pour
la topologie de la convergence simple. Nous avons donc besoin d’introduire
d’autres ensembles pour définir un indice ayant les propriétés souhaitées. La
forme définitive de ces ensembles est die & Y. Raynaud.

DeriNnttion I. Par induction transfinie, on définit des parties Q, (¢, X )
pour tout ordinal dénombrable « par:

(i) Qole, X3) = F1(X).

(i) Qq1(¢, X;) est T'adhérence simple dans & (X) de [ocQ,(e, X;)| il
existe une suite (0,),ev de Q. (¢, X;) convergeant simplement vers o et telle
que limdy, (0, 0) > &}.

(iii) Si o est un ordinal limite,
Qa(“:’ XJ.) = ﬂQ Qﬂ(e’ XA)

Par construction, les ensembles Q, (¢, X;) sont fermés donc compacts
pour la topologie de la convergence simple.

7 ~ Studia Mathematica LXXXI.2
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Les deux lemmes suivants vont permettre de définir un indice:

LeMME 1. Soient ¢ >0 et A > 0. Pour tout ordinal « on a:

(a) P,(e, X;) est fermé dans F(X) pour la topologie uniforme.

(b) P,(e, X,) est un espace polonais pour la topologie de la convergence
simple de 7 (X).

(C) Pm+1(8: Xl) < Pa(ﬁw X}) et Pa+1(6a X}.) 7& Pa("’ XJ.) si Paz(ﬂv X}.) # o

(d) Il existe un ordinal dénombrable « tel que: P, (¢, X,;) = @.

Démonstration. (a) est immédiat.

(b) Py(e, X;) est un fermé pour la topologie uniforme et donc un G,
dans #(X) muni de la topologie de la convergence simple. C’est bien un
espace polonais pour cette topologie (cf. [5]).

(¢) Si P,(e, X;) # @, considérons lidentité de P,(s, X;) muni de la
topologie simple dans P, (¢, X,) muni de la topologie uniforme; comme tout
ouvert de P, (s, X;) pour la topologie uniforme est un F, pour la topologie
simple, cette application est de premiére classe de Baire ([5]) d’un espace de
Baire (d'aprés(b)) dans un espace métrique complet séparable. D’aprés le
théordme de Baire, ses points de continuité forment un G,-dense dans
P,(¢, X;) muni de la topologie simple. Ceux-ci n’appartiennent évidemment
pas a P, (s, X;), ce qui prouve que P, (g, X;) # P,(s, X,).

(d) est une conséquence de (a), (c) et [5].

LemME I,. Soient ¢ >0 et 4 > 0. Pour tout ordinal o. on a:
P,,(S, X}.) < Qn(‘;: X}.) < Pd(g/27 X/l)

Démonstration. La premiére inclusion est évidente. Supposons que la
seconde inclusion soit vérifiee pour tout ordinal B, <o et supposons
d’abord o =o' +1. Soit e Q,(e, X,). Il existe une suite (6™),,.y de Qu (&, X,)
convergeant simplement vers o, telle que pour tout me N il existe une suite
(@Msen de Q. (¢, X;) convergeant simplement vers o™ et telle que
limdxl(a,,, ™) =& Comme Q, (s, X ) est fermé pour la topologie simple, ¢

appartnent & Qu(e, X;) et donc aussi & P, (¢/2, X,). De plus la suite (0")en
et la suite double (a7),,men2 Sont aussi dans P, (g/2, X;) et convergent toutes
deux simplement vers ¢. Deux cas se présentent:
ou bien: limSupdy,(s”, 0) > &/2
. .
et alors o€P,(¢/2, X));
ou bien: Ve >0,3M, tel que:

Z My =dy, (0" o) < /244

On construit par récurrence une suite (a,':'k"),‘s,v convergeant simplement vers o,
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telle que pour ke N on ait: m >

My, et dx),(a"k’ 6™ = e—1/k. On en
déduit, pour tout keN: .

dy, (0n¥, 0) = dy, (on%, ™) —dy, (6™, 0) > /2~ k.

Quitte & extraire une sous-suite de (o:,';")kEN pour que la limite existe, on
obtient alors:

limdy, (o,,mk", a) = ¢/2
k

donc
ceP,(¢/2, X,).

Le cas ou « est un ordinal limite est évident.

De ces deux lemmes, on déduit qu’il existe un ordinal dénombrable a tel
que Q,41(6, X)) =@ et Q,(s, X;) # @ et ceci nous permet de donner la
définition suivante:

DerFiniTION I3. Posons:
5(85 X) = Sup {a < wll Qz(cy Xl) #* (b}’
5(X) = Sup {s(e, X)| &> 0}.
On dira que s(X) est lindice de X.
De létude précédente on déduit:
ProrosiTioN 1,. Si X est tel que F(X) soit séparable pour la topologie
uniforme alors:

s(e, X)<w; et

5(X) = Sup {s(1/n,

Nous pouvons maintenant examiner les propriétés de cet indice qui font
Fobjet des deux propositions suivantes:

ProrosiTioN I,. Soit Y un espace de Banach séparable tel que F (Y) soit
séparable pour la topologie uniforme et X un sous-espace de Y. Alors:

Ve >0, s, X)<s(e, Y).

Démonstration. Soit o un type sur X. Conformément & [2], on dira
que & est une extension de ¢ 4 Y si & est un type sur Y et vérifie:

vxeX, o(x)= F(x).

11 est clair que tout type sur X a une extension & Y. On va montrer par
induction transfinie que si ¢ appartient & Q, (s, X,), il existe une extension &
de ¢ 4 Y, appartenant a Q,(s, Yy).

Supposons que ceci soit vrai pour tout ordinal §, f<a. Sia =o' +1 et
si o appartient & Q, (¢, X,), il existe une suite (™), de Q, (¢, X) converge-
ant simplement vers ¢ telle que pour tout me N, il existe une suite (o)),en de

X), neN} < w,.
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0. (¢, X,) convergeant simplement vers ¢™ et vérifiant limdy, (o}, o™) 2 ¢.
n

Par hypothése, il existe des extensions &, des a7 4 Y pour tout m et n
appartenant 2 N, qui appartiennent a Q, (¢, Y;). Quitte 4 extraire des sous-
suites, on peut supposer que pour m fixé (G)),.n converge simplement. Sa
limite est évidemment une extension 6™ de ¢™ & Y et appartient 4 Q, (¢, Y;)
car Q, (e, ¥;) est fermé pour la topologie simple. De plus, Vme N:
lim Infdy, (67, &™) = limdx, (o7, 0") Z ¢.
n n

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que la suite (6™),y
converge simplement. Sa limite est une extension de ¢ et appartient a
Q.(e, Y}) daprés ce qui précede.

Si o est un ordinal limite et si o appartient & Q, (¢, X), pour tout f <«
il existe des extensions &, de o 4 Y appartenant & Q,(s, Y). Toute valeur
d'adhérence simple de (F5)s., est une extension de ¢ 4 Y appartenant 3
N Qule, Y1) = Q, (¢, Yy) car ces parties sont simplement fermées. Ceci prouve
f<a

donc que si Q,(e, X;)# @ alors Q,(s, Y;) # @ et cela implique la propo-

sition I,.
ProposiTion I3. Si X a un espace de types séparable pour la topologie
uniforme et si d(X,Y)=1, alors

$(X) = s(Y).

Ce résultat est une conséquence des deux lemmes suivants:

LemMe 1. Avec les notations précédentes, si 0<n<egf2 et si
Qu(aa Xl) # (z)a alors Qa(g_zrl’ YH-vy) 7 (D

Démonstration. Soit 0 <# < ¢/2. Comme d(X, Y) =1, 1l existe un
isomorphisme T'de X sur Y tel que: VxeX, ||xl| < ||Tx|| < (1+n) |Ix].

Si ¢ est un type sur X, défini par une suite (a,),.v €t un ultrafiltre %, on
dira que & est une image de ¢ par T'si & est un type sur ¥ défini par: VyeY,
&) = lig,1 lly+Tall.

n,

Il est clair que si ¢ appartient & %,(X), toute image & de o par T
appartient a %, ., (Y).

De plus, si ¢ et 7 sont des types sur X de norme inférieure & 1, quelles
que soient les images & et ¥ de o et © par T, on a:

dy, ., %) 2 dy, (0, )~ 21.

On termine la démonstration de ce lemme en suivant le raisonnement de la
proposition I, et en remplagant les extensions de types sur X par les images
de ces types par T

LeMME I,. Avec les notations précédentes, si 0 <2n(l+m) <¢ et si
0u(¢, Yiup) # @ alors Q,(&'N1+m)—2n, ;) # @,
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Démonstration. Soit 0 <2n(1+#) <& et notons ||of|| = Sup(jo]|, 1)

-pour g€ F(Y). Il est clair que si o appartient & #,,,(Y), alors afl|ofl|

appartient & % ,(Y). De plus un calcul simple permet, en utilisant [yl
= Sup(lyll, 1) pour y€¥, de montrer que si o et © sont des types de norme
inférieure a 1+4n sur Y, on a:

(2} T 1
4 (-2 s Loy e
“(mam |||¢|u>>1+,, Viag (05 )= 20

Ceci permet de montrer que si o appartient & Q, (¢, Y, +,), o/lllolll appartient
a Q,(E/(1+m)—2n, Yy).

Des lemmes I3 et I, on déduit que, sous les hypotheses de la proposi-
tion I, pour tout n >0 tel que (2+n)y <&, on a:

e—2n
5, X) < -2, Y ).
s(e, X) 5(1_'_” 2n Y)

En faisant tendre n puis & vers 0, on obtient s(X) < s(Y). Comme X et Y
jouent le méme rdle, on en conclut s(X) = s(Y) et ceci prouve la proposi-
tion I5.

II. Indices de certains espaces stables et séparables. Soit X un espace de
Banach; on notera R@®, X 'ensemble des couples (x, X)e R x X muni de la
norme (o, x)|| = fo| +||x|| o0 |Ix|| est la norme de x dans X. L’espace
P(R®, X) est 'ensemble des suites d’éléments (ot,, X,)pey de R®, X, muni de
la norme

”(qm xn)nsN” = [ Z (‘un['*'”xn”)z]“z-
nz0
11 est facile de voir que si X est stable, alors I(R®, X) Pest aussi (cf. [4]) Les

résultats qui suivent s’inspirent d’un exemple de E. Odell,

Lemme ;. Soit 0 < g < (ZM\/E) et soit X un espace de Banach stable et
séparable. On a: Ve >0, *

s(e, P(R®, X)) = s(z, X)+1.

Démonstration. Soit ¢ un type sur X, de norme inférieure ou égale
4 1. ¢ n’a qu’une seule extension & R, X (que P'on notera encore o) définie
par:

V(a, x)eR®, X, o, x)=|o|+0(x).
Pour neN, on peut définir un type o, sur I>(R@, X) par:
V@, Xhev € (RD, X),
(01 X)ien) = (‘%(Iall F1xd)? + Do+ () 12)2,
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On vérifie que o, est Punique extension de ¢ 2 I2(R®, X) pour linjection J,
de R®, X dans I*(R®, X) définie par:
zy=0sli%#n,

Jlo, X) = (z)ien  AVEC {z””—*(ﬁ, X).

11 est également facile de voir que la suite (g,),ev CONVErge vers un type t de
P(R®, X) défini par:

Y (0; Xen €1 (R® 1 X), (o4, xiew) = (Hou, x:)_mlv||1+||(7”2)”2-
Drautre part, si o appartient & Q (¢, X1), 0, apartient & Q, (s, [*(R®, X)],)
pour tout neN d’aprés la proposition I,.

Montrons que 7 appartient & Q,+; (¢, [*(R®X)],): pour tout ne N, soit
X, lélément de I*(R®, X) dont les coordonnées sont nulles sauf la n-iéme
qui vaut (1, 0). Alors ||X,/| = 1 pour tout neN et de plus:
02 (Xa) = 1 +llo]| =2 ,
(X)) = L+ XD = /2.
Donc

\/ﬁéf:

limvdy2gme, oy, (G ) 2 lim]a, (X,) =7 (X, > 2~

et ceci prouve le résultat annoncé. .
On en déduit que pour 0 <¢ < 2—~\/2,
s(e, P(R®; X)) = s(e, X)+1.
LemMe I,. Pour tout ordinal dénombrable «, il existe un espace de
Banach séparable et stable X* tel que pour 0 <¢ < 2~—\/2, s(g, X) 2«
Démonstration. Soit 0 <¢ < 2-\/§; on pose

X0=P,
Xm-l = IZ(RGBI X“),
=y (D X"

f<x
Daprés le lemme 11, (e, X**!) = s(e, X%)-+1 et si a est un ordinal limite,
d’aprés la proposition I, s(s, X%) 2 sup s(s, X¥) et ceci prouve le lemme 11,.

si o est un ordinal limite.

Des propriétés I, et I, et du lgmme IX; on déduit:

THEOREME. Si X est un espace de Banach séparable 1-universel pour les
espaces de Banach ayant un espace de types séparable pour la topologie
uniforme (respectivement: pour les espaces de Banach stables et séparables),
alors Tespace des types sur X nest pas séparable pour la topologie uniforme.
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CoroLLAIRE. I Wy a pas d’espace de Banach stable et séparable,
1-universel pour la classe des espaces de Banach stables et séparables.
Remarque. L’indice des espaces P, 1<p< -+o0, est o et il
est possible de montrer a laide de [3] que lindice des espaces I? pour
1< p< +oo0 est majoré par lindice de Szlenk d’un espace uniformément
convexe, I'indice de ces espaces est donc w.
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