Uber das allgemeine Dreikérperproblem

von

W. NIKLIBORC (Warszawa).

Erste Mitteilung.

Diskussion einer Ungleichung.
Einleitung.

In dieser Arbeit wird das allgemeinste Dreikérperproblem
betrachtet, d. h. es werden iiber die GroBe der Massen keine
einschrinkenden Voraussetzungen gemacht. Es wird sich auBer-
dem als vorteilhaft erweisen (was eigentlich erst in den weiteren
Mitteilungen deutlicher zu Tage treten wird), die Untersuchung
nicht auf das klassische Newtonsche Gravitationsgesetz zu be-
schrinken, sondern vielmehr allgemeine, nur von den gegensei-
tigen Abstinden der Massen abhingige Krifte zugrundezulegen.
Wir werden uns nimlich in den weiteren Teilen dieser Arbeiten-
reihe tiberzeugen, daB viele verschiedene Formeln und Rechnun-
gen sich {ibersichtlicher gestalten, wenn man die Bewegungs-
gleichungen der materiellen Punkte in der allgemeineren, als es
in der Himmelsmechanik iiblich ist, Form (1), als Ausgangspunkt
der Untersuchungen wihlt. Andererseits, da sehr viele Sitze der
Himmelsmechanik unabhéngig von der Natur der wirkenden Krifte
g:elten, ist est naheliegend, diejenigen besonders hervorzuheben,
die nur im klassischen Newtonschen Falle richtig bleiben. Namen-
tlich ist die Frage besonders interessant, ob der Umstand, daf}
der Ausdruck 1/r der Laplace’schen Differentialgleichung genligt,
irgendwelche besondere Konsequenzen zur Folge hat.

Als erstes in unseren Untersuchungen vorkommendes Pro-
blem, wird das Problem der Reduktion des Differentialsystems (1)
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auf die sechste Ordnung betrachtet. Doch wird diese Aufgabe
erst in der dritten Mitteilung gelést, wo auch Literaturangaben
iiber diesen Gegenstand zusammengestellt werden. Wir werden
dort ein reduziertes Differentialsystem sechster Ordnung aufstellen,
das verhdltnismafig einfach ist, und sich fiir weitere Untersu-
chungen besonders eignet.

In dieser ersten Mitteilung, die als vorbereitende fiir die wei-
teren zu betrachten ist, wird eine Ungleichheit bewiesen, die an
sich sehr interessant und von hoher Bedeutung zu sein scheint.
Es ist dies die Ungleichung (83) und die mit ithr verbundene
Gleichung (84), die als ein Seitenstiick des im restringierten Drei-
korperproblem vorkommenden Jacobischen Integrals aufzufassen
ist. Die Gleichung (84) erscheint nidmlich nach Sicherstellung
der Ungleichung (83) als ein Analogon zu der im restringierten
Problem vorkommenden Gleichung der Fliche von der relativen
Nullgeschwindigkeit.

Auf Grund von (83) werden im sechsdimensionalen Raum der
Koordinaten (x,, y,, z;, x;, y,, z,) der relativen Bewegung der
Massen m, und m, (relativ in bezug auf m;) gewisse Bereiche
definiert, in welchen das von diesen Koordinaten gebildete Zahlen-
system (x;....z,) stets verbleiben mufi.

Abgesehen von dem Umstand, dafl die Ungleichung (83)
eine ganze Reihe der bei dem restringierten Dreikdrperproblem
durchgefiihrten Untersuchungen mindestens theoretisch zu iiber-
tragen gestattet (wir sagen theoretisch, denn in der Praxis wird
dies wohl mit grofien Rechnungsschwierigkeiten verbunden sein,
da der relative Raum sechsdimensional und der Grad der Glei-
chung (84) selbst in den einfachsten Fillen sehr hoch ist), fithrt
sie zu vielen interessanten Konsequenzen. So wird z. B. im letzten
Kapitel bewiesen, daf, falls es zu einem Zusammenstof der zwei
Massen kommt, dieser sich notwendig in der Laplace’schen inva-
riablen Ebene ereignen mufl. Auch der Sundmansche Satz, der
besagt, dal im Falle eines gleichzeitigen Zusammenstosses aller drei
Massen alle drei Flichenkonstanten verschwinden miissen, erweist
sich als eine unmittelbare Folgerung aus der Ungleichung (83).
Freilich stimmen unsere Voraussetzungen mit den Sundmanschen
nicht vollkommen iiberein.

Eine ausfiihrliche Diskussion der Hyperfliche (84) soll einer
spiteren Abhandlung vorbehalten bleiben.
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Sowoh!l in dieser, als in den weiteren Mitteilungen, wird
man mit vielen ziemlich umstindlichen aber ganz elementaren
algebraischen Rechnungen zu tun haben. Dafl es uns gelungen
ist diese zu erledigen, verdanken wir vor allem einer besonders
geeigneten Wah! des Koordinatensystems. In den uns bekannten
Untersuchungen, die auf die sg. Laplace’sche invariable Ebene
Bezug nehmen, wird das Koordinatensystem fast immer so ge-
wiahlt, dass die xy-Ebene zur invariablen Ebene wird. Be-
trachtet man diese Wahl niher, so siecht man sofort die ern-
sten Nachteile derselben, die in der unsymmetrischen Rolle der
z-Koordinaten der Massen ihre Quelle haben. Dies fithrt zu sehr
unsymmetrischen und uniibersichtlichen Rechnungen und so ist
es v.elleicht zu erkliren, dafl man aus der Reduktion des Drei-
korperproblems auf ein Differentialsystem sechster Ordnung bisher
sehr wenig Nutzen (von der beriihmten Lagrange’schen Arbeit
abgesehen) gezogen hat. Diese Erwigung hat uns dazu gefiihrt,
das Koordinatensystem so zu wahlen, daf zur invariablen Ebene
die durch die Gleichung

x+y+z=0

erklirte Ebene wird. Diese Wahl, die offenbar auf ' Arten fiir
jede Bewegung getroffen werden kann, fiihrt zu ganz besonders
symmetrischen Rechnungen und Formeln.

Als ein zweiter Hauptpunkt der Arbeit kann die Einfithrung
der fundamentalen Ebene der relativen Bewegung betrachtet wer-
den: Untersucht man namlich, wie es in der Himmelsmechanik
iiblich ist, die relative Bewegung der Massen m, und m, inbezug
auf ein Koordinatensystem, welches den Ursprung in m, hat, und
dessen Achsen zu den alten (absoluten) parallel sind, so erscheint
es als plausibel diejenige Ebene einzufiihren, die den Punkt m,
enthélt und stets zu der Laplace’schen invariablen Ebene parallel
bleibt. Dies ist nun die Ebene, die wir weiter als fundamentale
Ebene der relativen Bewegung bezeichnen, und die in unseren
Untersuchungen die wichtigste Rolle spielen wird. Wie wir sehen
werden, und zwar schon in dieser ersten Mitteilung, erweist sich
die Einfiihrung der Distanzen d; und J, der Massen m, und m,
von der Fundamentalebene als besonders natiitlich und vorteilhaft.

Und nun einige Worte iiber die angewandte Methode. Legt
man die Differentialgleichungen (9) der relativen Bewegung zu-
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grunde, so besitzen diese bekanntlich noch 4 elementare Integrale
und zwar 3 Fldchenintegrale und ein Energieintegral. Nun be-
trachten wir diese vier Gleichungen als ein algebraisches simul-
tanes Systém mit den Unbekannten

r 14
Xiyenns 2y,

und suchen die allgemeine Losung desselben zu finden. Dies er-
folgt natiirlich auf die naheliegende Weise, dal man zunichst die
allgemeine Losung des durch die drei Flichenintegrale gebilde--
ten linearen Systems bestimmt. Dadurch erscheinen die Geschwin-
digkeitskomponenten als lineare Funktionen dreier beliebiger Gré-
fen o, 0,, v. Diese GroBlen sind noch durch eine Gleichung
zweiten Grades verbunden, die man durch die Substitution der
fiir die Geschwindigkeitskomponenten erhaltenen Ausdriicke in
die Energiegleichung erhilt. Freilich ist diese transformierte Ener-
giegleichung zunachst sehr kompliziert, und so mufi man, bevor
man an die Parametrisierung derselben schreitet, vor allem diese
durch geeignete Parametertransformationen zu vereinfachen ver-
suchen. Dies wird zum grofilen Teile schon in dieser Mitteilung
geleistet und so gelangt man zu den Formeln (78) fiir die Ge-
schwindigkeitskomponenten. Dieselben erscheinen hier als Funk-
tionen von drei Parametern ¢, 0,, 7, welche durch die erheblich
einfachere Gleichung (74) verbunden sind. Soll nun dabei die
Bewegung reell sein, so kann, wie sich leicht zeigen lafit, die
a.a.0. eingefiihrte Grésse C— W nicht negativ sein, was
eben die den Zweck dieser Mitteilung bildende Ungleichung (83)
ergibt.

In der zweiten Mitteilung wird die Transformation der Ener-
giegleichung weiter verfolgt, wodurch man zu einer Darstellung
der Geschwindigkeitskomponenten durch zwei willkiirliche Grofien
gelangt. Die entsprechenden Formeln erweisen sich fiir viele Unter-
suchungen als besonders geeignet.

Diese Formeln werden uns dann in der dritten Mitteilung
die Reduktion des Problems auf ein Differentialsystem. sechster
Ordnung, mit einem Schlage durchzufithren erlauben.

Will man nach dem was oben gesagt wurde, die von uns
angewandte Methode kurz charakterisieren, so kann man sie als
Parametrisierungsmethode bezeichnen. Es werden namlich die 3
Flichenintegrale und das Energieintegral durch sechs Formeln
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ersetzt, in welchen die Geschwindigkeitskomponenten der Massen
m, und m, durch zwei willkiirliche GréBen dargestellt werden.

Im Emzelnen gliedert sich diese Mitteilung folgendermafien:
Teil | enthilt allgemeines iiber das Dreikdrperproblem sowie die
Einfihrung der Fundamentalebene. Im Teil Il werden verschiedene
Hilfsausdriicke eingefiibrt, die dann im Laufe der Arbeit ofters
vorkommen. Dabei werden verschiedene fiir uns niitzliche Identi-
titen zusammengestellt, Im Teil Il wird das Problem der L&sung
des von den drei Flichenintegralen und dem Energieintegral ge-
bildeten simultanen algebraischen Systems in Angriff genommen
und so weit fortgefiihrt, bis man zu der Ungleichheit (83) ge-
langt. Diese wird im Teil IV naher untersucht.

1. Aligemeines iiber das Dreikérperproblem.

1. Differentialgleichungen der absoluten Bewe-
gung. Wir bezeichnen mit # die Zeit und betrachten drei voll-
kommen beliebige Massen my, m und m,. Den Massenmittel-
punkt derselben wihlen wir zum Koordinatenursprung eines recht-
winkligen Achsenkreuzes. Es werden mit M die Gesammtmasse

des Systems
M= mg+m+m,,

mit (5., 7,, &) die Koordinaten der Masse m,, mit r,, der Ab-
stand der Massen m, und m,

T \/ (gl— btk)2+ (77,'_ 7]k)2'|" (C-:,_ Z-:k)Z ’
bezeichnet. Es sei endlich ¢ (u) eine beliebige fiir u > 0 erklirte
und stetige Funktion.
Wir legen unseren Betrachtungen folgende Differentialglei-
chungen (die als Differentialgleichungen des absoluten Dreikér-
perproblems zu bezeichnen sind) zugrunde:

d*& - e e

m, dP = mymy @ (ry,) (5 — §,) + mym, 9 (r,) (§— )
d*s o L

(1) Jmy e = m;m,p(r,) §— &)+ m, my ¢ (o) (5,— &)
d*§, . L

m, a7 == mym, @ (ry) (5,— 5o) + mymy ¢ (1)) (§,— §)
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Wir haben hier nur die drei ersten Gleichungen aufgeschrie-
ben. Die sechs iibrigen bekommt man durch zyklische Vertau-
schung der Buchstaben §,, n,, 5. Die Funktion ¢(z) bestimmt
natiirlich das Wirkungsgesetz. Ist insbesondere

o ¢@:~§,

wo f die (Gaufy’sche) Gravitationskonstante bedeutet, so hat man
mit dem klassischen Gravitationsgesetz zu tun.
Wir setzen

®» 0@ = [up(du,

(4 U = mym, @ (r,)+ mym, @ (r,) + mymy @ (ry)

und treffen die folgende Verabredung:
Konvergiert das Integral

0

[ug@de,
wo a>0 und sonst beliebig ist, so wird unter @(u) diejenige
durch (3) erklirte Funktion verstanden, welche im Unendlichen
verschwindet. Ist dagegen dieses Integral divergent, so wird unter
@ (u) irgendwelche durch (3) erklirte, aber ein fiir allemal ge-
wihlte Funktion verstanden.

2. Die 10 bekannten Integrale. Invariable Ebene.
Die Gleichungen (1) besitzen bekanntlich 10 elementare Integrale
und zwar:

a) die 6 Schwerpunktsintegrale, die der besonderen Wahl
des Koordinatensystems zufolge folgendermaflen dargestellt wer-

den konnen:
2

V ksk:HmL ka 5 ==Y
L =0 k=0
b) die drei Flachenintegrale

2

w55 =a, 2m G 5D =1,
ONEES. )

A% Tyt 8 —
2 m (S, mE) =¢,
k=0

Studia Mathematica. T, VIII,
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c) das Energieintegral
2
©®) 3 G G = 2 U+ B,
k=0

Dabei bedeuten a, b, ¢, 2 beliebige Konstanten. Aus (6)
folgt noch

Q) - U+h>0,.

Die Konstanten a, b, ¢ kann man als Komponenten eines
Vektors (sg. resultierendes Moment der Bewegungsgrdfie) auf-
fassen. Darunter ist folgendes zu verstehen: Die Koordinaten-
transformation it die Form der Differentialgleichungen (1) in-
variant. Dabei transformieren sich die Flichenintegrale (5) in die
analogen Integrale der transformierten Differentialgleichungen, mit
gewissen neuen Konstanten o, b, ¢/, die sich nach den Formeln
fir die Transformation der Komponenten eines Vektors durch
a, b, ¢ ausdriicken lassen.

Ist a*+ b+ "> 0, so bezeichnet man die durch die Gleichung
at+bn+ci=0

eindeutig erklirte Ebene als die Laplace’sche invariable Ebene
der Bewegung.

3. Differentialgleichungen der relativen Bewe-
gung. Bekanntlich wird im Dreikérperproblem vor allem die
relative Bewegung untersucht. Zu diesem Zwecke betrachten wir
ein neues Koordinatensystem, dessen Ursprung sich in m, befin-
det, und welches sich mit m, derart bewegt, dass die neuen
Achsen stets zu den urspriinglichen parallel und gleichgerichtet
sind. Bezeichnet man mit (x, y,, z,) die neuen Koordinaten der
Masse m, (k==1,2), und setzt noch zur Abkiirzung

) N= ro— Vx;+ y]?;—l' ZZ ‘ (k =1,2),

so nehmen die Differentialgleichungen der relativen Bewegung
der Punkte m, und m, folgende Gestalt an:
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(d, .
d#* = [(my+m) ¢ () +mye (r)] 2+ my [9 (r) — 0 ()] %y,
© 1 d*, | |
it == [(mo’l' mg) 14 (rg) + my (p(rlz)] Xyt my le (rl) —@ (rlz)] Xy

Weitere nicht aufgeschriebene Gleichungen folgen durch
zyklische Vertauschung der Buchstaben x,, y,, z,. Die Gleichun-
gen (9) sind in jedem Lehrbuch der Himmelsmechanik zu finden,
wobei sie freilich meistenteils fiir den Spezialfall (2) angegeben

werden 1).
Wir werden gelegentlich die Masse m; als ,Sonne®, die
Massen m, und m, als ,Planeten® bezeichnen.

4. Integrale der relativen Bewegung. Die Gleichun-
gen (9) besitzen 4 bekannte Integrale?) und zwar:

a) die drei Flachenintegrale
2 1 2 2
2 ez 2y0) = g (X (Z'm,2)

k=1

2 2
(10) - (kazk) (kay;)] =a,
k=1 k=1

von denen hier nur eines aufgeschrieben wurde, und die zwei
weiteren durch zyklische Vertauschung der Buchstaben x,, y,, 2,
und @, b, ¢ zu ermitteln sind,

b) das Energieintegral
my (myt my) (e gy 2% — 2mymy (e 7+ 91 95+ 2, 2,)
+ m, (mg+ m,) (x,2+ y,>+ 2,2 = 2 M (U + h).
Ist d’+ b +c"> 0, so stellt die Gleichung
| ax+by+cz=0

1) 8.z B. Tisserand, Traité de Mécanique Céleste I, p. 72, Formeln (g).
%) Vgl. Tisserand, 1. c., p. 73, Formeln. (d'). Es ist zu beachten, dass die
dort eingefiihrten Konstanten a’, &', ¢’, /', bei unserer Wahl des Koordinaten.
ursprungs des ,absoluten“ Systems, den fritheren Konstanten g, b, ¢, & einfach

gleich sind.
3%
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eine Ebene dar, der in dieser Arbeit eine prinzipielle Bedeutung
zukommt. Zum Unterschiede von der Laplace’schen Ebene, wer-
den. wir sie als fundamentale Ebene der relativen Bewegung
der Planeten m; und m, (auch kiirzer Fundamentalebene) be-
zeichnen. ‘

Die Gleichung dieser Ebene in absoluten Koordinaten lautet:

a(§—8)+b(—mn)+c(E—z)=0;

da sich die Gréssen §;, 7, 5 im allgemeinen mit der Zeit
dndern, so dndert auch die Fundamentalebene ihre Lage inbezug
auf das absolute Koordinatensystem, jedoch so, daf} sie der
Laplace’schen invariablen Ebene stets parallel bleibt.

5. Die Wahl des Koordinatensystems. Da die Kon-
stanten a, b, ¢ als Komponenten eines Vektors aufgefait werden
kdnnen, so schlieflen wir daraus folgendes:

Sind &', &', ¢’ drei beliebige andere der Bedingung
a2 b2 ¢ 2= g2+ B2+ ¢?

genligende Zahlen, so kann man das Koordinatenachsenkreuz
einer derartigen Drehung unterziehen, dafl in diesem neuen
System unserer Bewegung eben diese vorgeschriebenen Konstan-
ten a’, &, ¢’ als Flachenkonstanten entsprechen. Und zwar, wie
leicht festzustellen ist, gibt es ' derartige Drehungen. Hieraus
folgt insbesondere, dafl man die drei der zu betrachtenden Be-
wegung entsprechenden Flichenkonstanten stets als untereinander
gleich voraussetzen darf. Wir bezeichnen ihren gemeinsamen Wert
mit a/\/3 (@3>0, sonst beliebig). Dies kommt darauf hinaus, daf
zur Fundamentalebene der relativen Bewegung die Ebene

(11) Xx+y+z=

gewdhlt wird, und dafl das resultierende Moment der Bewegungs-
grofe gleich a gesetzt wird.

Diese Wahl des Koordinatensystems wird sich spiter als
auBerordentlich vorteilhaft erweisen, indem alle drei Koordinaten
in den spiteren Formeln symmetrisch auftreten werden, was uns
die ohnehin umfangreichen Rechnungen vielfach erleichtern wird.

(12)
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Die Flachenintegrale (10) lauten jetzt:
my {lm, z,— (my+ m,) z | g — [m, y,— (mg+m)) y,] 2}

M,

+m, { [ml Z— (mo+ ml) 22] yz’_"' [m] Y, (mg+ ml)yg] 22’} :‘-‘\T%_

6. Bezeichnungen. Wir setzen zur Abkiirzung

) 1 1
A== Y M [m, x,— (mg+ my) x ], 7,= ) [my x,— (mg+my) 2,1,
\mo \‘mo
1 1
= L g (met )y = L g e 0]
1y J oM[ 2Yy— (my Dyl 1 \/moM[ 19— (mg+my) g,
1 1
= e My 2,— (M- z.], v,= m, z.— (m ‘|‘m)zn]7
" N "M[zz (my+ m,) z,] 5 \/mOM[ll 0T M) 24

1 m , 'm , m s
(13) u= \/ T;.xk, Uk:\/ﬁo"ylu wk::V—IVO.zk (k=1,2),
(14) W= 2m,(U+h).

Die Flichenintegrale und das Energieintegral nehmen jetzt
folgende Gestalt an:

my (o — g w,) + my (4 v— wy wy) =
(15) m, (7'1 w7 u1) + m, (}'g Wy— 7, UZ) =

my (i u,— Ayv) '+ my (uyu,— 4,0,) =

<. = -
c»:|“a m]‘“ ua|l‘=

(16) m, (my+ m,) (uf—l— v?-l— wf) —2m,m, (4, uy+ v, v,+ w, w,)

-+ my (my+ m,) (ug—l— v§+ wg) —W=0,

II. Bezeichnungen. Identititen, Hilfssitze.

7. Die Gréfien a,p,y, A, F. Wir werden zunichst eine
ganze Reihe verschiedener Groflen einfithren, wobei auch ge-
wisse Identititen zwischen ibnen aufgestellt werden. Die ele-
mentaren Beweise dieser Identititen werden fortgelassen.



38 W. Niklibore.

Wir betrachten die Minoren der Matrix

YT
1 71 71
17) Py Uy, ¥

9y Hyy Py,
die durch die Grofien (12) gebildet ist, und setzen
(18) e=u vy—v uy, F=vdy—2dv,, y=du,—pul,.
Aus (12) und (18) folgt dann
C=Yy2y— 21Y,, F=zyxy—X2), V=XY,—Y X,

Wie leicht festzustellen ist, verschwinden alle drei GréBen
«, 8, 7 zugleich dann und nur dann, wenn alle drei Punkte
0, 0, 0), (x, y;, 2) und (x,, y,, z,) auf einer Geraden liegen.
Wir werden diesen Sonderfall stets ausschliefen.

Wir setzen weiter
(19) A=a+p+7;

es ist offenbar

Lyl Yy X Yps 2y
(1911) A = ]'27 .“2’ 1}2 == x2) yg, 22
1, 1, 1 1, 1, 1

Betrachtet man das durch die Punkte G Uyy 20)s (%95 Yo 2,),
(1,1,1) und (0, 0, 0) bestimmte Tetraeder, so ist dessen Volumen,
bei entsprechender Verabredung {iber das Vorzeichen, gleich

X, 4y, 2, 1
1| Xy Yyy 2y, 1
1,1, 1,1
0, 0, 0, 1

1

Demnach verschwindet die Grofe A dann und nur dann,
wenn unsere drei Massen mit dem Punkte (1, 1, 1) zugleich in
einer Ebene liegen, oder, was dasselbe ist, wenn alle drei Massen
in einer zu der Fundamentalebene orthogonalen Ebene liegen.
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Als weitere Grofle fithren wir den Ausdruck
(20) @+ =4 F? (F>0)

ein. Offenbar ist /' dem Flicheninhalt des durch die drei Massen
bestimmten Dreiecks gleich.

8. Die Gréflen d, d,, 4,, P. Wir bezeichnen mit d,

und J, die Abstinde der Planeten m, und m, von der Funda-
mentalebene, wobei wir verabreden, daB diese GréBen im Halb-
raume

x+y+2z>0
als positiv zu rechnen sind. Es ist demnach
1) g, = —%— 4yt z,) (k=1,2).
\
Wir setzen weiter
(22) A= LA w4y, (k=1,2).
Aus (12), (21) und (22) folgt unmittelbar
[ (m0+ m]) "/-11+ m2‘~/ 2: - d] \/ 3m0M 5

3 / o
(2 ) l ml ‘/Il+ (m0+ mz) ;_’[22 —_ dfl \/ 3 my, M’
oder auch

;3
[ <y == [m, 0y— (my+ m,) 4] \\ m, M °
(24) ! ke

{3
y= [m; &;— (mg+my) d)] \/mo M

Wir fithren noch die in der Folge oft zu begegnende Grofie

(25) P= % [m, (mg+ m,) /112"' 2my my 4, Ayt my (myt m,) ‘422]

ein.
Hieraus folgt zunidchst die niitzliche Formel
M
P=—(md, A+ m,d, _42)\/ ;
und dann

(26)  P= m, (my+ my) 0;— 2m, m, 0, &y m,(my+ m,) d; .
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Nach (25) und (26) ist die Gréfle P eine binire quadra-
tische Form der Variablen d; und d, bzw. -/ und 4,. Augen-
scheinlich ist diese Form positiv-definit und verschwindet dann
und nur dann, wenn beide Planeten m, und m, gleichzeitig in
der Fundamentalebene liegen.

9. Die Groflen £,,. Wir setzen
Ey= B4l
@7 VEy= it w v,
lEzz = '2'§+~“§+"§~
Aus (27), (12) und (8) folgt unmittelbar

1 9.
E,= W [mg (my+ m,) "12'“ mym, r22+ my (my+ my) rf?l

1 mnM

1
E,=—— [— m, mlr12+ my (my+ ml)r;—l- m, (mg+m )il
my M 17112

Die Formeln (28) liefern dann
, ) 1, -
(29) Ey By Erym 4 F—= 2 2 7 =),
wo F die durch (20) erklirte GriBe bedeutet.

10. Einige Identitiaten zwischen den GrdBen L,
U Ve <y AVE,,, @, B, 7. Es gelten folgende Formeln:

I(l!lﬁ 1) Eyy— (vy— #y) Eyy= — Ay +12,4,

(30) V=) Epy— (2,— W) Epy= — 4,5+ A,
[('"1— hy) Eyy— (ty—12,) Ep= — by +v,4,

(y— ) E — (—w)E )= dye—24 A4,

(30 bis) (%~ vy E 1 0'1—‘ yl) Em:“ "le) — # A s

Ly ) !
,~ (y—2) Ep — (ty—4)) Eyy= .y — n4,
(31) [ ho=A+ “@—7)+ n(E—a) = £, A— E, 4,

\bG=D+ @ =)+, =) =Ep £, 4

M M P
E,= my M [m, (?" m;) "12+ m, (7 —m,) '22"‘( 9 +m my)i,l
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-()’2 Ell— ;'1E12) (ff — )+ (.UQEH— uy Eu) (;r —a)
+ 0y Ey— v EL) (e —p) = 4F?, Ay,

@) |
l (y Eyy— L E) (' — ) + (4, Eyy— 10, E ) (@ — 7)
s + (‘:1 Ezz_' 1'2 12) (P) - a) = 4Fl 412 ,
I }'2 “d— )"1 Ay=pF—7,
(33) tydy— A=y —a,

24
l vyy— v, = a— g3,

11. Die Grofien S, S;und /. Weitere Identitaten.
Als weitere Groflen werden folgende Ausdriicke eingefiihrt:

2 2 2
mr— Cmgtm)ry—m ry= S,

(my— m,) rf-l— (my+ my) rzz— (my+m,) 1',22: Sy

(39) 2
(my+m,) "12 + (mg— m,) 7'22"' (mgt+ my) ryy= Sy,
| — @mgt+my) e myr— myr,— Sy
(35) ' IS1= Sy 0t S0y,

l S,= SZI §1+ Szz 2

Es ist dann
(my+my) S+ m, S+ 2myME,, = 0,
36 M S“+ (m°+ mz) Sw_ 2m, ME12‘= 0,
( ) lm2S21+ (m0+ m2)522+ QmOMEu — O’
(mo-l— m]) S21+ m, 522_._ 2m0 ME12= 0,

und umgekehrt
m, E,+ (my+my) E,,= — 1.5,
(my+ my) Epgt my Epy= 15,5,
my E11+ (m0+ mg) Eu: 3 S21 ’

(37)
l(m0+ my) Byt my Byy== — 5y, -



49 W. Niklibore,

Es gelten die Formeln
I EySy— By Sy == 16 F~. [(my+ my)’ E,,— m2E, |,
(B8 1S, Spy— S, S, =16 myMF?,
E, 5222" E, S122: 16 F? [(my+ mI)ZEH— m22E22] )

[ 3
lEzz"dl‘"Elz/‘lz: 7}51' \/—mo—M ’
(39)

3
!Endz"Ew/jJ: %Sz-\/m .

Als besonders wichtig wird sich die GréBe

2 2 2
(40) J=mym r/+m, my ry+ my myry,
erweisen. Wir werden sie als die Lagrange — Jacobi'sche Funktion
bezeichnen. Wie man sofort sieht, ist

41y J= m, (mg+ m,) Eu‘l' 2m, m, EIQ+ m, (my+ m,) E,,
= — 3 (m Syt my Sy,

12. Die GroBe 4. Auch der Ausdruck
(41), A=} 0P — (4 ri—r2) d,d,+ rl o} (4. 0)

wird eine sehr wichtige Rolle spielen. Wie leicht festzustellen,
ist #*im Falle F> 0 eine positiv-definite quadratische Form der
Gréflen d, und d,. Liegen demnach alle drei Massen m,, m,, m,
nicht gleichzeitig auf einer Geraden, so verschwindet .7’ dann
und nur dann, wenn die beiden Planeten sich in der Fundamen-
talebene befinden.

Die GréBe o steht iibrigens im nahen Zusammenhange mit

A’ und F2 Aus (19,1) folgt nimlich mit Riicksicht auf (29), (21)
und (8) '

(42) A'=3(AF— 47,
aus welcher Formel man dje wichtige Tatsache, daB die Grofe

4 sich durch die GréBen s Iyy g,y 03, J, ausdriicken 1d8t, able-
sen kann.
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Die Anwendung der Lagrange’schen Identitidt auf die Matrix

@, @,y
1,1, 1

liefert in Verbindung mit (42) die wichtige Formel
(43) @—B+ E—N'+ (¢ —a)f=3",
Wir erwihnen noch folgende, fiir das Weitere niitzliche,
Identitaten:
Si—A4m M A°E,) + 1im MF*4}=0,
(44) S, S+ 4myM A°E,) — 3 m M F* 4, 4,= 0,
‘[S;—- dmgMA’E, + 18 miMF*.4}= 0.

13. Die Gréflen [, [, /,. Identitdten. Wir setzen
endlich

(45) [=myME, Ey+ 4m m, F’,

‘ ] L= myME,, E,,— 4m, (mj+ m,) F?,
(46) | L= my ME, Eyy— 4m, (gt m,) F°,

Liegen die drei Massen nicht gleichzeitig auf einer Gera-
den, so ist offenbar

[>0.

Man verifiziert leicht folggnde Identititen:

2 — Z
(47) my(my+m,) E,, S121"‘ 2m,myE, S, S, + my (mgt+ my) E), Sp=4J

(my M E,, Ep4 4my (mg+m) F°) ]
+ [my (my+ my) E\;— my (my+ my) Ey] L=m, LS,,

(48) [m,ME, E,+ 4m,(my+m,) FY7

l + [m, (myt+ my) Eyy— my (my+ m) E, ] l,=m, 1S, .

14. Das erste Gleichungssystem. Wir setzen voraus,
daB die Matrix (17) vom Range zwei ist, und betrachten das

Gleichungssystem
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[Lfit St nfy=dy,
! 22f1+ :“2fz+ "2f37:" ‘{2 ’
wo f;, f,» f; Unbekannte und d,, d, gegebene Grofen bedeuten,

Die Gleichungen (49) besitzen offenbar 00‘1. Losungen und wir
werden fiir die allgemeine Losung die Formeln

(49)

1 . .
fl:: Z‘T [(Ezz b Eu /'2) ‘{1’*' (Eu 7‘2—“ El'z )“1) d2] Tar,

1
(50) /= AFE [(Ey 10— Ey 10y) di+ (B} ty— Epyuy) dy) + pw,

1
fi= 4F? (B ry— Epyvy) dit (B, vy— Eyy ) ] + v

* benutzen. Dabei bedeutet v einen Parameter, der beliebige Werte
annehmen kann.

Obwohl wir die Formeln (50) in keinem uns bekannten
Lehrbuche finden, erheben wir bei der Einfachheit des Gegeh-
standes keinen Anspruch auf Prioritit.

15. Das zweite Gleichungssystem. Es seien

Ly uy v
A, B, C
beliebige, den Bedingungen
htutr +0,
AZ + Bll + CV == 0 ,

gentigende Zahlen.
Die Gleichungen

[Vu —lw=24,
(1) yAw—vy = B R
l‘llll'_;u'(j :C’

wo i . .
© mit u, v, w die Unbekannten bezeichnet wurden, besitzen

in diesem Falle o0 Lisun N . .
gen. Fiir die all
(51) werden die Formeln gemeine L3sung von
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[y — _C—=B .
L4udw T,
A—-C

(52) U= Tratr + o,

. B=4

benutzt. Dabei bedeutet ¢ einen Parameter, der beliebige Werte
annehmen kann.
Auch die Formeln (52) sind vielleicht neu.

Ill. Lésung des linearen Problems. Transformation
der Energiegleichung.

16, Lsung des linearen Systems. Wie schon in der
Einleitung bemerkt wurde, beruht die von uns angewandte Me-
thode auf der Bestimmung der allgemeinen Losung des simulta-
nen algebraischen Systems (15) und (16), in welchem die Gréfien
u,, v,, w, als Unbekannte aufzufassen sind. Dieser Aufgabe,
welche in dieser ersten Mitteilung nur teilweise gelost wird, ist
dieses Kapitel gewidmet.

Wir beginnen mit der Auflsung des linearen Systems (15).
Dabei wird vorausgesetzt, daf} die Matrix (17) vom Range zwei
ist. Wie man leicht einsieht, ist dann die Matrix der Koeffizien-
ten der Gleichungen (15) vom Range drei, so dal} die allgemeine
Lésung von drei Parametern stetig abhéngen wird.

Wir setzen zunichst voraus, dafl

(53) A,y 0

gilt. Wir werden uns am Ende dieses Kapitels von dieser Voraus-

setzung befreien.
Nun schreiben wir die Gleichungen (15) in der nachstehen-

den Form:

a N ST a
my (v, — Wy w,) — 273 = —m, (¥, v, ty W,) + 2.3 =/
/ a = / D _._q__ -——f
54) |my (/.1 w7 ul) —E\—/B: ==—m, (£ wy—7, u,) + 5 \1_3_ =fy,
- a « a .
m] ('“1 lll— /—I "Ul) — 5—\—/_3—_ T e ]‘)’12 (!12 I_l2--— /,2 1}2) —l— 5—\—/:31 ——f‘3 .
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Geniigen die sechs Grofien
uy, vy, Wy, Uy, vy, W,

den Gleichungen (15), so geniigen sie auch den folgenden sechs
Gleichungen :

my (v, v,— u'l)z——:/l—g_——kfl, my, (v, v,— (t, w,) —,2_.\/79: -/,

my (ly wy— 7, u,) = 5% thyy  myQywy— 1) = 5% —f,
a a

m1 (.“1 u]__ LI 'Ul) — 5‘\7‘? +f;3 3 m2 (UZ U2'*— },2 ‘U'Z) s éﬂﬁ: '__fg ,

wo f,. f,» fy entsprechende Werte besitzen.

Umgekehrt: bedeuten fir foy [y derartige Zahlen, daB die
Gleichungen (55) widerspruchslos sind, so ist jede Lésung von
(55) zugleich eine Lésung von (54), also auch von (15).

Wir kénnen also die allgemeine Lésung von (15) auf fol-
gende Weise bekommen: ,

Man bestimmt die allgemeine Losung von (55), unter der
Voraussetzung, daf} die /. beliebige Gréflen bedeuten, wobei na-
tiirlich dem Umstand, da8 die Gleichungen (55) widerspruchslos
sein sollen, Rechnung getragen werden muss.

Nun ist aber unter der Voraussetzung (53) fiir die Ldsbar-
keit von (55) notwendig und hinreichend, daf

a .
I)'1f1+ St vy fy= — 2 = ’
(56) V3
. a.A
l /.2f1+ ‘“2f2+ ’sz;’:: §T§2

gilt. Ist diese Bedingung erfiillt, so bekommt man, unter Anwen-
durllg der Resultate von N°15 und der Formeln (52), fiir die allge-
meine Lésung von (55) die Formeln

L= 1 fi— 7,
U= *_i_”‘ }. 7 JR———— 3 2 l
1 ]'("114 e T e TR
_ N f—Ff
57 —_— 1 3 i 1 3
(57) (‘A my A, +oy Y= — o, + 0,1y,
f—h f—
U === ——— a. T e 2 1 1
o my <, T e m, ., MRS

(39)
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Dabei bedeuten o, 0,, £, f,, f, willkiirliche Parameter, von
welchen die f durch die Gleichungen (16) gebunden sind. Nun
kénnen aber diese f, durch einen einzigen Parameter 7 ersetzt
werden. Zu diesem Zwecke geniigt es die Formeln (56) als Glei-
chungen mit den Unbekannten f, aufzufassen und die Resultate
von N°14 und die Formeln (50) anzuwenden. Wir finden

fi= 8 FZ V3 (&, 24— Eyly) dy— (Ey = Ephy) 4]+ e,
(58) | fh= g?%@ (g tty— iy ) Ay — (Epy sty — Enp ) 414 B,
= g‘};}l—\/’g [(Eyy 7= Eyy») dy— (Eypry— Epyr) 4] + 7.

Aus (57), (58), (30) und (30 bis) folgen jetzt unmittelbar
die gewiinschten Formeln fiir die allgemeine Losung der Glei-
chungen (15):

a ‘ . 7= -
= e 2 A e — (A AL, ) A+ 2+ 0,7
[1 SmIFzzfl\/B[ 1% (A dyt 1, 4, m, 4, 1419
a . ) y—g
Uy — [V @ — (At T, A A] —
l 2~ szQJ’fz\/S[ 1<%y 1407 My my 4,
Entsprechende Formeln fiir #,, v,, w;, w, bekommt man
durch zyklische Vertauschung der Buchstaben 7., g, » und
«, f, 7.
Setzt man noch in (59)
aA A, L
0, == ————ieee - (],
Yo8m Fray3
aA A,
_L 7
[ 5= T 0
2 8m,F4,y3
=17 {ym,m,

(erste Parametertransformation), und unterdriickt man nachtriglich
die Akzente bei 0], 0, und 7', so bekommt man fiir die allge-

meine Losung der Gleichungen (15) die Formeln: o
.u=: I (24,0—12,A) -+ 7/_,’3 /Egz—}-llal,
! Smlev?) < \ my

60) 1 g [my
a , 1Ay — 1 — 7 +7,0, .
uzz__é_;’;ng'g(ZJla-—/.lA) ~ \/m T+ 4y0,

o]

T+ 0, oy
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Vermdge (63) transformiert sich die Gleichung (61) in eine

17. Transformation der Energiegleichung., Setzt
21o8 g e dhnliche Gleichung

man die Werte (60) in die Energiegleichung (16) ein, so be-
kO t i Gl 1 h it : 1yt ’ ro IR 'y B

mmt man eine Gleichung zweiten Grades 6 F' (0}, 05, 1) = C}, 0+ 2.C}, ol ot C0+2C, 0 v+ 2Cl0t
F(o,,0y,7) = Cy0'+2C0,6,+ Cp0,+2C 0,7+ 2Cp0,r + Cpyw*+2C}, 042 Couo,+2C, v+ C,—W=0,

1 23 0y

(61)
+ Co 742 G+ 20y 04+ 2Cy, 7+ Cy— W= 0,

wo die C;, durch folgende Formeln gegeben sind:
die eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir darstellt,

daB die Formeln (60) die allgemeine Ldsung des simultanen
Systems (15) und (16) bilden.

Clll:: Cn )
C1’3:": Cn b+ C12 by+ C13 ’

Chy= Chy» Ciy=C,

137

02’3:‘ Cl2 bl+ 022 b2+ C23 s

Es ist
Co= my(mtm) By, Cy—— mymyEyyy  Cys my (ot m) . Co== Cyy b2+ 2C, b byt Cpp 0242 C b+ 2C, b+ Coy s
C e % ;%%; o, Gy — i s‘% o C;q~9_‘§i/q_. C{fr Cha+Cha+C,, Co— Cpa+Cya+C,,,
aAS, ads, - Ay Co= Cha,b,+Cyy(a byt ayby) +Cppapbyt Cryar-+ Cyayt Cyyoy + Coyby+ Gy,
6 !~ 16% y Cy= m , C,= Cya+2C,a a,+C,al+2C,a+2C,a+C,,.
T in:q):im (m, 8, S,— m,3,5.), wahlt’\)({ie:{;len die Konstanten a,, a,, b,, b, insbesondere so ge-
C, “527;12"12 o UBFP A 65 |CnertCaart Cim 0, Gt C,ybyt Cy=0,

Bei der Berechnung der Grofien Cy» Cyy, C,, benutze man
die Formeln (27), bei C,; und C,, die Formeln (d23), (31) und
(39), bei C,, die Formeln (25) und (43), bei Cy und C,, die
Formeln (27) und (37), bei C,, die Formeln (31), (23) und (39),
bei C,, die Formeln (20), (25), (27) und (41).

18. Zweite Parametertransformation. Wir werden
jetzt die Energiegleichung (61) einer zweiten linearen Parameter-
transformation unterziehen, die das Verschwinden der Koeffizien-
ten Ciy Cy, Cyy, G,y zur Folge haben wird. Zu diesem Zwecke
wird .

gt Tt g
(63) l 1 1+ I’L+Glla
l 0,==a,+ b,r -0,
g?set'zt, wobei a, a,, b, b, entsprechende, von 9y, 0y, 7 unab-
hingige, GroBen bedeuten, die nachtrdglich bestimmt werden. .

| Cy a+ Cpa+ Cp=0, L Cpb+ Cpby+ Cpy=0

gilt, so ergeben sich fiir die C;, folgende einfachere Ausdriicke:

[ Clllz Cyr Cy=0C, Cz"z: Cy. C= Cyp= Ci= C,=0,
(66) C3'3== Cib+ Co byt Cy Co=Ca;+ Czs ay+ Cyys
Cy=Cya+Cya+ Cy-

19. Berechnung der Koeffizienten C;,. Die Deter-
minante der beiden linearen Gleichungssysteme (65) ist gleich
CCp— ("122"_‘ my my(mg+ my) (mgtmy) Eyy Ey— mf m:Efzz m,m, |
und ist demnach bei unseren Voraussetzungen gewil von Null
verschieden. Die Gleichungen (65) liefern nun in Verbindung
mit den Formeln (62) folgende Werte fiir die Koeffizienten
a,, ay:

Studia Mathematien, T, VIIL. 4
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A ..
(“*f: - ﬁﬂ’la““gi;“g [y £,y Sy— (my+m,) E,, Syl
(67) )
a
"72:" ‘1‘6‘;7”1‘1?2—\/”"5 lm, £y Sy — (’”o"" my) Eyy Syl
‘ 2

Fiir die 4,, b, bekommt man zuniichst die Formeln:

3m )

b= _“*‘27—‘:: Lmy 1y S, 0+ (my+ m,) £y S,0,],
2 Ay lNmm, - .

b= 1

2 P
i 2.1 Ay lym, m,

[m, £}, S, 8,4 (my+ my) £y, S, d,].

Nun ist aber auf Grund von (35), (36), (37)

my By S, 0+ (my+ m,) E) S, 0, : [my 6, — (my+m,)d,]
= £, 53 0— Ep Sy, 4y,

my Epy Sy 0, (mgt my) E,, Sy 4y 5 [my d)— (my+ m,) d,]
= £y Sy 0,— B, S, 0

1171

Aus (24) folgt dann unmittelbar
_ myN3myM
! 2.4, 1m; m,
m \/g;n M
by= 117 0 (Epy Sy, 0y~ E S, 6).

2.4, \m, m, e

(&, Sy 0y~ E, Sy dy)

(67,2)

Um die transformierte Energiegleichung zu bestimmen, miis-
sen wir noch die Koeffizienten Cy, C,,» C,, berechnen.
Aus (66) folgt unter Beriicksichtigung von (62) und (67,1)
. 9
Cy= 47 .,/12_,,22 {=m 8,9, [(mgt my) £, S, 6+ my £y S, 0]
2
my Sy, [m, E,, Sy 0y + (mg-t my) By S, 0]} + =55

Die Formeln (38) liefern dann:
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Coy== — g7 [mi(mgtm) E S} i+ 2m, m, E,, S, S, 4,4,
33 41 et
9P
+ m, (my+m) E,, S, 2 0;?] + T
=M1
9 2
= — Emf {4 mo MLI2 [ml (mo-l— mz) Ell E22 dl
1%y
—2mym, E122 d; 0yt my (mgt m,) E}, Ey, 622
B %’? my MF? [y (mg+ m,) E;, "122 612
9P S
2 42
— 2mym, E, o, 4,0, d,+ m, (myt my) E,) 1] d, 1} + __jlijg'T
2
9my M’ s . 9P4
— — d. d e
e — [‘.’112‘{122 (PE, E,+8m m,F~d,d)) + _4124715
12 m, MF*

2.2 .
I 2L [my (myt+ my) Eyy dy 0 — 2my my Ey, 4, 1, 6, d,
<ty <ty

+ my (mgtm)) E,, "/112 622]

Nach (45) ist weiter

? , 2
o '"112121;2 3m;m, PA’— 6 mym,m, M0, d,d
< 1
' E_ 26> —2m m,E,,-
+ mymy [my (mg+ m,) E,, <1, 0, 17 L4

+ my (my+m)) E,, ‘112 322 1}

2
1, 4,0,0,

Nach (24) ist die geschweifte Klammer eine homogenel Forr{x vier-
ten Grades inbezug auf die Grofen d; und d,. Eine léngere
elementare Rechnung ergibt

36F) o 2 gt
e A m (m +m~) dl
C33 mOML/Ifxlzzll 0 2

— 2m, (my M+ 2m, my) (myt m,) 0} 4,
+ (my MP+ 6 mym,m, M + my my) A

3 2 2 wdy
— 2 my, (my- m,) (my M+ 2m; my) &, ()23 + m, (my+ m,)°d,}
. 4%
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36Fj

— (my+-m,) o]
moMl 24 ‘ -

(mo'{' 1) ][ml()).

[ml 1

4m0MF2_/
Y A

Nach (66), (62) und (67,1) ist

= 39 2 ZalA \//23\”"1 m, {my 9, S, [m £y S))— (my+ m)) E, 2 Sy
— my 0, [my By Sy— (mg+ my) Ey Sl + 21 (my S, 0,— m, S, 4))},
oder, mit Riicksicht auf die Formeln (35)
52F 21;; %\/ml s Gl my Sy [y Ery Sy (my- - my) By, S,
+2my 18y} 82+ {m, S, [my Eyy Spy— (my+ my) B,y S,

Sy [m, ESy— (mg+my) £y Sp)] + 21 (m, Szz'—'
Syl —2m,1S,,) 6j .

my S} d,d,
+ {m, .Sy, [m, Eyy S— (myt my) £y

Mit Benutzung der Gleichungen (24), (29), (37) und (45) erhilt

man hieraus

aAm,M

347 mg__ [m, (my+ m,) E,—

my (my+ my) £, ].

Aus (66), (62) und (67) folgt
, ZP ZAZ
C' — a + a
“ 4m m;m, F* 768m1m211"_'4 [
+2mym, E, S, Sy— my (my+ m) E,, SL+ 4 ] 1.

2
— my (mgt my) £, S,

Die Anwendung von (47) ergibt

2

C — aP i 02A2 2 9
44 4m,m, 2 768 m,m, 17 [my (my+ m) (£ S;— E,, Sy)
—2m;m, E]"( 19— 12 Sy) + my (my+ m,) (E S;f‘ E, Slgz)l

(68)

e
|
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Hieraus folgt in Verbindung mit (38)

a’P aQAQm0 M
4m1m21""2 i 48 m, m, [ F*
+ m, (my+ m,) E,,].

Cu=

lm, (mg+ my) Eyy— 2mym, E,,

20. Zusammenfassung der Ergebnisse nach der
zweiten Parametertransformation. Indem wir die Substi-
tution (63) auch in den Formeln (60) durchfiibren, gelangen wir
zu einer neuen Darstellung der Ldsung der Gleichungen (15)
und (16). Wir stellen uns vor, dall wie diesen Schritt schon
durchgefiihrt haben, und lassen dann die Akzente sowohl bei 01'
und o0, wie auch bei C;, fort. Das Ergebnis lautet dann:

Die allgemeine Lésung der Gleichungen (15) und (16)
driickt sich durch die Formeln

5 Qo —1A) 4, a] + (-

—=8 T
F2\/_(21[ a—> A)+/ 02]+(-—' o \/—Tn—2+/.2?')2)5+/.2f72

u,= [——-

aus. Die Parameter o, 0,, © geniigen der transformierten Energie-

gleichung

F( 11 Tys 7)
(69)
=Cyy 0+ 2Cyy 0,0y ng% FCuo+ 2C,, T+ C,—W=0.

Fir die Koeffizienten C,, gelten die Formeln

C = my (mo'l‘ m ) 119 Clz“‘ mym, E]f) ’
4myMF*J
Cop== my(my+ m,) E,, Cuy= ] s
aAmyM
(70) - Coy= m“_ [, (my+ my) Eyy— m, (my+ m)E,],
Y o’ A'myM
Ca 4m,m, F* * 48 mym,F*1 Ly (gt 1) £
—_2 ml 7712 E12+ m, (m0+ m2) Egg]~

b T+ A 0y
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21. Dritte Parametertransformation. Um die Ener-
giegleichung (69) noch weiter zu vereinfachen, wollen wir den
Parameter 7 vermittels einer geeigneten Substitution

(71) T

derart durch einen anderen @’ ersetzen, dafi der Koeffizient von
7’ in der neuen Energiegleichung verschwindet. Zu diesem Zwecke
geniigt es

Cy
(72) To~—_——‘ — '—C—

33
zu setzen. Die transformierte Energiegleichung nimmt dann die
folgende Gestalt an:

F'(0,, 0, ')
=Cy ”12+ 2C,, 0,04 Cy "2+ Css’ + (Coyryt Cy) — W= 0.
Die Grofle C, 7+ C,, laft sich leicht berechnen. Aus (70)

und (72) folgt nimlich
Csa C44_ Cii

C,t+C, ==
' 34T C.,
mit
2 A2 m2 M2
amMP] my M
Coy Cuy— 032.«1“—" ° {[m, (mg+ m,) £

12m m,{ *

E ot my(mg+m,)E,). ] —

m, m, [
—2m,m, [m, (mg+ m,) £,

2

am M )
—m, (m0+ mg) Egg]z} = —3_'7;“0;'7_ (3 P_/’{" my,m,m, MA“).
17772 ’

Hieraus folgt ohne weiteres

2
a
Coyryt Cpy= mm F T

3P 2
9 nlmngj @BPJ+ mym m, MA").

Nach (42) ist dann
Cyry+ Cy— W
= . m. F2 P]— momlszdz) + }* (aZmUM—« W)

(73)
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und wegen

PJ— mym m,MA*= m’E, 62+ 2m, m, E,,d, 0,4+ m; E,,

2
l

ergibt sich schliefllich

1
CoyTyt Cyy— W= 7 (@myM — W)

_{M— (m; £, 07+ 2m, my E,, 0,0, + m’ E,, 63).
4m1m2F2_/ p it VI LR R s RS T 2272
22. Neue Formeln fiir die Geschwindigkeitskom-
ponenten. Wir miissen jetzt die durch (71) angedeutete Para-
metertransformation auch in den Formeln (68) durchfithren. Da-
durch werden wir zu gewissen Ausdriicken fiir die Geschwindig-
keitskomponenten gelangen, die fiir die zweite Abhandlung von
grundlegender Bedeutung sein werden. Diesen Formeln zufolge
erscheinen die Grdflen u,...w, als lineare Funktionen dreier Va-
riablen, die durch eine quadratische Gleichung gebunden sind.
Indem wir diese Rechnung ausfihren und nachtriglich den
Akzent bei 7’ weglassen, bekommen wir das folgende Resultat:
Die allgemeine Losung der Gleichungen (15) und (16) ist
durch die Formeln
”17[ Q2tya— 1y A)+ 1 a]

F\/

+ (=8 \/—~+/b

— (2 o — 1y A) + 7y ay)

‘+/ bl)‘r—}-/1 -

Uy== |~ ————5——==

‘ 8m2F2

\/“_“'{“/ 172) +(

dargestellt. Die HilfsgroBen u;, 0,, v geniigen der transformierten
Energiegleichung

(74) F(0,, 0y, 1) = Cpy 07+ 2Cp, 0,0+ Cpp 03+ Cpyi’+ C—W=0

1

\~v+/ b,,)T, A

wobei fiir die Koeffizienten C,, und C — W folgende Formeln
gelten:
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Cr= m, (mg+ m,) £, , Cp== — mymy E,),
dm,MF ’J
) sz':—‘ m, (mo+ ml) E22 ’ C‘Jii:—: Y A
(75) a’'my M ; .
C—W= E—miffj (m} Eyy 0+ 2mymy Eyy 6,0, 4+ m'anz‘)‘zz)
1My .
+ -y M — W),

Indem wir noch zur Abkiirzung

' a » — 7 P’ m, , 0
l = QA e—21A) +2a +( A \/"{1 Ao ty=y

, 8m1F2 v3
(76) - L
a5 y—pg [m .
T Im s Qdya— b A) +1ya,+ (— mm[:&\/—’;l_i + dyby)r=1,
und
=g my
u, == 7 — + 4, b,
w

setzen (und entsprechend auch fiir 5k, z?;k, Uy w,, welche For-
meln man durch zyklische Vertauschung der Buchstaben Ay ttyy 7,
einerseits und der Buchstaben «, 8, 7 andrerseits, bekommt),

kénn i i i i
en wir die Formeln fiir die U, ..., w, folgendermafen
schreiben:

o w
[ w=u+wr+i 0,

(78)
lu2= 82-}- er—l— Ayo,.
23. Berechnung der GréBen zc;kund u4,. Die Gréfen

o * w“ .
u, und u, konnen leicht auf einfachere Gestalt gebracht werden.

Aus (77) und (67,2) folgt zunichst
« 1 ] — 1
W= g RO—O14\3m M (£, S, 6,— E,, S, 0,) ] V/ )

1% -
my
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Nach (33) ist dann

o 1 { s - TR g
u= 57\ 2k ol 1 [20 Ay y3mg M (E,, S, 6,

—E, Spa)l) V/ —Z-? .

Benutzt man jetzt die Formeln (23), so bekommt man

, [m
2h il \/_—1 =20, At {[(mo—l_ my) By, S+ my B,y Syl 4,
77’12
20— my Eyy Syt (myt my) Eyy Syl cty+ 21 4,) 7

Der Koeffizient von -, in der geschweiften Klammer der vorhe-
rigen Formel ist gleich Null, woraus

* 1 { \ E S A m2
R 20 dy+ 2y [— (my+ my) Ey, S+ m Ey ,22]; \/;z:

folgt. Benutzt man jetzt die Formeln (37) und (46) und fiihrt fiir

u, dhnliche Rechnungen durch, so bekommt man schliefilich

.1 o [me
[ u1= —1— (ll 7»1— 1/«2) \/;j y
(79) » —

P |m
l Uy== T (12 fy— ”.1) \/-nT: .

Um jetzt einen geeigneten Ausdruck fiir die u, zu finden,

bemerken wir zunichst, daf nach (76), (77), (79), (72) und (70)

- a -, o al
—_—— At — ————— m+m)E
U 4m, F*\3 ¢+ 4% 8m, [FJ\3 [my (mg+ my) £y,
AN aA
(80) — my (mgt+my) Eyll g+ 2 — 8m, F*\3
ad \
+8m1F2j\/3 [m, (Mgt m,) Loy 1\ 1) =nly

gilt. Der Koeffizient bei 4, in dieser Formel ist nach (67) gleich
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__aAd

8m F'Jy3 !

— L [m; (my+ my) E\ — my (myt+ my) £, }"

JIm E,, Spy— (myt+ my) £,, Sm-'

oder, wegen (37), gleich
aA
8m, IF*]y3
+ [my (gt my) Epy— my (myt- m,) £y /1} :

{[mOME Eyy+ 4m (my+ ml)F?]/

12722

Hieraus folgt unter Benutzung der ersten Identitit (48), daB dieser
Koeffizient gleich

ad
SFZJ \/3 12
ist.
Der Koeffizient von 4, in der Formel (80) ist gleich

aA
W [/ + my(my+ my) E,)— m, (mg+m,) E.]
ad
——S5,,.
8F*Jy3 2

Fiihrt man #hnliche Rechnungen fiir die Grofe u, durch, so
bekommt man die Formeln:

lﬁl=#a+~5i_(&z+s 1)

gy | AmEN3 T sFyy3 AT Rt
52——:~L421—:a——~__~a‘4 — (S, 1.+ .S 2,)
_ 4m,F*y3 8?3 T Pu )

24, Der Fall <y <2,==0. Wir wollen jetzt beweisen, daf§
das Formelsystem (78), (79), (81) und (74), (75) die allgemeine
Losung des simultanen algebraischen Systems (15) und (16)
auch im Falle <=0 darstellt. Dagegen ist, wie schon &fters
betont wurde, die Bedingung F*> 0 als eine wesentliche Voraus-
setzung zu betrachten,

Wir bemerken zunzchst, daff die Matrix (17, auch in diesem
ff‘alle den Rang drei besitzt, daB also die allgemeine Lésung des
linearen Systems (16) auch jetzt 3 partikulire Lésungen enthal-
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ten wird. Ferner geniigen die GréBen (78) auch im Falle ., .4,= 0
den Gleichungen (17) und (18), vorausgesetzt natiirlich, daB die
Gleichung (74) erfiillt ist. Davon iiberzeugt man sich am ein-
fachsten durch die Substitution der Gréfen (78) in (15) und (16).

Es bleibt also noch zu beweisen, dafl die Formeln (78) die
allgemeine Loésung von (15) bilden. Dazu geniigt es wieder zu
zeigen, daf} die Formeln

Bl - ~ * 9 .
= u v+ /v1 i, u,==u,7 + /.2 iy

a 3 -
V= Uy T A 0y Uy== Uy Tty iy

oot
Wy== W, T 1»‘2 ()2

W= T
die allgemeine Losung des homogenen Systems
m; (r1 v wl) +m, (1/2 vy Uy W) = 0,
ymy (A w— vy u) + my Gy w,— 7, u) =0,
l my (¢ u;— 2 v)) + my(, u2;~ hyvy) =
darstellen. Dies geschieht am einfachsten durch die Berechnung

des Ranges der Matrix

#* 0

W o u *
Uy, Uy, Wy, Uy Ty, Wy
Ly w, v, 0, 0, O

1 e 17
O, Oa 07 by Mgy Yy

Bezeichnet man mit (i, j, k) die aus der i-ten, j-te.n und
k-ten Kolonne dieser Matrix gebildete dreireihige Determinante,

so ist

(1,2, 92+, 2, 57+ (1, 2, 6= (i, — 3,1 By

(2, 3, 4+ (2, 3, 5+ (2, 3, 6= (@, 1,— w, 1) Eny
p 2 . =2

3,1, 4%+ (3, 1, 5+ (3, 1, 6)'= (@, 1,—uy 1)) By .

Durch Addition dieser drei Gleichungen iiberzeugt man sich softfrt,
daf die Quadratsumme der entsprechenden Determinanten gleich
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(82) [+ o+ ain) (g 1+ 27) — (i By Dyt e '] By,
ist. Nach (79) ist der Ausdruck (82) gleich

- m, , m, )
[_n—z:lf (Ey 112 - 2E12 hi+ Ezz Zz) By — Mn:jll (11 Ell"" le)z_, E22
1
m, \ 4m,F*E,
= m—llé- (Ey Ep— EIZZ) r Eyy= _%n_l__uz_g. :

Der erhaltene Ausdruck ist gewiB positiv und so stellen

die Formeln (78) die allgemeine Lésung von (15) auch im Falle
A Ay=0 dar.

IV. Die Ungleichung C—W < 0.

25. Die fundamentale Ungleichung C—W.<0
Aus (75) folgt unmittelbar . .

o Gy~ C122= mym, >0, Cy>0.
Demnach ist die quadratische Form
Cy 012"" 2C, 0,0, o ‘722+ Ca 7’

positi\{-definit. Aus (74) folgt dann, daB, solange die Bewegung
ree%l 1st‘ ‘und solange sich die drei Massen my, my, m, nicht
gleichzeitig auf einer Geraden befinden, die Ungleichung

(83) C—W<o

bestehen muf. Natiirlich sind auch Z
Die Gleichung

(84) C—W=
stellt eine Hyperfliche
Variablen

usammenstéfle ausgeschlossen.

(H) im sechsdimensionalen Raume der

X1 Yy 2, Yoy Yas Zy,

dar, .Die Hyperfliche (H) teilt djesen Raum in zwei oder mehrere
Bereiche, in welchen stets

C—W<O0 oder C—W> 0
gilt. Bezeichnet man mit

(B) die Gesamtheit derjen;
fir welche die Ungleich amthelt derjenigen Punkte,

ung C—W <0 stattfindet, so gelangt
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man zu der wichtigen Folgerung, daB die beiden Planeten m,
und m, stets derartige Koordinaten besitzen miissen, daf der
entsprechende Punkt des sechsdimensionalen Raumes der Menge
(B) angehort.

Wir kénnen also die Hyperfliche (H) als ein Gegenstiick
zu der im restringierten Dreikdrperproblem betrachteten Fliche
der relativen Nullgeschwindigkeit des unendlich kleinen Kérpers
auffassen. Somit stellt die Ungleichung (83) in gewissem Sinne
eine Verallgemeinerung der auf dem Jacobischen Integral basier-
ten Ungleichung im restringierten Dreikirperproblem dar. Daher
besteht, zumindest theoretisch, die Mdglichkeit, gewisse, fiir das
restringierte DreikSrperproblem sehr wichtige, Untersuchungen auf
das allgemeine Problem zu iibertragen. Auf eine nihere Diskus-
sion der Hyperfliche (84) werden wir in einer spiteren Arbeit
zuriickkommen.

Die Ungleichung (83) ist ziemlich kompliziert. Beachtet man,
daf} der Ausdruck :

mIQEll df“" 2m m, E, 0, 0,+ ng Ey 5
eine im Falle %> 0 positiv- definite quadratische Form ist, so
kann man (83) durch die folgende, etwas schirfer formulierte
Ungleichung ersetzen:

0< a’ (l?’ll2 Ell ()12+ 2 mym, Eu dl] 62 + m; E22 d22

(85) 4m, m, F*
L (W] — &’ my M).

= myM

26. Der ZusammenstoB von zwei Kérpern. In die-
sem Absatz setzen wir vor allem voraus, daf die durch (3) erklarte
und fiir das Wirkungsgesetz mafigebende Funktion der Bedingung

(86) ll_rPO 2 @ (u) =0
geniigt. Diese Bedingung ist im Falle des klassischen Gravita-
tionsgesetzes offenbar erfiillt.

Wir bezeichnen ferner mit £, irgendeinen Zeitpunkt und
setzen weiter voraus, daB es eine positive Zahl # gibt, so daf}
fiir alle der Ungleichheit
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t— < L 1

geniigende Zeitpunkte ¢, die drei Massen my, m,, m, nicht gleich-
zeitig auf einer Geraden liegen.

Unter diesen Voraussetzungen wollen wir zwei Sitze liber
den Zusammenstol von zwei (und nur zwei) Korpern beweisen,

1°. Der Zusammenstof der Planeten m; und m,,
Es gilt der Satz: ‘

Nihern sich fir t—t) und t <t, die beiden Massen m,
und m, einem wohlbestimmien und von der Lage der Sonne ver-
schiedenen Punkte, so liegt dieser in der Laplace’schen invariablen

Ebene, falls noch a + 0 gilt.
Mit anderen Worten:

Unter gewissen allgemeinen Voraussez‘zungen ist der Zusam-
menstofi der zwei Planeten nur in der Laplace’schen invariablen
Ebene méglich. ‘

. Beweis. Den Voraussetzungen unseres Satzes zufolge postu-
lieren wir die Existenz der Grenzwerte von iy Tyy Py, O, 0, Fiir
t—1, und <4, wobei noch v

Iim ) — lim o Q4
= r
{=> {0 ! t—ty—0 2 :i— O’
(87) A
j m r,= 0
{—th—0 12 ’
f . o
lim (5'1 = lim 0 = ¢
t=>4—0 f—>4—0 2
sein soll,

Es ist dann zunichst

. 2 .2 .
(88) fllfﬁo (my £y 0+ 2my m, Eyy 0,0,+ my E,, 6})

_m 202 g
=7 (m+ m,)r d; .
Aus .
F % ST

und (4), (14), (40) folgt weiter
FP W] — a*m,M) < =

2 32
myrr, {2 [mo my @ (r) + mgm, ("2)
+mym, @ (r )+ A

2 0 .
m 2 2
[ 0 Ty mymy r - mymy ] — a M}

(89)
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Aus (87), (86) und (89) folgt also
(90) lim F*W]—a'm,M)=0.

t—t—0

Aus (85), (88), (90) und a = 0 schlieBt man dann, daf ;2d’= 0

gilt. Nun ist aber nach (87) F4=0, so daB 0 =0 sein mu8.
Wir sehen also zuniichst, daB der Punkt, in welchem es zu
einem Zusammenstofe der beiden Planeten kommt, notwendig
in der fundamentalen Ebene der relativen Bewegung liegen muf.
Nun aber stimmt diese Ebene im Augenblicke des Zusammenstofies

mit der Laplace’schen invariablen Ebene iiberein, und zwar aus
folgendem Grunde:

Liegen alle drei Massen mg, m,, m, in der Fundamental-
ebene der relativen Bewegung, so trifft dasselbe auch fiir ihren
Massenmittelpunkt zu. Da nun der Massenmittelpunkt zugleich in
der invariablen Ebene liegt, und da die Fundamentalebene stets
der invariablen Ebene parallel bleibt, so miissen die beiden Ebe-
nen in diesem Zeitpunkte zusammenfallen.

Bemerkung 1. Es ist aus dem Beweise leicht ersichtlich,
dafl man fiir die Giltigkeit der Behauptung das Vorhandensein
der Grenzwerte der Koordinaten der beiden materiellen Punkte
m, und m, keineswegs zu postulieren braucht. Es geniigt viel-
mehr vorauszusetzen, dafl fir #—— £, die Grofen r, und r, zwi-
schen endlichen und von Null verschiedenen Grenzen variieren,
und dafl lim r,= 0 gilt. Wegen |d,|<r, |d,|<r, bleibt dann

1>ty
unserer Satz auch unter dieser allgemeineren Voraussetzung richtig.

Bemerkung 2. Der Zeitpunkt # kann auch unendlich
grof} sein.

2°, Der Fall eines Planeten auf die Sonne,

Kommt es fiir t—t, und t <{, zu einem Fall eines der
Planeten auf die Sonne, also zu einem Zusammenstofie z. B. der
Masse m; mit der Masse m,, und strebt inzwischen der zweite
Planet m, einer wohlbestimmten Lage II zu, so liegt der Punkt
IT in der Laplace’schen invariablen Ebene.

Der Beweis ist dem vorstehenden #hnlich und soll dem
Leser tiberlassen werden. Auch auf die naheliegenden Verallge-
meinerungen wird hier verzichtet.
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27. Die Ungleichung /W— a’myM 0. Gleichzei.
tiger Zusammenstof der drei Massen. Ein Sundman-
scher Satz. Wir wenden uns jetzt der bekannten Frage des
gleichzeitigen Zusammenstofles aller drei Massen zu. In dieser
Richtung verdankt man Sunpman zwei elegante Sitze, die der
bertihmte Verfasser unter Zugrundelegung des Newtonschen Cra-
vitationsgesetzes bewiesen hat.

Der erste Sundmansche Satz:

Kommt es in einem bestimmten Zeitpunkte zu einem Zu-
sammenstof} aller drei materiellen Punkte, so streben diese ent-
weder einer Konfiguration zu, die sich von der Konfiguration
des gleichseitigen Dreieckes nur um unendliche GrdBen héherer
Ordnung unterscheidet, oder aber streben sie Grenzlagen zu,
welche auf einer Geraden sich befinden, jedoch derart, daB die
Verhiltnisse der gegenseitigen Abstinde gegen endliche und
von Null verschiedene Grenzwerte konvergieren.

Der zweite Sundmansche Satz:

Kommt es in einem bestimmten Zeitpunkte zu einem Zu-
sammenstoB aller drei materiellen Punkte, so sind die der Bewe-
gung entsprechenden Flichenkonstanten gleich Null.

Mit anderen Worten: sind die drei Flichenkonstanten nicht
alle gleich Null, so ist der gleichzeitige ZusammenstoB aller drei
Massen ausgeschlossen.

SuNpMaN hat seinem zweiten Satze eine noch genauere Fas-
sung gegeben, auf die wir hier jedoch nicht einzugehen brauchen.
Es sei noch bemerkt, daB, wie es Sunoman selbst in einer Fufinote
seiner preisgekronten Arbeit hervorhebt, der zweite Satz schon
WeErsTRASS bekannt gewesen sein sollte. WriRsTRASS hat jedoch
seinen Beweis nicht verdffentlicht.

Wir wollen jetzt den zweiten Sundmanschen Satz als Fol-
gerung aus einer unseren Untersuchungen entspringenden Un-
gleichung beweisen. Dabei werden wir uns allerdings im Falle
des Newtonschen Gravitationsgesetzes des ersten Sundmanschen
Satzes bedienen miissen. Andererseits aber werden wir eine Klasse
von Wirkungsgesetzen ¢ (u) bestimmen, fiir welche der zweite
Sundmansche Satz als eine unmittelbare Folgerung aus einer
unserer Ungleichungen erscheint, ohne daf man sich dabei auf
den ersten Satz zu stiitzen braucht.
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Einfachheitshalber werden wir uns dabei auf die Funktionen
91) P () = Cu*

beschrinken, wo C und % beliebige reelle Zahlen bedeuten. Den
trivialen Fall C= 0 werden wir nicht beriicksichtigen. Die Ve-
rallgemeinerung auf Funktionen ¢ (u), die von allgemeinerer Natur
sind, bietet keine Schwierigkeiten.

Aus (3) folgt
b (u) ==

k2

u "+ C' fir k= —2,

1
k-+2
([)(u):logu—!— C’ flir k=—2,

Im Einklang mit N° 1 wahlen wir fiir C' den Wert Null. Es ist

dann

PR JEEX
+mym,r, "+ mymyr, )+ /z»}

C
0 (u) = 2m0{ panp (mym, r,
fir k3 —2 und
D (u) = 2m, { Clmym, 1og 1+ mym,log r,+ mymylog r,] + b}
im Falle k== —2.
Die Ungleichheit (7) liefert dann
ET(I-:—Q- (mym, "1k+2+ mym, ’2k+2+ my m, r12k+2) +h>0
im ersten, und

C (mym, log r,+ mym,log r,+ m mylog r,,)+ h > 0

im zweiten Falle.

Hieraus folgen zunichst notwendige Bedingungen fiir die
Méglichkeit eines gleichzeitigen Zusammenstofies aller drei Mas-
sen. Und zwar es mufl

1° h>0 im Falle k+2>0,

2° C< 0 im Falle £+ 2 <0 sein.

Wir sehen also, dafl im Falle ¥4+2< 0 und C>0 (Ab-
stofungskraft) es iiberhaupt zu einem gleichzeitigen Zusammen-
stofle aller Massen nicht kommen kann,

Und nun die Ungleichung, auf die wir uns stiitzen wollen.
Sie folgt aus (85) und lautet:

5
Studin Mathematica. T, VIIL,
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JW— anOM.,?/ 0,
oder ausfiihrlicher:
(92) QU+ ]—a"M=0.

Es ist also fiir die Gravitationsgesetze von der Gestalt (91)
1° im Falle k+2440:

2 2 A c Jet-2
(mymy ri+ mymy ry+ m m, rp,) l Py (mym, r,

(93) 2

. . a
+mym, "2H + mym, "12L FQ) + hA, > 2
2° im Falle A+2=0:
(mym, rlz-l- mym, r22+ m, m, 1‘122) , C (mym, log r,

9
aM

(94) _
+ mymylog ry4 m; m,log 7)) + hJ > 5

Wir setzen jetzt voraus, dafl fir ¢—— Ly (¢ <<ty alle drei
Massen nicht gleichzeitig auf einer Geraden liegen und daf es
fir £=1¢) zu einem gleichzeitigen Zusammenstofle aller drei Mas-
sen kommt. Wir werden drei Fille unterscheiden.

Fall 1. 442> 0. In diesem Falle ist, wie gesagt, A> 0.
Weiter sieht man aus (93), daf die linke Seite dieser Unglei-
chung in diesem Falle gegen Null konvergiert. Hieraus folgt not-
wendig a =0,

Nun aber stellt a/y3 den gemeinsamen Wert aller Flichen-
konstanten dar, so daf also der zweite Sundmansche Satz tat-
sichlich gilt.

Fall 2. —2> k> —4. Wir machen die zusitzliche Vor-
aussetzung, daf} sich zwei positive Konstanten @ und ¢ angeben
lassen, so daf fir — ¢ die Ungleichungen

1 & :
o< T s S < P’
Ty EVRERET!

stattfinden. Wie wir frither bemerkt haben, ist diese Bedingung
im Falle des Newtonschen Gravitationsgesetzes (k== — 3) nach
dem ersten Sundmanschen Satze stets erfiillt. Es ist méglich, dafl
sich der Beweis des ersten Sundmanschen Satzes auf alle der
Bedingung k> —4 geniigende Exponenten iibertragen lifit. Doch
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haben wir diese Sache nicht niher gepriift. Anderseits sei hier
ausdriicklich hervorgehoben, daB wir unter der Voraussetzung
des Erfiilltseins der angegebenen Bedingungen auch den unendlich
fernen Zeitpunkt in Betracht zu ziehen imstande sind.

Ist die zusétzliche Bedingung erfiillt, so konvergieren sowohl

wie auch

ro 2
I L | ) s
172 rnl

sr s e

gegen Null. Aus (93) bzw. (94) folgt dann wieder a = 0.

Fall 3. X <<—4. Unsere SchluBweise kann nicht ange-
wandt werden und die Frage, ob der Satz auch dann richtig
bleibt, soll offen bleiben.

(Recu par la Rédaction le 12. 2. 1938).
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