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Il existe &' =¢'(s, N) < & tel que chaque B(z,,, ¢) contiennent um
point £, de D virifiant

(3.8) ALy, 0) = &
et done par (2) de la proposition 1.1
(3.9) [Ug(Ca))] 2 7"

Considérons alors o), = o\B(z,, &) ¢t U, lo produit ayant pour
zéros les points de oy, il vient

(310) lUk“‘wh)‘ = {Ua(cn,k)l = 7”

M
ot 8il'on éerit o comme une union finie de suites sépardes par 2e: ¢ = U s,

fal
ol i=1,2,..., M, d(z,2') > 2 pour 2,& €s;, ¢ # & alors (3.10) impli-
que que s; est d’interpolation.
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Die atomare Struktur topologischer Boolescher Ringe
und s-beschriinkter Inhalte

von

HANS WEBER (Konstanz)

Abstract, Starting point of this papor arc the following questions concerning
a (o, group-valued) finitely additive measure x on a Boolean ring:

(1) When is the range of u connected ?

(2) When iz the range of u compaet?

(3) When can x4 be uniquely represented as sum of an atomless and an atomie
finitely additive measure?

To angwer this questions satisfactorily, it is necessary to define atomless and
atomic moasurcs in & new ‘way. Irst we study (locally) s-bounded atomless and atomic:
in monotone ring topologies and then we deduce from the obtained results the-
orems about loeally s-bounded finitely additive measurcs which answer questions.

(1), (2), (3).

0. Einleitung. Ausgangspunkt dieser Arbeit sind die folgenden
Fragen:

(L) Wann ist der Wertebereich eines (z.B. gruppenwertigen) Inhalts.
zusammenhdngend ?

(2) Wann ist der Werbebereich eines Imhalts kompakt?

(3) Wann 148t gich ein Inhalt x4 (in eindeutiger Weise) darstellen
als Summe u =y u, eines atomlosen Inhalts w4, und eines atomaren
Inhalty u,?

Ritr wlle drei Wragen ist ein hier neu eingefithrter Begriff des atom-
losen und atomaren Inhalts von Bedeutung. Wir erléntern das zunichst
an dor Frago (3).

Dy Kklassizche Rosultat, dal sich jedes reellwertige Maf auf einem
o-Ring cindeutig als Summe eines atomlosen und eines atomaren MaBes
schroihen iGh, wurde von Hoffmann-Jergensen ([8], Theorem 6) verall-
gemeinert fiir abgolut stetige MaBe mit Werten in einem lokalkonvexen
Vektorraum und von Musial ([12], Theorem 1) fiir gruppenwertige MaBe,
die die “countablo chain condition” (kurz: cce) erfiillen. Hoffmann-Jor-
gensen zeigh dureh Beigpicle ([6], BExample 2 wnd 3), daf eine nahelie-
gende Vernllgemeinerung dieser Aussage fiir beliebige MaBie mit Werten
in lokalkonvexen Riumen iallg. nicht richtig ist. Andererseits ist — wie
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in dieser Arbeit gezeight wird — ein zu dem klassischen Resultat analoger
Satz noch richtig fir einen lokal s-beschriéinkten(*) Inhalt u auf einem
Booleschen Ring R, der bez. der monotonen Ringtopologie (= FN-Topo-
logie), die in iiblicher Weise (vgl. Abschnitt 6) von u auf R induziers
wird, vollstindig ist; dabei wird “u ist atomlos (atomar)” im klassischen
Sinne verstanden, nimlich daB der Quotientenring R/N(x) von R nach
dem Ideal der u-Nullmengen im Booleschen Sinne atomlos (atomar) ist.
In den genannten Sitzen von Hoffmann-Jergensen und Musial ist u
ein MafB auf einem o-Ring R, die von x auf R induzierte monotone Ring-
topologie erfilllt wegen der dort gemachten Voraussetzungen (absolute
Stetigkeit in [5], cce in [12]) nach ([4], Corollary 1.3) das erste Abzihl-
barkeitsaxiom und ist daher tatséchlich vollstéindig. Die erwihnten
‘Gegenbeispiele von Hoffmann-Jorgensen zeigen, dafl der klassische Bogritf
von atomlosen (atomaren) Maflen in allgemeineren Situationen nicht
mehr geeignet igt. Daher wird in dieser Arbeit eine neue Definition von
atomlosen (atomaren) Inhalten angegeben, die im vollstindigen Fall
mit der iiblichen iibereinstimmt: Ein Inhalt auf einem Booleschen Ring
heif3t atomlos (atomar), wenn eine bestimmte Fortsetzung von i, welche eine
vollstéindige monotone Ringtopologie induziert, im klassische Sinnen atomlos
(atomar) ist. Bei dieser Begriffsbildung ist eine eindeutige Zerlegung im Sinne
der Frage (3) fiir jeden lokal s-beschrinkten Inhalt auf einem Booleschen
Ring moglich; der Beweis wird auf den vollstéindigen Fall zuriickgefiihrt.
Verschiedene Autoren haben die klassische Definition von “atomlos”
ersetzt durch Begriffsbildungen, die der jeweiligen speziellen Situation
gut angepaft sind: Sobezyk und Hammer [13] betrachten im Zusammen-
hang mit einer Zerlegung positiver (endlich additiver) Inhalte, welche
mit der in der Frage (3) genannten vergleichbar ist (s. (6.8), (6.9)), positive
Inbalte 4 auf einer Algebra, die “stetig” sind, d.h. bez. denen es zu jeder
positiven Zahl & eine endliche Zerlegung A,,..., 4, der Grundmenge
gibt mib u(4;) <e (6 =1,...,2); im Zusammenhang mit einer Verall-
gemeinerung des Satzes von Liapounoff ([11], Theorem 1) untersuchen
Hoffmann-Jergensen [5], Tweddle [15], Lew [10] und andere MaBe u
auf einer o-Algebra mit Werten in einem lokalkonvexen Raum H, dic in
der Terminologie von [15] “total-atomlos” sind, d.h. £ir die £ou atomloy
ist fiir jedes stetige Funktional & auf H; Constantinescu fiihrt in [1] einen
etwas komplizierteren Begriff des Atoms ein, definiert damit “atomlos?
und “atomar” fiir gruppenwertige MaBe auf J-Ringen und beweist mit
dieser Begriffsbildung eine Zerlegung im Sinno der Frage (3). Diese droi
Begriffe (“stetig”, “total-atomlos”, “atomlos” im Sinne [1]) sind in den
Jeweiligen Spezialfillen #dquivalent zu dem Begriff “atomlos” dieser
Arbeit, was nochmaly die Brauchbarkeit dieses Begriffes bestatigt.

(') Beispiele fiir lokal s-beschrinkte Inhalte sind MaBe auf §-Ringen und
{0, oco[-wertige Inhalte,
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Fir die Resultate dieser Arbeit itber Inhalte ist die Struktur des
Zielbereichs der Inhalte unwesentlich; die entsprechenden Sitze haben
einen rein topologischen Kern. Daher liegt der Schwerpunkt dieser Arbeit
in der Untersuchung topologischer Boolescher Ringe; so wird z.B. im
Zusammenhang mit den Fragen (1) und (2) zundichst untersucht, wann
ein topologischer Boolescher Ring zusammenhéingend bzw. kompakt ist.
Die Sitze iber Inhalte ergeben sich daraus als einfache Folgerungen.

Ich. danke dem Referenten filr Verbesserungsvorschlige und Herrn
7. Tipecki (Wroctaw) fiir Literaturhinweise.

1. Grundlagen. Wahrend dor gesamien Arbeit sei R ein Boolescher
Ring; wir verwoenden wie fiblich die Zeichen A (Addition, Subtraktion,
gymmetrische Differenz), A (Multiplikation, Infimum), v (Supremum), \
(Ditferenz), =5 (Ordoungsrelation).

Eine Topologie auf R, bez. der die Subtraktion A: R xR—->R und
die Multiplikation A: RXR->R stetig sind, heiBt Ringtopologie. Dabei
vergtehen wir unter einer Ringtopologie stets das zugehdrige Nullum-
gebungssystern U; den Durchschnitt aller zugehérigen Nullumgebungen
bezeichnen. wir mit (U):= M U.

Unter einer monolonen Ringtopologie aut R verstehen wir eine Ring-
topologie U mit der Wigenschaft, daB

YUeUABeUV(e,b)eRXxB a<<b>acll

Offenbar ist oin Filter U auf R genau dann eine monotone Ringtopologie,
wenn
YeUdBeU Y(a,b,0) eRxB* a<bAc>aell;

Drei weitore fquivalente Aussagen sind: U wird von einer I-Norm erzeugt
(s. [16], (8.2.1), (8.2.2), (5.1.B)); (R, U) ist ein topologischer Ring, in
dem’ joder Punkt eine Umgebungsbasis aus konvexen(*) Mengen besitzt;
(R, U) ist ein beschriinkter topologischer Ring (i.8. von [6], 8. 160?.

Walwend dor - gesamten Arbeit sei U eine monotone Ringtopologie auf
R und RN == R(U). .

T cin Tdeal & in R ist die von U induzierte Quotiententopologie
auf dom Taktorring R/)3J eine monotonoe Ringtopologie. Ist U hausdorffsch,
Al R = (0), dann ist die Topologio der vollstéindigen Hille von. (R, U)
eine monotone Ringtopologie. Man bestitigt leicht:

Hmassarz (L1). Vor.: (R, U) sei hausdorffsch. Beh.:

(a) Tir acR sind {@eR: o< a} und {peR: a<a} abgeschlossen.

(b) Ist M oine nach oben (bew. unten) geriohtete Z’Gilmengs von R und
konvergent, dann ist BmM = sup M (bew. lm M = inf M).

() Eine Teilmonge M von N hoiBt konvew, wenn fiir jedes Paar (a,d) e M3
weN: o g o ghby e M
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(R, U) (oder kurz: U) heildt s-beschrinkt, wenn jede Folge paarweise
disjunkter (®) Elemente aus R bez. U gegen 0 konvergiert; und lokal
s-beschrinkt, wenn jede ordnungsbeschrinkte Folge paarweiser disjunkter
Elemente aus R bez. U gegen 0 konvergiert.

Horssarz (1.2). Folgende Aussagen sind Gquivalent:

(1) (R, U) 4st s-beschrinkt.
n

(2) Fiir jede Folge (ay,)yen i R ist (supay) eine U-Cauchyfolge.

fenl

(3) Jede gerichiele Teilmenge von R ist ein U-Qauchysystem.

Beweis. (3)—(2)—(1) gilt trivialerweige.

(1)=(3): Sei I eine etwa nach oben gerichtete Teilmenge von N und
kein U-Cauchysystem, dann gibt es ein W e U und zu jedem a € IR oin
Paar (ay, a;) € M* it a, > a, 0,> a, a, Aa, ¢ U; fiir eine Menge B eU
mit BAB < Wist dann fiir solehe a, ay, a, wegen a, A a, = (a;\a) A(ag\a)
aN\a ¢ B oder a,\a ¢ B. Bs 14t sich also eine Folge (a,) in MM wihlen
mit @, < G0, 80410\, ¢ B (n eN). Die Elemente b, := i1 NGy, - 8ind.
dann paarweise disjunkt, (b,) konvergiert nicht gegen 0 bez. U; U ist:
also nicht s-beschrinks.

Da U genau dann lokal s-beschréinkt ist, wonn fiir jedes a e R die

auf das Ideal an®R:= {aAz: & ¢ R} induziorte Relativtopologie UjaaR
s-beschréinkt ist, ergibt sich aus (1.2):

Hrrssarz (1.3). Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) (R, U) ist lokal s-beschrinks.

n
(2) Fiir jede ordnungsbeschrimite Folge (a,) in R st (supa,) eine
U-Cauchyfolge. vl

(3) Jede ordnungsbeschrinkte, nach oben gerichiete Teilmenge von N
st ein U-Cauchysystem.

n
(2)" Fir jede Folge (a,) in R st (infa,) eine U-Cauchyfolge.
=21

i=

(3)" Jede nach unien gerichiete Teilmenge vom R ist ein U-Cauchy-
system.

Aus (1.1) (b) und (1.2) erhélt man:

ForeErUNG (1.4). Vor.: (R, U) sei s-beschrdmlet, hausdorffsch wnd (als
uniformer Rawm) wollstimdig. Beh,:

(@) (R, <) ist eine (als Verband) vollstindige Boolesche Algebra,

(b) Ist M < A = R, A abgeschlossen und M nach wnten (oben) gerichiet,
danm ist inf Me A (sup M e A)

() a,b& Rheilen disjunkt, woun and = 0.
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Ist (M, U) s-beschrinkt und vollstéindig, gibt es also ein a, eR, 5o
daB a,-+N das grofte Hlement, also das Einselement von RN ist; fiir
alle @ € R ist dann aNay e R (vel. [3], Theorem 4.8). Entsprechend zu
(1.4) erbilt man aus (L.1) (b) und (1.3):

ForerRUNG (1.8). Vor.: (R,U) sei lokal s-beschrinkt, hausdorffsch
und vollstiindig. Beh.:

(&) (R, <) dst Dedelind-vollstimdig (d.h. jede ordnungsbeschrinlts
Teilmenge von R hat in R ein Supremum wnd Infimum).

(b) Ist M W R, U abgeschlossen, M nach wnten gerichtet (nach
oben gerichtet wnd ordnungsbeschrankt), dann ist inf M e A (sup M e A).

iy I =N isb

Fi={meR: Vyel uay =0}

cin Ideal und InJI* < {0}. Falls I ein Ideal in R ist und es zu jedem # € R
ein o eI mit » = sup (e J) gibt (also y:=2Are I, 2 =wAy), dann
ist IAI? =R, InI* = {0} und daher offenbar durch (z,y)—aw Ay ein
algebraischer und topologischer Isomorphismus von (J, Ul ) x (3% U| 3%
auf (R, U) erkliat, d.h. (R, U) ist algebraische und. topologische direkte
Summe der Ideale I und I% Hieraus erhilt man, indem man (1.5) fiir
Mi==2AT, A:= I anwoendet:

Toranrung (1.6). (R, U) sei lokal s-beschrimlt, hausdorffsch wund
vollstdndig; I ein abgeschlossemes Ideal in (R, U). Dann ist (R, U) alge-
Draisohe und topologische direkte Summe der abgeschlossenen Ideale S und I

Ist U sogar s-beschrinkt, dann gibt es unter den Voraussetzungen
von (L.6) ein a € I mit I = Raa und I* = RA(e\a), wobei ¢:= supR
das Eingelement wvon R ist (s. (1.4)).

Bin Kriterium fir Vollstdndigkeit erhilt man z.B. aus ([16], Satz
(2'2“;:23){;. (R, <) co-vollstéindig und V ein Filter auf R mit abzihlbarer
Bagis, 50 daff VB8 eV 3(B,) e V¥ VaeR V(a,) e RY

<]
(@« supa, und Vo eN a, e B)>aecB,

[ )
damn, ist V eine monotone Ringtopologie auf B und (R,V) vollstinding.
SAnz (1.7). Tet R* ein dichier Teilring von (R, U) und V* eine monotone
Ringtopologie auf R* mit V* = URY, dann*gibt o8 genan eine monotone
Ringtopologie V auf R mit Ve U und VIR =V, .
Beweis. (L) Offenbar ish der von {BY: BeVY auf*‘z]t erzepgte E_‘llter
V einoe monotone Ringtopologio mit Ve Uund ViR* = V*; dabei bezeichne
BY den Abschluf von B in (R, U).
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(2) Sei V, eine weitere monotone Ringtopologie auf R _mit Vo U
und V,|R* = V% Da R* auch dicht in (R,V,) liegt, ist {8%: B eV*}
eine Basis von V, und folglich V, « V. Zum Nachweis von V, >V kann
(R,V) als hausdorffsch angenommen werden; sonst Detrachtet man
R/M(V) mit den entsprechenden Quotiententopologien. AuBerdem kann
R,V) als vollstamhg angenommen werden; sonst befrachtet man eine
Fortsetzung ¥, von V, auf die vollstindige Hille (R, V) von (R, V) mit
V, = V entsprechend (1). Da R* dicht in (R,V,) liegt und (R}, V) voll-
standig ist, 148t sich idg: (R¥,V)—>(R",V*) eindeutig zu einer stetigen
Abbildung f: (R, Vy)~>(R, V) fortsetzen. Zu « e R gibt es ein gerichtetes
System (a).; in R* mit @ =V—lima,; dann ist wegen Vo=V auch
@ =V,—lima, und wegen der Stetigkeit von f

flo) =V —limf(a,) =V-—-lima, = a.

Also ist f = idg, idg: (R, Ve)—+(R,V) stetig, d.h. VooV,

Benutzt man, daB jede monotone Ringtopologie von einem Hduberen
Inhalt (i.8. von [17]) erzeugt wird (s. z.B. [16], Satz (5.2.4), [3], Theorem
2.7), 1dBt sich (1.7) noch etwas einfacher beweisen: Ist u* ein Hdullerer
Tnhalt auf R*, der V* erzeugt, dann ist die stetige Fortsetzung von u*
auf (R, U) ein duBerer Inhalt, der V erzeugt.

Die Menge P(R) aller monotonen Ringtopologien auf R bildet cinen
vollstéindigen Verband mit der trivialen Topologie als kleinstem und
der diskreten Topologie als groftem Element. Die Menge aller (lokal)
s-beschrinkten monotonen Ringtopologien auf R bildet ein vollstindiges.
Tdealin PUR); d, . :i8t (V,) e q eine Familie (lokal) s-beschrankter monotoner

Ringtopologien und V eine monotone Ringtopologie mit V < supV,, dann
ag.d

ist auch V (lokal) s-beschrinkt. V(U) bezeichne das Hauptideal
VU :={Ve: VcU}.

Sarz (1.8). Vor.: R* sei ein dichier Teilring von (R, U). Beh.:

(a) Dann st durch V=V |R* ein Verbandsisomorphismus von V (U)
auf V(U|RY) definiert.

(b) Fir Ve V(U)istV genaw dann (lokal). s-besohrimlt, wenn V|R*
(lokal) s-beschrinlt ist.

(a) folgt sofort aus (1.7); zu (b) vgl. [17], Abschnitt 2.

Trivialerweise gilt

(1.9). R, sei ein Ideal in N; fiir V e V(U) bezeichme V die von V anuf
RN, induzierte Quot'iememopologie Danm ist durch VsV ein Verbandsiso-
morphismus von V(U) auf V(U) definiert; fir Ve V(U) ist V genau dann
(lokal) s-beschrinkt, wenn v (lokal) s-beschrinkt ist.
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Im Beweis von SBatz (4.6) brauchen wir folgendes Kriterium fir
s-Besehrdnktheit.

Hrrssarz (1.10). Ist (R, U) abedhlbar hompakt, dawn ist (R, U)
s-beschrinlet.

Boweis. Hei (R, U) abzihlbar kompakt und nieht s-beschrinks,
Dann gibt es oine konvexe Menge U ¢ U und eine Folge (a,) paarweise
digjunkter Xlemonte aus RN\U. Man wihlt denn zu U ein BeU mit
BAL < U, einen Iiufungspunkt ¢ von {a,: n e N} und verschiedenc
natirliche Zublen #, ¢ mit a,Aa ¢ B und a,As e B, Wegen

@ =5 “VA% == (a,Aa)A(a,Aa)
erhiilt man a, e U, aldo einen Widerspruch.

2. Atomlose und atomare monotone Ringtopologien. Ein 9t-Atom
in R ist cin Blement o € RN\, so daB fir jedes b e R and e Noder a b e 9N.
R heibt N-atomlos, wenn es in R keine MN-Atome gibt; und N-atomar,
wenn es zu jedem b e RA\N ein R-Atom o in R gibt mit a < b. Ist R = (0),
g0 sagt man statt N-Atom, N-atomlos, N-atomar auch kurz Atom, atomlos,
atomar.

(2.1). Sei R* ein dichter Teilring von (R, U) und o e R\RN. Dann
5t a genaw dann ein N-Alom in R, wenn fir jedes beR* anbeN oder
aNb e M ist.

Beweis. Hino Implikation ist trivial. Sei nun a kein -Atom, also
fir ein heR anb ¢ N und a b ¢N. It (¢,),y @in gerichtetes System
in R* mit lime, = b, dann ist limare, = aab und limaN\e, = a\b, also
fiir ein ¢ e R* arc ¢ N und a\c¢N.

(2.2). Sei R* ein dichter Teilring von (R, U) oder ein Ideal in R; und
a e R*. Dann ist a genaw damn ein N-Atom in R, wenn a ein (MAR*)-Atom
in R ist.

Beweis. Tst R* oin dichter Teilring von (R, U), folgt das aus (2.1);
ist M* oin Tdeal in N, ist die Behauptung trivial.

DriwrNrrioN. Sei (5{, ﬁ”) die vollstindige Hiille des Quotientenrings
(%, U)/M. Dann neonen wir U bzw. (R, U) atomlos (atomar), woenn der
Booleseho Ring R atomlos (abomar) ist.

Natiiclich lassen gich beide Begriffe auch ohne Benutzung der voll-
stiimdigen Ilille (gi, ﬂ‘) formulieren; mit (2.1) erhélt man: U ist genau
dann, atomlos, wenn o8 zu jedem Cauchysystem (@,).4 in (R, U), das
nicht gegen. 0 konvorgiort, ein b e R gibt, so daB weder (a,Ad),.4 noch
(ag\D)yeq gogen 0 konvergiort, Bine entsprechende Umformulierung ist
im atomaren T'all méglich. Solche Umformulierungen kann man benutzen,
um den Zusammenhang zn den entsprechenden Begriffen von Congtanti-
nescu [1] herzustellen. Tm Rest dieses Abschnitts werden die beiden


GUEST


64 H. Weber

neuen Begriffe weiter geklirt und Hilfsmittel fiir das Folgende bereit-
gestellt.

(2.3). Ist (R, U) vollstiindig, dann ist U atomlos (atomar) genaw dann,
wenn R N-atomlos (N-atomar) ist.

Beides bedeutet némlich, daB R/ atomlos (atomar) ist.

(2.4). Ist R* cin dichter Teilring von (R, U), dann ist U|R* atomlos
{atomar) genau damn, wenn U atomlos (atomar) ist.

®*, U|RYM(UIRY wnd (R, U)/M(U) haben ndmlich dieselbe voll-
stindige Hiille. Trivialerweige gilt

(2.5). Ist N, ein Ideal in N, dann ist (R, U)/RN, bez. der Quotientento-
pologie genaw dann atomlos (atomar), wenn U atomlos (atomar) ist.

Bemerkung (2.6). Der in (1.8) (bew. (1.9)) angegebene Verbands-
isomorphismus von V(U) auf V(U|R*) (bew. auf V(fJ)) bildet nach (2.4)
(b2w. nach (2.5)) das System aller atomlosen (atomaren) monotonern Ringto-
pologien aus V (U) bijekeiv auf das System aller atomlosen (atomaren) mono-
tomen Ringtopologien aus V(U|R*) (bew. aus V(If)) ab.

Damit werden wir im folgenden hiufig Beweise auf den Fall redu-
zieren, daB (R, U) vollstdndig oder hausdorffsch oder beides ist.

Bemerkung (2.7). Ist U atomlos, dann ist R R-atomlos.

Beweis. Wir kénnen annchmen, daB U hausdorffseh ist. (§i,ﬁ)
sei die vollsténdige Hiille von (R, U). Ist U atomlos, also R atomlos,
dann ist nach (2.2) auch R atomlos.

FoLGERUNG (2.8). Ist V eine atomlose monotone Ringtopologie auf R
mit N(V) = N(U) und ist (R, U) vollstindig, dann ist auch U atomlos.

Beweis. Ist V atomlos, dann ist nach (2.7) R N-atomlos, also wogen
der Vollgtdndigkeit von (R, U) auch U atomlos.

Zu (2.7), (2.8) vgl. die Beispiele (7.1) (a), (b), (e) und (7.2).

HILFsSATZ (2.9). Ist I ein Ideal in R und U atomlos (atomar), dann
a5t auch U|J atomlos (atomar).

Beweis. Wir konnen annehmen, daf U hausdorffsch ist. (%, 0)
sol die vollsténdige Hiille von (R, U)und I der Abschluf von % in (*JN%, fJ).
Dann ist R atomlos (atomar); algo nach &2 2) da S ein Ideal in R ist,
auch I atomlos (atomar) und daher, da (S U\ S) die vollsténdige ITille
von (J, U|J) ist, U} I atomlos (atomar).

Hrursgarz (2.10). U ist genaw dann atomlos (atomar), wenn fir jodes
a R UlaaR atomlos (atomar) ist.

Beweis. Wegen (2.9) ist nur noch eine Implikation zu beweisen.
Bei wieder U hausdorffsch, (5{, fJ) die vollstdndige Hille von (R, U);
ferner fiir a e R UjaaR atomlos (atomar). Sei ¢ e 51\{0}. Zu zeigen ist
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im atomlosen Fall, dwss ¢ kein Atom in R ist; und im atomaren Fall,
dass ein Atom b in R existiert mit b<c. Wegen ¢ # 0 gibt es ein a e R
mit aac¢ # 0. Da UlaaR atomlos (atomar) ist, ist auch der AbschlufB
arRin R aufgrund der Vollstindigkeit atomlos (atomar). Wegen ance
caAR ish im atomlosen Fall aae kein Atom, also wegen 0 7= ane<e
anch ¢ kein Atom. Im atomaren Fall gibt es ein Atom b in A% mit b < @
Ac; nach (2.2) ist dann b ein Afom in R mit b < e

Miti (2.10) lassen sich aus gewissen Aussagen iiber Boolesche Algebren
Augsagen. iiber Boolesche Ringe folgern.

Offenbar sind folgende vier Aussagen #quivalent: U ist atomlos
und atomar; U ist trivial; N = R; R ist N-atomlos und N-atomar.

3. Topologische Charakterisierung atomloser Boolescher Ringe,

Bemerkung (3.1). Ist (R,U) lokal s-beschranlt, dann sind dqui-
valent:

(1) R st N-atomlos. )

@) VaeR\RVYUeU Il \N b

Boweis. (1)=-(2): Seien a,e R\, lIeU Da R N-atomlos ist,
laggen sich induktiv ay, b, € ANN wihlen mit a,Ab, =0 uwnd a,vd,
= t,; (neN). Da U lokal s-beschrinkt ist, konvergiert (b,) gegen 0;
fiir ein » eN ist also b, e UNJ und b, < q,.

(2)—>(1) gilt offenbar auch ohne die Voraussetzung der lokalen
s-Boeschriinktheit von U; (1)-(2) gilt nicht ohne diese Voraussetzung
(8. (7.4) (c)). :

(3.2). Die Zusammenhangskomponente der 0 in (R, U) ist ein abge-
schlossenes Ideal und enthdlt keine N-Atome.

Die zweite Aussage folgt daraus, daf fiir ein a der Zusammenhangs-
komponente € der 0 aAR = aal als stetiges Bild von € zusammen-
héngend ist, aber fiir ein N-Atom ¢ aAR = {weN: v << a}Ufa\2: 2 e N}
nicht zusammenhingend ist.

Foraurune (3.3). Ist (R,U) zusammenhingend, dann st R
RN-atomlos,

Das Umgokohrte ist nur unber Zusatzvoraussetzungen richtig (s.
(7.3) (), (7.4) (L))

SAarz (3.4). Ist (R, O) vollstindig wnd lokal s-beschrinli, dann sind
dquivalent:

(1) N dst N-atomlos,

(2) (M, U) st zusammenhingend.

Beweis. (2)-+(1) gilt nach (3.3). (1)—(2): Durch die Quotientenbil-
dung (R, U)/N reduziert man die Behauptung auf den haunsdorffschen
Fall. Wir zeigen, dall jede nicht leere, offen-abgeschlossene Teilmenge

5 — Studia Mathematica 74.1
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von (R,U) die Null enthélt und daher eine disjunkte Zerlegung, von R
in zwei nicht leere offene Mengen nicht moglich ist. Sei U eine nicht leere,
offen-abgeschlossene Teilmenge von R. Da jede Kette von A wegen der
Abgeschlossenheit von 2 nach (1.5) in U eine untere Schranke hat, besitzt
9 nach dem Zorn’schen Lemma ein minimales Element a. Da U offen
ist, gibt es ein U e Umit a AW = A, Wiire @ # 0, dann gibe es nach (3.1)
ein bell mit 0 #£b<a; os wire dann aNbea AW c U, a #alb<a,
ein Widerspruch zur Minimalitit von a. Also ist 0 = a e

Dag folgende Lemma zeigt, dafl “Stetigheit” eines positiven Inhalts
im Sinne von ([13], S. 841) cino gewisso Zusammenhangseigenschaft
der von u erzeugten Topologic ist.

LeMmA (3.8). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) Zu jedem a € R und WeU gibt es endlich viele Hlemente ay, ..., a, €.
ML = BV ... V.

(2) Zu jedem (a,b) eR* und WeU gibt es endlich viele Hlemente
Gl ey Cn ER mit ¢ =@, ¢, =b und ¢, Ne;ell (4 =1,...,n—-1).

(3) Zu je zwei offenem, nicht leeren Teilmengen Dy, O, von R mit R
= D,u0, und jedem WeU gibt es Hlemente €Dy, y €D, mit a Ay el.

Beweis. (1)—(2): Wihlt man zu «, b € R und einer konvexen Menge
UeU ayy.evybyy by vy by el Mit @ =ayv ...V, b=>bv..vd,
dann bilden die Elemente

o= sup a (k=1,...,n),
lgjgn+1-k
b1 =0, Cupp=sup b (k=1,...,m)
1<isk

eine Kette von o mach b mit ¢, A¢ el (6 =1,...,n4m).
(2)—>(8): Seien D,, O, offene, nicht leere Teilmengen von R, R = O,V
uD, und A €U, Falls 0,00, # @, wihlt man # =y €D, nD,; andern-
fally zu einem Paar (@, b) € D, X0, eine Kette ¢4, ..., ¢, gemil (2). Dann
gibt es ein ie{l,...,n—1} mit @ =¢; €Dy, ¥: = ¢;, €Dy; vAY el
(3)->(1): Wir zeigen, daf fiir eine konvexe Nullumgebung WeU
JA) 1= {pupF : § ist cine endliche Teilmenge von U}

gleich R ist. Offenbar ist J(U) ein Ideal, das W umfasst, und dahor offen
und abgeschlossen. Wire J(U) 5= RN, gibe es also nach (3) ein v e J(W)
und y e R\J(U) mit @ A\ y €U, Dann wiire

¥ =2 A@AY) e I AU = IU),
ein Widerspruch.

In diesem Zusammenhang ist es zweckmiBig den Bogriff des fast-
zusammenhéngenden Raumes einzufithren. Sei (X, V) ein uniformer
Raum, V sgeine Uniformitit. Wir nennen (X,V) fast-zusammen-
hidngend, wenn die vollstindige Hiillle des assoziierten separierten wuni-

icm
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formen Raumes zusammenhingend ist; d.h. wenn es zu je zwei offencn,
nicht leeren Teilmengen O;, O, von X mit X = O,UD, Cauchysysteme
(@yeu 0 Dy und (Yy)yev in O, gibt mit my Ayy e U (U € U); (dabei wird U
als eine bez. der Inklusion nach unten gerichtete Menge aufgefasst.) Ist

eine auf X definierte gleichm#Big stetige Abbildung und X fastzusam-
menhéngend, dann ist auch f(X) fast-zusammenhingend. Ist (X,V)
fast-zusammenhéngend, dann ist fiir je zwei offene, nicht leere Teilmengen
D1, 0y von X mit X = O,UD, und jedes B eV Bn(D, x0,) # &; insbe-
sondere gilt, wenn (R, U) fast-zusammenhiingend ist, die Aussage (3)
von Lemma (3.0); d.h. in (3.6) gilt (2)->(3).

FoLeurUNG (3.6). Ist (R,U) lokal s-beschrinki, dann sind dqui-
valent:

(1) (R, U) st atomlos.

(2) (R, U) ist fast-zusammenhingend.

(8) Zuw jedem a € R und W e U gibt es endlich viele Hlemente a,, ..., a, € 1L
mit @& = G,V ... V.

Beweis. (1) und (2) sind nach (3.4) dquivalent. (2)—(3) erhilt man,
wie oben erkldrt, aus (3.5). (8)—=(1): Offenbar besitzt mit (R, U) auch
die vollstéindige Hiille (if{ , fJ) des Fatorrings (R, U)/N die Eigenschaft (3)
aus Lemma (3.5). Wegen der Aquivalenz (1)«(3) in (3.5) gilt Entgprechen-
des fiir die Eigenschaft (3) aus (3.6); aus ihr folgt also, daB R atomlos
ist, d.h. dass (R, U) atomlos ist. (2)—(3)—(1) gilt auch ohne die Voraus-
setzung der lokalen s-Beschréinktheit.

(8.7). Ist (U,)es eime FHamilie atomloser, monotoner Ringtopologien
auf R, dann ist auch supU, atomlos.

acd

Beweis. Wir kénnen annehmen, daf (R, supU,) vollstéindig und
haunsdorffsch ist (s. (2.6)). Wire supU, nicht atomlos, besiisse dann R
ein Atom e. Fir ein a € 4 wire a ¢ N(U,) und damit a ein N(U,)-Atom.
Nach (2.7) wire U, nicht atomlos.

FoLGERUNG (3.8). Die Menge aller atomlosen, (lokal) s-beschrimlien,
monotonen Ringtopologien auf R ist ein vollstindiges Ideal in W (R).

Beweis. SeiUatomlos und (lokal) s-beschriinkt ; ferner V e MYR) mib
V < U, Dann ist nach (3.6) U fast-zusammenhiingend und daher wegen
V< UV fagt-zusammenhingend. Da auBerdem mit U auch V (lokal)
s-beschriinkt ist, ist also nach (3.6) V atomlos. Zusammen mit (3.7) erhilt
man hieraus (3.8).

4. Topologische Charakterisicrung atomarer Boolescher Ringe. Wir
beginnen mit einfachen Folgerungen aus (3.1), (3.2), (3.3).

Bemerkung (4.1). Ist U hausdorffsch, ferner R atomar oder U atomar,
dann st (R, U) total uneusammenhingend.
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Beweis. Falls R atomar ist, ergibt sich die Behauptung aus (3.2).
Ist (R, U) atomar und € die Zusammenhanggkomponente der Null, dann
ist U|€ nach (2.9) atomar und atomlos, da zusammenhingend, also tri-
vial. Folglich ist € = (0).

Sa1z (4.2). Ist (R, U) hausdorffsch, vollstindig wnd lokal s-beschrdmli,
dann sind dquivalent:

(1) R st atomar.

2) (M, U) dst total unzusammenhdingend.

Beweis von (2)—(1). Da (R, U) total unzusammenhiingend ist, ist
fiir b e R\{0} (bAR, U|bAR) nicht zusammenhingend. Also gibt os
nach (3.4) ein Atom a in bAR. o ist dann ein Atom in R mit a < b.

Ohne die Voraussetzungen der Vollstéindigkeit und lokalen s-Be-
schriinktheit wiirde (2)—(1) nicht gelten (vgl. (7.3) (e), (7.4) (a)).

Fir M = R bezeichne > M das gerichtete System der endlichen

Partialsummen :

(D t)om = (A e

ac€ aeC
wobei

E:={€c M: € ist endlich};

sind die Elemente aus M paarweise digjunkt, dann ist > M = (sup®) ¢ex;
M@= (0).
2 Fiir eine Menge U identifizieren wir die Potenzmenge P () mit dem
Produkt {0, 1}%; P(¥) ist mit den iiblichen Operationen ein Boolescher
Ring. Bezeichnet U, die Produkttopologie auf P() = {0, 1}* boz. der
diskreten Topologie auf {0, 1}, so ist U, eine kompakte, total unzusammen-
hingende, s-beschriinkte, atomare, monotone Ringtopologie.

LevMA (4.3). Vor.: Bs ses U hausdorffsch, W die Menge aller Atome
in R und fir R j@):={aecW: a<<a}. U, beeeichne die Produktio-
pologie auf P(A) = {0, 1}™ bee. der diskreten Topologic auf {0,1}. Boh.:

(a) j: (R, U)~>{PN), U,) ist ein stetiger Ringhomomorphismus.

(b) 5(R) enthdle alle endlichen Teilmengen von W und liegt damit dicht
in (P, Uy).

(e) j ist injektiv genau damn, wenn N alomar ist,

(d) R st atomar und fir jedes » ¢ R ist 3 j(») konvergent in (R, U)
genow dann, wenn fir jedes » e R 3 j(a) bez. U gegen x konvergiert.

Beweis. (a) Wegen j(0) = @, j@Ay) =j(®)Aj(y), j®vy) = jl@)v
vi(y) (@, y e RN) ist j ein Ringhomomorphisnus. j ist stetig: Sel U, & U,.
Es gibt dann eine endliche Teilmenge & von % mit P(UANE) < W,. Wihlh
man eine konvexe Nullumgebung U in (R, U) mit UnE = @, dann ist
) = Wy,

e ©
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Die Beweise (b) und (c) sind trivial. Zum Beweis von (d) benutzt
man (1.1) und, daB R genau dann atomar ist, wenn fiir jedes ze®R
o = supj(x) ist.

Mit (3.4) 148t sich noch zeigen, daB der Kern von Jj gerade die Zu-
sammenhangskomponente der Null ist, falls (R, U) vollsténdig und lokal
s-beschrinkt ist.

Aus (4.3) (a), (¢) erhilt man:

FOLGERUNG (4.4). Unter den Vorausseteungen von (4.3) ist

3+ (R, V)~{5(R), U, [ (R))

genou. dann ein steliger Isomorphismus, wenn R atomar ist.

Wir 1.mtersuchen nun, wann diese Abbildung sogar ein topologischer
Isomorphismus ist.

(4.5). Unier den Voraussetzungen von (4.3) sind dquivalent:

) 3 R, U)=(j(M), U, 15(R)) ist ein topologischer Isomorphismus.
. z(Z)U(ER, U) ist s-beschranlet und fiir jedes @ ¢ R Tonvergiers 2 (%) gegen

(3) > U ist ein U-Cauchysystom und Jiir jedos @ € R konvergiert 3! j(w)
gegen x bez. U.

Falls R ein Tinselement o besitet, ist eine weitere dquivalente Aussage:

(4) XU konvergiert bez. U gegen e.

Boeweis. (3)—(L): Nach (4.3) (d) ist R atomar. Nach (4.4) bleibt
zu zeigen, daB j: (R, U)—(j(R), U, |5(R)) offen ist. Sei dazu U eine ab-
geschlossene Nullumgebung in (%, U). Da Y 9 ein U-Cauchysystem ist,
gibt es eine endliche Teilmenge G, von %, so daB fiir jede endliche Teil-
menge € von ANGE, Z;a; ell. Fir » e R mit j(z) e W, : = P(A\GE,) ist also

&e
2 j(@) = U; da U abgeschlossen ist und 2 j(w) gegen x konvergiert, ist
folglich @ €. Das beweist UWynj(R) =) und wegen U, eU, j)
e U, 15 (%)

(1)-=(2) folgb aus (4.3) (b) und (2)-~(3) aus (1.2). Besitzt R ein Wins-
cloment e, dann folgt woegen U ==j(e) (4) aus (3); umgekehrt folgt aus
(4), daB 379 ein U-Cauchysystom ist und fir e R oA 3 U gegen zre= @,
also N j(w) gogen @ bez. U konvergiert.

SAry (4.6). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) (N, U) ist vollstimdig, s-beschrankt wund (N-)atomar.

(2) M, U) st Tompakt.

(3) (R, U) st lokallkompalt und s-beschrdnkt.

Ist U hausdorffsch, dann sind bei der Bezeichnungsweise von (4.3)
weitere dquivalente Aussagen:
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(4) (R, Uy ist vollstamdig, s-beschramlt und total unzusammenhdingend.

(5) (R, U) ist vollstindiy, R besitet ein Binselement ¢ und > A Ton-
vergiert bez. U gegen e.

6) j: (R, U)—>(P(), Uy) ist ein topologischer Isomorphismus,

Beweis. Wir konnen annchmen, daf U hausdorfisch igt. (L)—(b):
Nach (1.4) (a) besitzt R ein Binselement e. Nach (1.2) ist fiir 2 e R 3 j(2)
(Oauchy konvergent und damit konvergent. Also konvergiert > A = 3 j(e)
nach (4.3)(d) gegen e. (B)—(6) folgh aus (4.3) (b) und (4.5). Offembar
gilt {6)—(2), wegen (1.10) (2)-»(3), nach ([6], Theorem 8) (3)-»(4) und
nach (4.2) (4)-(1).

Tm nicht hausdorffschen Fall folgt aus (1), (2), (3) von (4.6) nicht,
daB R eine Boolesche Algebra ist; Beispiel: Ry := {¥ = N: % ist endlich}
mit der trivialen Topologie. Dieses R, und P(N) sind beide mit der dis-
kreten Topologie lokalkompalkt, total unzusammenhingend, atomar, nicht
s-beschrankt; R, ist lokal s-beschrinkt, P(N) ist nicht (lokal) s-beschrinkt.
Zu (2) von (4.6) bemerken wir noch, dal jede kompakte Ringtopologie
anf R beschrinkt, also monoton ist.

Mit (1.8) (b) erhélt man aus (4.6)

SArz (4.7). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) (R, U) dst s-beschrinkt wnd atomar.

(2) (R, U) st totalbeschranki.

(8) (R, U) ist s-beschrimkt und Tokaltotalbeschranit (*).

(4) Bs gibt eine Menge U, so daB sich (R, U)/N dicht einbetten lape
in PI) = {0,1}%, versehen mit der Produltiopologie bez. der diskreten
Topologie auf {0, 1}.

Bemerkung (4.8). Gilt die Aussage (6) von (4.6) (bzaw. (4) von (4.7)),
damm ist A abedhlbar (baw. abzihlbar wihlbar) genaw dann, wenn U eine

abzihlbare Basis besitet.
TFOLGERUNG (4.9). Die Menge aller atomaren, (lokal) s-beschrimkion,
monotonen Ringtopologien awf R ist ein vollstindiges Ideal in WYR).

Beweis. Offenbar bilden die totalbeschriinkten, monotonen Ring-
topologien ein vollstindiges Tdeal in IM(R). Im s-beschrinkten Fall folgt
hieraus die Behauptung mit (4.7). Den lokal s-beschrénkten Fall fihrt
man auf den s-beschrinkten mit (2.10) zuriick.

Entsprechend erhiilt man aus (2.10) und (4.7)

FOLGRRUNG (4.10). Ist (R, U) lokal s-beschrinkt und atomar wnd R*
ein Teilring von R, dann ist auch (R*, U|R*) atomar.

*) d.h. (R,U) besitzt eine totalbeschréinkte Nullumgebung.

@ ©
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5.. Zerlegung von monotonen Ringtopologien. Ist U lokal s-beschrinkt
dann ist nach (3.8) (bzw. (4.9)) das Supremum U; (bzw. U,) aller a,bomZ
losen (bz‘;v. atomaren) monotonen Ringtopologien, die grober als U sind
atomlos (bzw. atomar); zum Nachweis von U = sup{U,. U i ir
zundichst einen Spezialfall von (1.6). 2 {0 G} notioren iz

SATZ (5.1}. (R, U) set lokal s-beschrinl, hausdorffsch und vollstindig;
€ b%@whm die Zusammenhangskomponente der Null in (R, U). Dann is;
(R, U) algebraische und topologische direkte Swumme d b ;
sl o er abgeschlossenen

'SA',]."/) (5.2). ?’.s‘t U lokal s-beschrimt, dann 1apt sich U in eindeutiger
Woufe darstellen in der Torm U = sup{U,, U,}, wobei U, eine atomlose und
U, eine atomare monotone Ringlopologic ist; dabei ist Uy = U, und U, =T,

. e

Boweis. Nach (1.8), (1.9), (2.6) kann (R,U) als vollstdndig und
yausdorffﬂch angenommen werden. Bei der Bezeichnungsweise von (5.1)
ist € zusammenhingend wund €7 totalunzusammenhéngend, also nach
(3.4) un.d (4.2) UI€ a.toxplos und U|E? atomar. Bezeichnet U, die triviale
Topologic auf R, dann ist (€, U|C) x (€% U,|{C?) atomlos und daher die
monotone Ringtopologie

U, = {(UnE)AC* A T},
bez. der durch (@,y)—sAy ein topologischer Isomorphi
1 phismus & von
(2 U|€) (€% U, |€%) auf (R, U,) erklirt ist, atomlos. Entsprechend ist
dio von
o7 R->(€, U,|€) x (€%, U|¢?)
auf R induzierte monotone Ringtopologie '
U, = {EAUNEY): U e}
afﬁoma,r.. ‘Wegen "(B.l.) ist U = sup{U,, U,}. Diese Darstellung ist auch
eindeutig. Ist ndmlich U = sup{Vy,V,}, V, eine atomlose und V, eine
atomare monotone Ringtopologie auf M, dann ist wegen

V:|€=TU|E =T,|¢
nach (2.9) und (3.8) V,|€ atomlos, andererseits nach (2.9) mit V, auch
V,|C atomar, also V,|E trivial, folglich V,|¢ = U,|C und
Vi |€ = sup {V;|€,V,|C} = U|C =T, |C;
obenso zeigh man, daf
V,]6% = U, €% und V,|6? =1U,|¢%
Da
?: (€, G;|€) x(C7, Uy € ~(R, Uy)
und
P: (€, V;]€) x (€% V;|€%) (R, V)

topologisehe Isomorphismen sind, folgt hieraus V; =U; (¢ = 1, 2).
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Wegen V, = U;c U, V, = U, = U ist dann auch U = sup{U;, U,}.
ToLGERUNG (5.3). Ist (U,)eeq €ime Famvilic lokal s-beschrinlcter mono-

toner Ringtopologien auf R und U = supU,, dann st
aed

= sup(U,),-

aed

U, =sup(U,), wund

aed.
Beweis. Wegen
U, = sup{(Va)y, (U}
(a € A) ist
)a}i

atomlos und sup (U,), atomar. Die Windeutig-
a

U = sup {sup (U.);, sup(U,
agd, agd

nach (3.8), (4.9) ist sup (U,);
keit einer solchen Darstellung liefert mit (5.2) die Behauptung.

6. Wertebereich und Zerlegung lokal s-beschriinkter Inhalte. In
diesem Abschnitt sei )
(G, V) ein uniformer Roum, V seine Uniformitit; --: (®,V) x(6,V)

(6, V) eine gleichmdfig stetige Operation; u: R—® ein Inhalé (d.h. u(avb)
= u(a)+u(d), falls a,beR und anb = 0).

‘Wir haben den Zielbereich von u go allgemein gewihlt, weil dadurch
keine weiteren Schwierigkeiten auftreten, und uwm zu verdeutlichon, daf
der Kern der in diesem Abschnitt genannten Séitze in Amnssagen iiber
(R, V(u)) besteht, wobei V(x) die im folgenden definierte monotone Ring-
topologie bezeichnet.

Wir setzen w(0) =:0; dann ist fiir alle € u(RN)
Offenbar bilden die Mengen .
B(u) :={aeR: Vb eRna (u(d), 0) e B}

(B eV) eine Filterbasis des Nullumgebungssystems einer monotonen
Ringtopologie V(u) auf R. V(u) ist die grébste monotone Ringtopologic
auf R, bez. der x mit (®,V) als Zielbereich in 0 stetig int,
4 (mfv(,“))“*((ﬁav)

ist sogar gleichmifig stetig. Wir setzen noch

R(p) 2= R(V(w)) = NV ()
(System der “y-Nullmengen”). Falls V separviert, gilt fiiv alle a, b e R:

aeN(p)-Vo eRaa ulw) =0,
aAb e R(u)—u(a) = p(b),
V(u) ist trivial «>p =0 (dh Yo eR u(@) = 0).

T+0 = 0w = .

icm®
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Wir notieven einige einfache Regeln.
(6.1). (a) Ist fir jedes a e AV, eine Uniformitis auf ©, bez. der die
Operation + gleichmafig stetig isi, und V =supV, (baw. Ve supV,),
agd a
damn st V(p) = SllI)V (#) (bew. V(u) = SUP(V () “
(l&
(b) Ist fir 4 ==1,2 u;: R->G ein I%halt und p = g+ p,, dann st
Vip) = sup{V(u), (Mz)}
Piix cinen. Teilving R* von R ist V(u|R*) < V(u)| R~
(6.2). Ist R* ein Ideal in R oder ein dichier Teilring von
damn 15t V(| R*) =V (u)|R"
¢ heiBe s-besohranlet (lokal s-beschranlt, atomlos, atomar) (bez. V),
wenn V(u) s-beschriinkt (lokal s-beschrinkt, atomlos, atomar) ist.
Offenbar ist u (lokal) s-beschrinkt bez. V genau dann, wenn fiir
jede (m-dnungﬂbesehrﬁmkto) Tolge (,) paarweise digjunkter Elemente aus
R (u(a,) in (G,V) gegen 0 konvergiert.
Sel V separviert; dann ist u genau dann atomlos und atomar, wenn
p =0 ist; ferner ist ein @ e R mit u(a)+u(a) 0 oder u(a) = 0 genau
dann ein N(u) — Atom, wenn u(s) 5= 0 und fir alle beR u(anb) =0
oder p(aNbd) == 0 ist.
ForeeruNe (6.3). (a) Ist I ein Ideal in R und p atomlos (atomar)
dann st p|J atomlos (atomar).
(b)Y Ist R* ein dichter Teilring von (R, U) und u: (R, U) -»((5 V) stetig,
80 ist p genaw dann atomlos (atomar), wenn u|R* atomlos (atomar) ist.

(€) (Vy)uen S€i eine Familie von Uniformititen auf ® mit V = supV,, so
acd

(ER, v(ﬂ)):

dass fiir jedes o € A -+ gleichmafig stetig bez. V, ist. Dann ist u genaw dann
(lokal) s-beschrinkt und atomlos bew. atomar bez. V, wenn fir jedes ae A
u (lokal) s-beschrinkt und atomlos bew. atomar bez. V, ist.

(a), (b) folgen aus (2.4), (2.9), (6.2) und (c) aus (3.8), (4.9), (6.1) (a).

Bemoerkung (6.4). (G, V*) sei ein weiterer uniformer Rawm mit einer
gleichnifiy stetigen Operation --: (B*, V*) x (6%, V*) (@, V) und »: R—G*
el lokal wbesohrdnliter atomloser (atomarer) Inmhalf, Ist u v-stetig, d.h.
V() < V*(v), damn st auch u atomlos (atomar).

Dan £olgt wunittelbar sus (3.8), (4.9). In diesem Zmsammenhang
vergleiche aueh [7], Lemmata 2,38, 4.

Wie Klwvanek ([7], 8. 49) nonnen wir g abgeschlossen (bez. V), wenn
(R, V(@) vollstéindig ist. Bositat V eine abzéhlbare Basis, dann ist jedes
(®, V)-wortige Mafl auf einew o-Ring abgeschlogsen (vgl. Abschnitt 1).
Ist o abgeschlogsen, dann ist x genau dann atomlos (atomar), wenn R
N (w)-atomloy (MN(p)-atomar) ist.

SArz (6.5). Vor.: u sei lokal s-beschrinkt und atomlos. Beh.:
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(8) w(R) dst fost-zusammenhingend.

(b) Ist (G, V) vollstindig, dann ist u(R) zusammenhingend,
(e) Ist u abgeschlossen, damn ist p(R) wusammenhdngend.

Beweis. Nach Voraussetzung und (3.6) ist (R, V(u)) fast-zusammen-
héngend, also wegen der gleichmiBigen Stetigkeit von u auch u(R) fast-
zusammenhingend. Fally (G, V) vollstéindig, ist daher u(R) zusammen-
hingend. Ist u abgeschlossen, ist nach (3.4) (R, V(x)) zusammenhingend,
also auch u(R) als stetiges Bild einer zusammenhiingenden Mengo zusam-
menhéngend.

(6.5) (b) verallgemeinert ([2], Theorem 3) von Constantinescu; die
wesentlichste Zusatzvoraussetzung in ([2], Theorem 3) ist dic Iompalkt-
heit von u(R). :

([9], Theorem 4) von Landers und aufgrund von ([4], Corollary 1.3)
auch ([2], Oorollary 6) von Constantinescu ist im wesentlichen dquivalent
dazu, daB V(u) wegzusammenhingend ist, falls u ein atomloses Maf
auf einem o-Ring R ist und V(u) eine abzéhlbare Basis besitzt; da jeder
zusammenhingende, lokal zusammenhéingende, vollstéindige metrische
Raum wegzusammenhingend igt (s. [8], 8. 254), folgt das anch mit (3.4).
DaB dabei die Abzihlbarkeitsvoraussetzung an V(u) wesentlich ist,
zeigt das Beispiel (7.7).

So wie (6.5) beweist man mit (4.6), (4.7):

SATZ (6.6). Vor.: u sei s-beschrinkt wund atomar. Beh,:
(a) w(R) dst totalbeschrdnlet.

(b) Ist (&,V) vollstindig, dann ist ,;("—ER) kompalkt.

(c) Ist u abgeschlossen, dann ist w(R) kompalkt.

Aus (6.1)(b), (3.8), (4.9) folgt unmittelbar:

Sarz (6.7). Ist fir ¢ =1,2 p;: R—>G ein (lokal) s-beschranlter atom-
loser bew. atomarer Inhalt und p = p,+ p,, dann ist auch u (lokal) s-be-
schrimkt und atomlos bzw. atomar.

Sarz (6.8). (®,V) sei separiert und vollstindig und u lokal s-beschrimlt.
Dann 1aft sich p in eindeutiger Weise darstellen als Summe u == y; - p,
eines atomlosen lokal s-besohrimlten Inhalts py, und eines atomaren lokal
s-beschrinkten Inhalts p, mit wy(0) = u,(0) = 0. Hs ist

Vim) =V Vi) =V(ue Vi(u) =s0p{V(m), V(u,)}-
Beweis, W sei die feinste lokal s-beschrinkte monotone Ringtopo-
logie auf ®. 'W ist hausdorffsch: Da jeder Boolesche Ring zu cinom Men-
genring isomorph ist, kann R fir eine geeignete Menge 2 in das Produkt
{0,1}° eingebettet werden. Die Produkttopologie auf {0,1}? induziert
auf R eine hausdorffsche, monotone Ringtopologie, welche s-beschrinkst
und daher grober als W ist. Also ist auch W hausdorffsch. Sei nun (‘ﬁ, W)

©
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die vo]lsté'wfldige Hiille von (".ﬁ,ﬁ’),(ﬁ die Zusammenhangskomponente
der 0 in (R, W), P, und P, die durch
Paly) =0, Poly):=y

weC, ye (S’i) erkliirten Projektion (s. (5.1)) und ji die stetige Fortsetzung
von u auf (R, W).
Buwistens: Fiiv den Inhalt ioP; ist V(ioP;)|C* trivial, wegen der

~

Stetigkeit von & und (6.2)
V(jioP)|€ =V(i|€) =V(#)|€ c W|E = W,|¢
(8. Abschnitt 5). Da algo
V(ioP)|C* « W,|¢*
und
V(ioP)|€ = W, €,
ist
V(ioP;) = W,
folglich nach (3.8) foP; atomlos und nach (6.3) (b) & : = jioP;|R atomlos;
ferner nach (6.2)
V() =V(ioP)|R < V(@) R =V(u),
folglich
Vim) = V(p).

Entsprochend zeigt man, dab g, : = GoP,|R atomar und V(u,) = V(u), ist.
Offenbar ist g = -+ u,, ferner nach (6.1) (b) und (5.2)

V(u) = sup{V(w), V(ua)}, V() =V, V(ua) =V (s

Hindewtigkeit: p, bzw. p, sei ein lokal s-beschrinkter atomloser bzw.
atomarer (®,V)-wertiger Inbalt auf R und Byt fha Nach (6.3) (b)
ist die stotigo Fortsetzung fi, von u, auf (R, W) atomlos und daher nach
(6.3) (a) jiy|€* atomlos; andererseits ist wegen

V(|6 = V(@) |6 = W&
nach (4.2), (2.3), (4.9) ji;| € atomar; insgesamt ji; |€? = 0. Bbenso zeigh
man, daB jiy|€ == 0. Daraus folgh, daB
p,= o R und  py =G0 |R

ist.

Dieger Rindeutigkeitsbeweis isti die einzige Stelle dieses Abschnitts,
die gich fiir gruppenwertige Inhalte vereinfachen liefe. Im Existenzbeweis

konnte man statt (R, W) auch die vollstindige Hiille von (R, V() /Rt(n)

1
i
3
|
|
|
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betrachten. Statt der Vollstindigkeit von (®,V) kann man in (6.8) auch
voraussetzen, daB p abgeschlossen ist. Ist 4 s-beschrinkt und abgeschlossen,
dann gibt es ein ceR, so daB fiir alle ze R u(0) = p(wro) und u,(2)
= p(@\e); (eAR)AR(p) ist dabei die Zusammenhangskomponente von ¢
in(R,V(u )) ‘

Traynor hat in ([14], Abschnitt 3.1) £iir s-beschrinkte, gruppenwertige
Inhalte auf Mengenringen eoine Zerlegung p == u,-tp, “into atomless
and. nearly atomic parts” angegeben. Wir vergleichen diese nun it der
Zerlegung in (6.8). Bei gleicher Bezeichnungsweise wie im Beweis von
(6.8) kann C7 nach (4.6) mit einer Potenzmenge P () identifiziert werdon.
Mit

={aeU: {}eRANGE)], o:=U

ist fir » e R

(o) = G(@Na),  ma(o) = i (@Aay)
und

m(@) = G@Na), (o) = i(@ra).
Als Beispiel sei .
R:={4d cN: A oder N\4 ist endlich},
fiir AeR u(4) 21/2" falls A endlich, und u(4) = 1+ 2‘1/2" fally

N\4 endlich ist. Dann ist oy =0, u, = ,u, flll AeR u (4 ) = 0 (falls 4
endlich), u,(4) = 1 (falls N\ A endlich), u,(4 Z‘ 1/2". Fiir jedes ER(M)

Atom in R ist zwar 4, (4) = 0, aber u, ist atomar, N ist ein 9 (u,)- Atom

Um (6.8) mit dem Zerlegungssatz von Sobezyk und Hammer ([18],
Theorem 4.1) vergleichen zu kénnen, geben wir noch eine weitere Zerle-
gung des atomaren Teils u, an. .

Satz (6.9). Sei (G,V) separiert wnd vollstindig, u s-beschrimlt und
atomar. Dann gibt es eine Schar (p,)eeq von Inhalten auf R mat den fol-
genden Bigenschaften:

(1) Far jedes aec A ist. R/M(u,) (wnd damit u,(R)) zweielemomig,

(2) Zu endlich vielen verschiedenen Indizes ay,...,a, &.d gibt es
paarweise disjzmkte Dlements ay,...,a, €R, so dass oy (@) == 0 fiir
weR, te{l,...,n}h

(3) Tiir je dm wmchwdc%e Indizes a, B, v € A st (u, - By = -l
Hupt ) wnd p,tpp = pgt .

(4) Bs ist u = Ha (@h.: Fiir @ € R Lonvergiert das gerichiete Systom.

der endlichen l’mtwlsummm (2 (@) pee (B = (B < 4: B ist endlich})
agl]
gegen ().
(B) V(p) = sup¥ (u,).

agd

o
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Beweis. Durch die Quotientenbildung (R, V() M(u) kann der
Beweis darauf reduziert werden, daB V(u) hausdorffsch ist. (R, V()
kann dann Dei der Bozeichnungsweise von (4.7) fiir eine Menge U dicht
emgobo’utot worden in (P(), U,). i sei die stetige Fortsetzung von @
aut (P(%), U,) und i, durch y.,,( )i= G (@a{a}) (e e, © cPW)) definiers.
Maxn. priitt lou ht nach, daB die Inhalte p,:=ji,|R (aed: =) die
gewiinschton Rigenschaften haben, -

Ist (B,V) soporiert wnd vollstindig und w s-beschrinkt, besitzt

nach (6.8), (6.0} p eine Darstellung der Form g = u,+ 2 Ua5 dabei ist

usd,

w oin atomloser, s-besehrinkter Tnhalt und (#e)ueq ¢ine Familie atomarer,
s-berchrinktor Inhulbe mit den Rigenschatten (1), (2), (3) von (6.9). Hat
V(u) oder sogar V cine abzihlbare Basis, denn ist 4 hochstens abzihlbar
(vgl. (4.8) und den Beweis von (6.9)); im Spezialfall, daf u ein [0, co[-wer-
tiger Inhalt ist, erhiilt man also gerade die in ([13], Theorem 4.1) ange-
gebene Zerlegung.

SATZ (6.10). Sei V* eine separierte Umjormztat auf @, bez. der -+ glewh-
mifig stetig ist; V* = V5 (®,V) vollstandig und u lokal s-beschrankt bee. V.
Dann ist w Momlos (atomar) bez. V genaw damn, wenn u atomlos (atomar)
bez. V* ist.

‘ Beweis. Wir betrachten nur den atomlosen Fall, Sei p = w -+,
die Zorlegung gomil (6.8) bez, V. Dann ist wegen V*(u) = V{u), V*(u,)
< V(u,) nach (3.8), (4.9) u, auch atomlos bez. V¥ und u, atomar bez. V*.
Ist u atomlos bez. VY, dmnn liofert die Bindeutigkeit der Zerlegung u = u,+
-I—/u,, = p+0, dass ¢ = u und p, = 0 ist; man wendet dabei (6.8) fiir
die vollstéindige Hiille von (&, V*) an. Wegen 4 =y ist p atomlos bez. V.

Die umgekehrte Implikation folgt aus (3.8).

Statt der Vollsténdigkeit von (&, V) kann man in (6.10) aueh voraus-
setzen, daB u abgeschlossen ist bez. V.

Dio Sétze dieses Abschnitts zeigen, daf bei unserem Begriff von
atomlosen bzw. atomaren Inhalten entsprechende pathologische Situa~
tionen, wie sie Hoffmann-Jergensen in den beiden Bemerkungen ([57],
8.16) und in der Bemerkung ([5], 8. 16) beschreibt, nicht auftreten kénnen.
 Zur rliutorung soi 4 oin MaB auf einem 6-Ring R mit Werten in
oinom  Iokalkonvexon huwusdortf-topologischen reellen. Vektorraum 6,V
seino Uniformitit; w, e®’, a .4, cine Schar von stetigen Funktionalen,
wolche die sehwacho Topologie aut & orzeugt, und V(o) die zugehorige
Uniformitiit; V, die von u, auf® erzougte Uniformitit; und U, die tbliche
Uniformitit aut dem Korper R der reellon Zahlen. Dann sind dquivalent:

(1) w ist atowlos (wbomar) bez. V.

(2) w ist atomlos (atomar) bez. V(o).

(3) Fiir jodes o e A ist w atomlos (atomar) bez. V,.

(4) Tiie jodos o e.d ist u,ou atomlos (atomar) bez. U,.
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Wegen Ug(u,op) =V,(x) sind (3) und (4) dquivalent. (2)«(3) folgt

aus (6.3) (¢) wegen V(o) = supV,. Da die schwache Topologie der voll-
agd

stindigen Hiille von (®,V) auf® wieder die schwache Topologie indu-

ziert, kann zum Nachweis von (1)«(2) (®,V) als vollstéindig angenommen
werden; dann folgt (1)«3(2) aber unmittelbar aus (6.10).

7. Erginzumgen. In den folgenden Beispielen bezeichne U, die
iibliche Uniformitét auf R, fiir eine Menge I U, die zugehorige Produktuni-
formitit auf @:={f: I->R} =R? und u; das Lebesgue-MaB auf der
o-Algebra 9 der Lebesgue-meBbaren Teilmengen von R.

(7). R sel eine atomlose o-Algebra auf einer Menge I (z.B. ein
{iberabzihibares Produkt einer mindestens vier-elementigen o-Algebra).
‘Wir fassen P(I) = {0, 1}* als Teilmenge von @ auf. Dann ist U:=U,|R
hausdorffsch, totalbeschrinkt, also s-beschrinkt und atomar; folglich:

(a) R ist N-atomlos - (R, U) ist atomlos (vgl. (2.3)).
(b) (R, U) ist atomar + R ist N-atomar (vgl. (2.3)).

(¢) (R, U) ist totalbeschrinkt (vgl. (4.7)) +» Die in (4.5) betrachtete
Abbildung j ist injektiv.

(@) p: R>(6,U,), p(d): =z, ist (wegen Uy(u) = U) s-beschrénkt
und atomar - u(R) ist kompakt (vgl. (6.6)).

(e} Bezeichnet U, die diskrete Topologie auf R, dann ist (R, Uy
vollstindig und atomlos, obwohl (R, U) atomar und N(U) = N(U,) = (0)
ist.

(7.2). R sei die von den in 10, 1[ enthaltenen Intervallen mit rationalen
Eckpunkten erzeugte Algebra, I = [0,1[nQ, u: R—~(G,U,) das durch
(1(A))(0) = pr(A), (u(4))(2) = y4(w) (@ €IN{0}, A eR) erklarte MaB
und U =T, (x). (U ist also s-beschriinkt und hausdorffsch.) Dann ist
R N-atomar, aber (R, U) nicht atomar (vgl. (2.3)).

Beweis. Wir setzen u auf die o-Algebra R, 1= AnP(]0, 1[) fort:
(2 (A))(0) = pr,(A), (pa(4)) (%) = x4(w) (@ eIN{0}, A eR,). Da Ry bez.
U, : = U, (y) vollstéindig, ist der Abschluf R von R in (R,, Uy) vollstiindig.
Offenbar ist

(R, U;|R) und damit auch (R, U) nicht atomar.
DaBl R N-atomar ist, ist trivial.

(7.3). R sei wie in (7.2) gewdhlt, p:= u;|R und U = Uy(u). Dann
ist (R, U) s-beschrinkt, atomlos und R N-atomlos; ferner u(N) = Qn
n]0,1[ total unzusammenhingend und daher (R, U)/N total unzusam-
menhéingend. Folglich:

@ ©
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(a) (R, U) ist s-beschrinkt und atomlos und R ist N-atomlos +(R, U)
igt zusammenhiingend (vgl. (3.3), (3.4)).

(b) g ist s-beschrinkt und atomlos -~u(R) ist zusammenhingend
(vel. (6.5)).

{e) (R, U)/M ist total unzusammenhingend und s-beschrinks R
ist M-atomar oder (R, U) ist atomar (vgl (4.1), (4.2)).

(7.4). M goi eine iiberabzéhlbare Menge,

R =P(M),
M = {4 eR: A ist hochstens abzihlbar},
Ut={DMcR: N W

das von M auf R erzeugte Hauptfilter. Dann ist (R, U)/M diskret; R

ist M-atowmlos; (R, V) ist wvollstindig, atomlos und nicht lokal s-be-
gehrinkt; folglich:

(a) (%, U)/M ist total unzusammenhingend und vollstéindig -+ R ist.
N-atomar oder (R, U) ist atomar (vgl. (4.1), (4.2)).

(b) (R, U) ist vollstéindig und atomlos und R ist N-atomlos -+~ (R, U
ist zusammenhéngend oder nur fast-zusammenhingend (vgl. (3.3), (3.4))-

(e) Aus dor Augsage (1) in (3.1) folgt i.allg. nicht die Aussage (2)
in (3.1).

(7.5). Sei

My = {4 s py(d) < oo},
RN =N, u{R\NA: AR},
U, das von M, auf N erzeugte Hauptfilter und U, das von
{{Ad eR: py(d)<e}: £>0)
erzeugte Filter. Dann ist (R, U,) vollstéindig, s-beschrinkt und atomar;
(R, U,) ist vollstéindig und atomlos; folglich:
U, ist atomlos und U, = U, +» U, ist atomlos (vgl. (3.8)).

(7.6). Sei R =AAP([0,1]), U, = Uy(uy|R) und U, die diskrete
Topologio auf R, Dann ist (R, U,) vollstéindig, s-beschrinkt und atomlos;
(R, U,) ist vollstindig und atomar; folglich:

U, ist atomar wnd Uy « Up+U, ist atomar (vgl. (4.9)).
(7.7). I soi cine iberabzéhlbare Monge; fiv w e I und 4 = I x[0, 1],
bezoichne 4, den Schnitt 4,:={y €[0,1]: (z,y) € 4}. Ferner sei
Ro:=={4 = Ix[0,1]: Vwel A, e},
tho(4) r = (/"L('Am))mel tiiv A eRy,
RN:={deRe: {wel: py(4,)¢{0,1} ist abziihlbar}}
und u = uo|R.
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Dann ist R eine o-Algebra, u: R—(®,TU,) ein MaB, U:=U,(u)
s-beschrinkt; (R, U) ist zusammenhiingend, aber nicht weg-zusammen-
héngend.

Beweis. Wir beweisen nur die letzten beiden Aussagen. Offenbar ist
R*:={d eR,: {wel: 4, # OB} ist endlich}

ein dichter Teilring von (R, U). (R, U|R) ist weg-zusammenhiingend ;
denn fiir 4 e R* ist durch f(f) := A (I x[0,t]) cine stetige Abbildung
f: [—1, 1]>R* mit f( —1) = @ und f(1) = 4 definiert. Mit %" ist dahor
auch R bez. U zusammenhingend.

(R, U) ist nicht weg-zusammenhingend: Wire nimlich f: [0, 1]-N
eine stetige Abbildung mit f(0) = @ uwnd f(1) =1 x[0,1], dann wire
o Li= U {oel: ufin) ¢ {0, 1}

reQA[0,1]

abzahlbar, also IN\I, 5= @, und fiir ein », € I\I, einerseits durch

. 90 = g (F0),) = (u(70)) (20)

eine stetige Abbildung g¢: [0, 1]->R definiert, anderseits ¢(0) == 0, g(1)
=1 und g(r) €{0, 1} fiir » e Qn[0, 1], ein Widerspruch.

(7.8). Sei U eine lokal s-beschrinlkte monotone Ringtopologie auf
einem o-Ring R, die von einer Schar (u)),..[0, co]-wortiger HuBorer
MaBe erzeugt wird, und fir ac 4

N, = {4 eR: u*(4) = 0}.

Dann ist nach (2.3), (3.8), (4.9) U genau dann atomlos (atomar), wenn
fiir jedes aed R N-atomlos (N,-atomar) ist.

(7.9). Die Aquivalenz (1)«5(2) des Satzes (4.6) zeigt, daB der Werte-
bereich eines mnicht atomaren Inbalts nur unter entsprechenden Vor-
aussetzunigen an die Strulctur des Zielbeveichs kompakt sein kann; denn,
wie wir im folgenden zeigen, wird jede momotone Ringtopologie U auf
einem Booleschen Ring von einem Inhalt mit Werten. in einom geeignoten
hausdortf-topologischen Vektorraum erzeugt: Da jeder Boolosche Ring
zu einem Mengenring isomorph ist, kann R als Mengenring angenominoen
werden. Entgprochend der Topologie der MaBkonvergenz definiert man
auf dem R-Vektorraum € reellwertiger Funktionen, dor von den charak-
teristischen Funktionen y,, 4 e R, erzougt wird, eine Vektorrawmtopo-
logie, indem man die Mengen {fe G: {2: |f(a)| > e} €U} (>0, A eD)
zur Nullumgebungsbasis erklirt. Der Quotientenraum Ci/{_()} ist oin haus-
dorff-topologischer Vektorraum. Ist V geine Uniformitit und ein Inhalt

p: R—~E[{0}

e ©
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durch u(4) == 7,+{0} definiort, dann ist der dureh j(AAR) := u(4)
definierte Inhalt

A (R, U)M->E/{0}
gine Binbettung wnd daher U = V().
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