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STUDIA MATHEMATICA, T. LXXII. (1982)

Mesures ¢-idempotentes de morme bornée
par

J. P. MELA (Villetaneuse)

Résumé. Une mesure bornée s sur un groupe abélien localement compact,
dont la transformée de Fourier-Stieltjes £ est telle que |32 — i| < &, est la sowmme
d’ane mesure idempotente et d’une mesure dont la transformée de Fourier-Stieltjes
est < &, & condition que |u|l < O|Loge| (th. 1). C’est une version générale et quanti-
tative précise d’un résultat établi par K. De Leeuw et Y. Katznelson pour le cercle.
On fait dériver ce résultat de propriétés spectrales de l’algdbre de convolution des
megures. La méthode permet d’obtenir d’autres resultats, d’une part sur les mesures

4 qui ont un “trou” dans l’ensemble des valeurs de || (th. 2); d’autre part sur le
comportement A linfini de /i pour une.mesure x queleonque (th. 3).

‘G désigne un groupe abélien localement compact, I" son dual (notés
multiplicativement), M (@) Palgébre de convolution des mesures de Radon
bornées sur @, dunité 6, L'(@) ridéal de M (@) constitué des mesures
absolument continues par rapport & la mesure de Faar de @.

M(@) est une algdbre de Banach commutative pour la norme |]M|]
= [ &|p|. Soit 4 son spectre de Gelfand, dont les éléments sont appclés
caractéres de lalgébre. A est muni de la topologie faible de M (G), dite
topologie de Gelfand; il est compact pour cetite topologie. Notons z la
transformée de Gelfand d’une mesure ux e M(G). Le groupe I' s’identifie
avee une partie de 4, de telle sorte que la restriction de 2 & I' n’est autre
que la transformée de Fourier—(Stieltjes) de u

By)=[rap (yeD).

La topologie de I' comme dual de G est déterminée par les trans-
formées de Fourier dé mesures et coincide done avec la topologie induite
par la topologie de Gelfand de 4. Dans la suite nous naurvons le plus
souvent & considérer que Pengemble des éléments de 4 adhérents & I7
(I" n’est pus dense dans 4 si ¢ n'est pag diseret; c’est le classique “phé-
noméne de Wiener~Pitt”) (cf. [9]). ‘

1. Mesures c-idempotentes décomposables. Unce mesure u e M (@) est
idempotente si wxu = u, ou, de fagon équivalente, si sa transtormée
de Fourier est & valeurs 0, 1. '

1.1. Nous considérons ici des mesures qui sont voisines, en transformée
de Fourier, de mesures idempotentes. Nous verrons que, si leur. norme
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n’est pas trop grande, clles se décomiposent cn somme d'une mesure
idempotente et d*ume mesure petite en transformée de Fourier. La méthode
de démonstration conduit &4 d’autres résultats ct met I'aceent sur une
propriété intéressante des caractéres de I' (th. 3).

1.2. G désigne un groupe abélien localement compact et I" son dual.

DEFINITION 1. Soit ¢ un réel tel que 0 < &< 1/2. Une mesure u € M(G)
est e-idempotente si, pour tout y € I, on bien |@(y) —1| < & ou bien | (y)]
< e On dira que g est triviale dans le cas ol |#(p)| < & pour tout y e I'.
On dira que u est décomposable si clle est la somme d’une mesuare idem-
potente et d'une mesure s-idempotente triviale.

TrkorEME 1. (a) Toute mesure u € M (@), s-idempotente telle que

1.2.1) [Log & /Log(1+V2)—
est décomposable. .

(b) 8i G est compact infini, pour tout & 0 < &< 1/2,
mesure p € M(G), e-idempotente non décomposable, tlelle que

(1.2.2) < 2|Loge|+6.

Remarques. '

1.3. Une premitre version du th. L (a) apparait dans De Leeuw et
Katznelson [1], dans le cas G =T, sans majoration précise de ||u]. La
méthode utilisée ne se généralise pas directement. Blle repose sur un
lemme qui fait intervenir Pordre de Z et dont nous donnerons plus loin
une version un peu plus générale (corollaire 3) en prolongement de la
méthode utilisée ici.

1.4. 11 est tout & fait remarquable que la condition (1.2.1) qui assure
que u est décomposable soit valable quel gue soit le groupe @ et ne puisse
étre substantiellement améliorée dans aucun groupe @ particulier (sauf
les cas triviaux). De fagon préeige, pour tout groupe ¢, et pour tout e,
0 < &< 1/2, soit O(¢, G) Ia borne inféricurc des normes des mesures sur
G, eidempotentes non décomposables. Le th. 1 affirme que, pour tout
groupe G qui contient un sous-groupe compact infini, on w:

[Loge| /Log(1+V2)—2 < (e, @) <

1.5. Dans la démonstration du th. 1, on gagnera 3 considérer, plus
généralement, une mesure u telle que d(ﬁ(l’),Z) g, ot d désigne la
distance usuelle. Le résultat du th. 1 (a) reste valable, mais ici g se dé-
conipose en somme dune mesure dont la transformée de Wourier ost
& valeurs entitres, b d'une mesure e-iderpotente triviale.

1.6. Signalons aussi qu’on peut dtendre la portée de la mdéthode
développée ici, an cas ot Pon suppose que la propridté de la définition L
nest vérifiée qu'a Pinfini dans I" (non compact). La conelusion du th.
1(a) reste valable & condition de renwplacer dans la décomposition 1w

el <
il ewiste une

fel

2 Loge| 4 6.
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icm

Mesures s-idempotenies de morme bornde 133

mestire s-idempotente triviale par une mesure » telle que hm |7 ()] <

Pour cela il suffit, dans la démonstration du th. 1 (a), de 1emplacer I
pat I'\NI' et de répéter les arguments, ce dont nous nous dispenserons.

1.7. Avapt Qaller plug loin, il est facile de voir qu’une condition
de majoration de [ju| en fonction de ¢ est indispensable pour qu’une
mesure s-idempotente soit décomposable. Ainsi dans le eag de T, con-
gidérons la mesure » définie par le produit de Riesz

o0

ﬂ (1+2ecosd’m) (0<e<1/2).
]

et qui est telle que

p(0) =1,
V(+3) =8 (j=1),
v (n)| < &* sinon.

Bi m désigne la mesure de Haar de T, on vérifie que la megure
uo= (1/g)(v—m) est s-idempotente, mais n’est pas déecomposable puisque
la(m)~1{<e si et seulement i o = +3' (j>1) tandis qu’il n’existe
aucune megure idempotente ayant la méme propriété. Ici ||u| = 2/e. On
peut beaucoup améliorer ce contre-exemple et obtenir aingi le th. 1 (b).

2. Mesures s-quasi-idempotentes.

2.1. Pour deux wesures p et » et un caractére x eI, convenons
d*écrire

(2.11) Al) ~ (%)

sl les nombres |i(x)| et ¥ (y)| sont tous deux < e ou > l—e On éberira
4~ §ila propriété (2.1.1) est vraie pour tout y e I, ou de-facon équi-
valente, pour tout y e I

Le théoréme 1 (a) revient & démontrer qu’il exigte une mesure idem-
potente 7 telle quoe & ~ 4. Nous établirons d’abord le théoréme 2 suivant,
valable pour une classe do mesures un pen plus générale, que nous intro-
duisons maintenant.

DarrNreron 2. Soit un réel ¢ tel que 0 < e < 1./2. Une megure u € M (@)
o8t e-quasi-idempotente si, pour tout y eI, ou bien |u(y)| < e ou bien
()| 1 —e On dira que g est triviale dans le cas ot |a(y)| < e pour
tout ¢ e I, (Dung cette définition, on pourrait remplacer sang inconvénient
1—e¢par 1 comme dans [6]. Nous adoptons ici la définition 2 pour passer
plus facilement an cas des mesures g-idempotentes.)

TuroriME 2. Pour toute mesure u € M (@), e-quasi-idempotents et telle
que

(2.1.2) llull < |Loge| /Liog (1 +V2) —
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4l ewiste une topologie T de groupe localement compact sur G, plus f'f'ne que
la topologie indtiale, et une meswure sdempotenic 7 e L'(G,) telle que u, ~1).
De plus 5 # 0 s pu west pas triviale. (La définition de @, et u, est rappelée
dans le paragraphe suivant.) ’

2.2. Rappelons qu'on désigne par @, le groupe G avec la topologio
7, et M(@,) les mesures de Radon bornées sur G,. M(G-) g’identifie & une
sous-algsbre de M (G) dont Porthogonal est un idéal. Toute mesure u ¢ M (&)
se décompose de fagon wmique sous la forme p = u,+v, avee u. € M(G)
et v L M(G,) (cf. [107, [11]).

DEFINITION 3. Une mesure u € M (G) est fortement continue 8i u | M (G)
pour toute topologie = de groupe localement compact sur @, strictement
plus fine que la topologie initiale.

Le théoréme 2 a pour conséquence immédiate:

OOROLLAIRE 1. Soit u une mesure e-quasi idempotente telle que
llull < [Loge| /Log (1+¥2) —1.

8i u est fortement continue, Vensemble des y o |u(y)| > 1—e est compact.
En effet, si u est fortement continue, non triviale, on a nécessai-
rement u, = p dans le th. 2 et y € L'(G). Par suite |i(y)] < & en dehors
du compact out 7(y) =1.
COROLLAIRE 2. 8 G =T et ju est ume mesure conlinue e-quasi-idem-
potente telle que

llell < |Loge| [Log (1 +V2) —1

Vensemble des y ob |u(y)| = 1—s¢ est fini.
En effet, la seule topologie de groupe localement compact sur T,
outre la topologie usuelle, est la topologie discréte. '
.Remarques.

2.3. Nous vérifierons dang la suite qu’on peut se limiter & considérer
les topologies v définies de la manidre suivante:

A tout sous groupe compact H de @, il correspond une topologie =y
unique, plus fine que la topologie initiale, telle que H goit compact ouvert
dans G . Si H n’tait pas ouvert pour la topologie initiale, on obtient
une topologie strictement plus fine. Pour cela il est néoessaire que H
soit d’indice infini.

Avec cette restriction, on aura une notion un peu plug large de con-
tinuité forte pour laquelle le corollaire 1 reste valable. Une mesure u € M (@)

est étrangeére & M (@) 8i et seulement &i |u|(2H) = 0 pour tout » G-

2.4. Le corollaire 2 est démontré dans De Leeuw et Katznelson [L]
sans condition précise sur ||u) et & Le corollaire 1 est établi dans Ramsey—

e _®
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Wells [8] par une méthode différente,” mais avec une condition plus
restrictive sur ||u|l et &, et une définition un peu différente de 1a continuité

- forte qui dans ce contexte rejoint plus ou moins la notre (cf. (2.3) et [11],

ot leg différentes notions de continuité forte sont discutées).

Une premitre version du th. 2 apparait dans Glicksberg [2], dans
le cas ol & = 0, évidemment sang condition sur [u|. Le résultat de Glicks-
berg a ingpiré la méthode de démonstration développée dans (5).

2.5. La mesure congtruite en (7) pour démontrer le th. 1 (b) ne vérifie
pas la conclugion du th. 2. On ne peut done pas espérer améliorer beaucoup
le th. 2, ni méme d’ailleurs le corollaire 2.

3. Le calcul sur les caractéres de M (@). On introduit ici sur le spectre
de M(G), des opérations et un ordre, en suivant les idées de Sreider et
Taylor (cf. [10], [11], [6]). Nous nous bornerons & énoncer, de la facon
la plus élémentaire, les définitions et propriétés ntilisées plus loin
(les vérifications sont immédiates).

3.1. Pour u e M (@) on identifie L' (u) avec le sous-espace des mesures
absolument continues par rapport & u. La restriction d'une forme linéaire
continue g de M(G) & L'(u) définit un élément y, de L (u) tel que

> =[nd  (rel(p).
A tout y e M (@) corregpond ainsi une famille (y,).cm@ telle que

Sup (Zulzmogy < 00y g =2 vPP. 8 v <Lp
neM(G)

et réciproquement.

(3.1.1) On définit le produit d’une forme linéaire y et d’une mesure u
en. posant

. X = Xulbs

M (@) opire aingi sur lespace M (@) de telle fagon que yu < u.
(3.1.2) On définit le produit de deux formes linéaires y et ¢, la conjuguée
ot le module d'une forme linéaire y, de telle sorte que, pour toute mesure
weM(@), on ait (xp)y =200 (W =FTwr 12 =124l

(8.1.8) Pour tout ye M(Q), il existe g, € M(G), tel que [xf* =[xl
o x = golxl.

(8.1.4) On introdunit une relation d’ordre sur M (@)’ en écrivant y < ¢
81 et soulomoent g, pour toute mesure pe M(G), X, < @,

" %OL. aussi [12] dont 'al eu connaisance aprds la rédaction de cet article, ot 0¥ la
méme méthode est développée pour obtenir une version gqualitative du th. 1 (a).
De fait je ne crois pas que cette méthode puisse fournir les bonnes estimations.
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(3.1.5) Lec produit est séparément continu pour la topologie faible de
M(GY. La conjugaison est continue, mais Papplication y—|x| ne Pest pas.
1 est commode dang la suite d’adopter la notation

Sty wy = [ 2du.

3.2. Les éléments de 4 sont caractédrisés dans M (@) par la propriété

%w(”?!) = Z,‘(W)ZW (:I/) /‘L®V'pp'
pour toutes w,v e M(G). On peut ainsi vérifier facilement:
(3.2.1) Pour yed, u, ve M (@)

x(pxr) = (gu)*(gv), 26 = 9.

Autrement dit, 4 opére sur 1'algébre M(G) par multiplication.
(3.2.2) A est un semi-groupe commutatif pour le produit qui est tel que

o) = aGw) =Ga () (ped, peM(@).

(3.2.3) 4 est stable pour la conjugaison et le module. Les éléments
de 4 sont de module < 1.
(3.2.4) Si 4, désigne la mesure de Dirac en un point » € @, pour tout
z €4,

B (0l = 0,01z} =1,  |xl6y = d,.

3.3. I est commode de considérer sur M (@) (et sur 4), outre la
topologie faible, la topologie définie par les semi-normes [ || dlul,
(u € M(@)), que nous appellerons topologie forte. Pour cette topologie, 1’ap-
plication y—|y| est continue et le produit est continu dans A.

On utilisera le résultat suivant:

ProposrTION 1. Sodt g, une suite généralisée qui comverge faiblement
vers z dams M(G) aveo |y, < o, ¢ € M(G).

@) 1zl <o
(b) 8% x| = @, x, converge fortement vers y.

Démonstration de (a). 1 suffit de montrer que, pour toute mesure
#=0,

[ 1xldu< [ gap.

Eerivons, suivant (3.1.3), |y| = %oy avee |y| < 1. Alors

Szl an = [ 2d(zop) =1im [ 2,d(70m)
et

| [ 2 om)| < [ gl < [ .
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Démonstration de (b). On remarque, pour toute mesure u > 0,

(f e =l @u)' < ([ du)f 12— rol2au
ot
tim [ 1= ol < (2 [ g~ [ gad(zm) — [ zd(m) = o.

Dans la suite s on ne précise pus la topologie sur 4, il s'agit de la
topologie faible, ou topologic de Gelfand.
4. Une propriété des caractére de I

4.1. Lo démonstration dos théorénies 1 et 2 repose sur le résultat
suivant, intéressant en lui-méuie, ot qui est le coeur du sujet.

Lmvmis 1. Soit w & M(@) et y € I'. Supposons que Von ait (i (|3 y) < &
pour tout mzz 1l e |u(y) = 1—e Alors, nécessairement

lul) > [Liogel [Log (14¥2) 1.
Plagons nous en effet dans hypothése du lemme 1.
Berivons g = golyl aveé |xo) <1 suivant (3.1.3). Considérons la
mesure » == you de norme [v < |lul. On a
~ e a ~
P (12 = gom (") = B2 ge) = B (lxP"x)
et la mesure » & les propriétés
W (12 < e
A tout polyndéme impair

m
¥ 4 k-1
Py (@) = Z By @
fem1

pour tout m=1 et | (Jy))=1L+e.

tel quoe sup [Py, (®)| =1, on fait correspondre P,,_.{|y]) élément de
el

M(@) de module 1. Herivons

f.z)zm—-l(ml)d?’ == “1’7 (]x[)-—|-« 2 a’zla-—ﬂ"\ (lenh—-l)’
w3

J P ()| = aal (L—e) =2 3 |y

kw2

e

m1
> |oa =8 D) lage-]-
kel

On choisirs pour P, , le polynéme de Chebychev de degré 2m —1 qui
peut g’éerire gur [0, 1]

Pyper(0) = (12){(0-+ VISt (o — VT =2
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On sait de plus que les polyndémes de Chebychev satisfont la relation de
récurrence

P,(x) = Zan;l(w)_Pn—z(a)) (n=2).

11 est facile de montrer, & partir de la, que les P, ont des coefficienty de
signes alternés et que
lay| = 2m —1,

Z (s = (L2)(L+VZ)P" 4 (L ~V2)")

Fe==1

< (1/2)(1+V2ym1,
On obtient finalement I’estimation

)1 *H/— 2m~1
s > 2(2m—1—lul) (1 +V2 ~teme),

lal > ol > (2m—1) —

‘Choisissons m tel que
el +1/2 < 2m —1 < |jul|+5/2,

on aura alors

&> B(L+V2)lu-siz 5 5 _I_]/-z_)—llull-l
ce qui démontre le lemme 1.

4.2. Lelemme 1 a été établi en vue de la démonstration des théordmes 1
et 2, mais n’a rien & voir avec les mesures s-idempotentes. On peut Tui
donner une forme un peu plus générale si on remplace Ihypothése |4 (x)|
>1—¢ par {u(g)| > 8 > &. Pour une mesure de norme Jlul < 1

(e/2)( 1_H/'2m—.1
(1/8) ) L+ -'/— ~(21m~=1)

et en choisissant m comme précédemment

12> flul > (2m—1) 6 — (
e/d > 2(2m—l

/6 > (L+V2)~W-1,

On énoncera ce résultat sous la forme suivanto:

TEEOREME 3. Pour wune mesure neM(@) de norme |||l <
caraciére x € I', Phypothése

[ ) < S(L4+V2)~ U1

1 et un

la(lx
smpligue |a(x)| < 6

(n>1)
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“Comme congéquence de ce théoréme, on peut établir le résultat
suivant qui précise et généralise un théoréme de [1].

COROLLAIRE 3. On suppose I' non compact. Soit B une partie de I’
telle que, powr tout y e I, yENE™ soit relativement compact. Pour une
mesure p € M(G) de norme |uf <1 et pour tout 6 > 0, la propriété

Lim [ (y)| < 8(L-+V2)" 1!

"en
implique
Tim i (7)| < 0

En cffet, sinon il exmtermt une suite généralisée d’éléments y, € E,
tendant vers infini dans I, telle que |it(y,)| > 8. Soit y une valeur d’ad-
“hérence de y, dang I'. 7 est une valeur d’adhérence de , = p%. Pour
tout y e I', ¥, ¢ B & partir d'un certain rang, d’aprés I'hypothése faite
sur 7, et yf étant une valeur d’adhérence de y7,,

4 (vE) < 8L +V2)~,

Cette propriété reste vraie & la limite; pour tout ¢ eI’
(o) < (1 +V2)71e,

En particulier si ¢ = "7, (n > 1),

V‘“Z <61 -H/é)—x/a—;

ce qui fournit une contradiction d’aprés le th. 3.

4.3. Remarques. Le résultat de [1] est obtenu en prenant I' =R
et B = R". En utilisant la terminologie de [7], [3], on dira que I’engemble
B du eorollaire 3 est un ensemble de continuité. On entend par la, qu’il
existe unce fonction @(4) telle que

Lim [ ()] < ¢(9)

Ym0
j222

[ )]

implique
lim | (y)] < 8
Proo

pour une mesure de norme < 1. Bien évidemment I’hypothése faite sur
B dans le corollaire 3 n’est pas nécessaire pour avoir un ensemble de con-
tinuité. ¥n fait, on peut caractériser les emsembles de continuité [3].

5. Démonstration du théoréme 2.
5.1, Lo théoréme 2 sera établi & partir du lemme 1 en utilisant une
méthode ingpirée de Glicksberg [2] (cf. [4], [11]).
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Soit w# une mesure e-quasi-idempotente non triviale satisfaisant la
condition (2.1.2). Pour tout yeI'y on a |&(x)| =1 —~¢ ou [a(y)| < & Dégi-
gnons par A ’ensemble (non vide) des yx el tels que |u(y)|=1—e. 4
et I'NA sont compacts.

A posséde un élément de module minimal. En effet si g, est une
famille d’éléments de 4 telle que |y, soit totalement ordonnée, il existe
% € 4, valeur d’adhérence de x,, telle que |y|< |z, pour tout a, d’aprés
la prop. 1 (a). On conclut par Paxiome de Zorn. Soit done y, & 4 tel que
120! soit minimal. Montrons que |x* = [x,|. En cffet, dans lo cas contraire,
on aurait |ge|* < |g,| et plus généralement

izl o < lxol ~ (m>1)
done
()l <e (nz1)
ce qui fournit une confradiction, d’aprés le lemme 1.

Berivons h = [y = [x,/% On remarquera en particulier que h est

un élément de I On considére le groupe
Ty={xlxel; Izl =h}. *

Le produit est continu pour la topologie forte (3.3) qui coincide
sur I}, avec la topologie faible d’aprés 1a prop. 1 (b). I}, est done un groupe
topologique. De plus ’ensemble des x € I' tels que || < kb est un compact
(prop. 1 (a)) dans lequel I’ est ouvert: car si on avait y = limy, avee
%] =P et |x.| <h, g, convergerait fortement vers y (prop. 1(b)). On
en déduirait en particulier que [y,/* tend vers g = & (3.3), ce qui est
impossible puisque |g,' <k, done |y,|* e I'™\4, tandis que hed. Bn
conclusion I est-un groupe localement compact.

Tout caractére y eI, s'écrit y = yoh (3.1.8), ainsi y = hy et Al
est dense dans Iy,. La dualité (G, I') est définie par le couplage ém(y),
(we@, y eI'). On vérifie

~ S ~
Oe(hy) = N1b,(y) = b,(y) (vel)
d’apres (3.2.4). L’application y—hy est un homomorphigime injectif continu,
d’image dense, de I dg;ns I}, @ gidentifie algébriquement avee le dual
de I, par le couplage &,(y), (» €@, y € I3). La topologic 7 de dual, ainsi
définie, est plus fine que la topologie initiale.

I étant identifié au dual de @,, la transformée de Wourier d’une
megure » €M (G,) dans la dualité (G, I') est définie par

V(1) = [bn)d(2) (yely).
En particulier, pour tout y e I, d’aprés (5.1.1),

5 () =}f 8,0 (@) = ()

(5.1.1)

(yel.

e ©
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Tout caractére y eIy, est limite d’une suite généralisée Yo déléments
de I'. On a aussi g = hy = limhy, et & la limite,

(5.1.2) P =9(x)  (gely).

» cofncide avee la transformée de Gelfand de », comme élément de M (@),
restreinte & I, On en déduit

(5.1.3) v o= lw

(ve M(G)).
En offet by ogt awssi duns M(G,), (8.1.1), et

/\ ~ a
h(y) =9 (hy) =9 (x) (xel}).

Partunt d'une mesure quelcongue u e M (@), montrons waintenant

{5.1.4) hu e M(G,).

. A~

1 suffit de vérifier quoe hu(y) est continue sur I" pour la topologie induite
par I, lorsqu’on identifie J* & A" (¢f. [9]). Or ceci résulte simplement de
Pégalitd

~ ~

hu(y) = hu(hy).
Terivons alorg

M=ty
avee p,e M(G,) et v M(G,); daprés (5.1.3) et (5.1.4),
his = po+tw

avee by € M(G,). Mais comme T <€ v (3.1.1), hv = 0 et

{b.1.5) hp = p,.

Appliquons les résultats précédents & la mesure g e-quasi-idempotente
non triviale dont nous somwes partis. Vérifions que u, s 0. Plus pré-
cigément, pour y eIy,

ob Pensomble des x €X'y, olt i, (1) = 1—z nest antre que ANy = @,
On pout éerive
Anly = dn{g| yel'; |y < h}
¢o qui montre gque 4AnIY, est un compact de Iy. Il existe done une mesure
idempotente » e L'(G,) telle que 7(x) =1 si ¢t seulement si
i) ZL—e (zel}).

.
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En particulier, pour tout y e I’

- /\ Y ~ /\ ~
7 (p) = hy(y) = n(hy) ~ p(hy) = hp () = p. (7).

Remarques.

5.2. La topologie = qui s’introduit en 5.1 peut étre définie comme
on Va expliqué en 2.3 (si u est non triviale). Il suffit de vérifier que G,
contient 'un sous-groupe compact ouvert. Or ceci est une conséquence
de lexistence d’ume mesure idempotente non nulle % € I'(@,). En effet
le groupe H support de 7, qui est compact, a pour orthogonal le’stabili-
sateur de 7 qui est un sous-groupe compact de é,; H egt done ouvert
dans G,.

5.3. Dans le cas ol u est une mesure s-idempotente, ou plus géné-
ralement si d(z(I),Z) <e, la conclusion du th. 2 peut &tre renforcée.
En effet . : a

) = fi(hy)
ce qui montre que u,(I") = [z(f’) = ,u( ). Ainsi la mesure u, est aune mesure
qui a la méme propriété que u, et qui est décomposable.

6. Démonstration du théordme 1 (a).

6.1. Dans le cas olL x4 est une mesure s—idcnllpotente, ou plus ‘géndri-
lement si d(,u(I’ Z) <eg il résulte du théoréme 2 et de la remarque 5.3,
qu’on peub écnre

Uk =t

avee d(u (I, ) & 4y décomposable, x| Strangére i 4y eb d(,ul(l’ )
< 2¢. De plus, siu n’est pas triviale, u, non plus et :

leaall = Naall — et < Hpall — (L — &),
Supposons que ’on puisse écrire
(6.1.1) Bo= gt b g g ‘
AVEC Myy «eey fn1s By, denx i deux étra,ngcrcs, (1), A) £ 27 ot

#; décomposable pour 1< j<%—1 et dlin,.. (I, Z) < 2" . Alms on
peut appliquer le théoréme 2 & u,_, & condition d’fmvmr

(6.1.2) 2"le <12,

(6:1.3) Inmsll < [Log2"™ ¢| [Log (1+V2) -
Dans ce cas u,., $'écrib

Hnet = b+ pin

e ©

icm

Mesures e-idempotenies de norme bornés 143

avec u, telle que d(u,(I"), Z) < 2" s et décomposa.ble, L, trangére A
My €6 telle que d(ii, (I'), Z) < 2"e. On peut done poursuivre la récurrence

tant que les conditions (6.1.2) et (6.1.3) sont vérifiées.
On remarque de plus que, si u,, ..., u, sont non triviales,

el = 3 sl

j=1

loag)l =

n

llanll << flall — 2(1—2]_15) = |lull—n + (2" ~1)e,

Je=md
(6.1.4)

Done, néeessairement

leaall < Nl =0 +1 —&.

n—1 < flul|—e.
Soit N, Pentier défini par

Noy—2 < |pll—e < Ny—1.

Pour un entlel N < Ny, on aura certcunement py triviale, tandis que
By ++o -y SON0G 0D triviales. On en déduit que )y ; est cllo méme triviale.
'Da,ns ee m,s, Péeriture (6.1.1) pour » = N prouve que u se décompose:

/»——n-l—w

avec 7(y) & valeurs entidres (y eI'), et, daprés (6.1.2),

N
Pl D)2 =2V e—e <1,

FE

ce qui implique aussitbt que |»(y)| <
est déecomposable. .
Pour terminer la démonstration du théoréme 1 (a), il suffit de Vérifier
que Pon pout effectivoment condwire la réeurrence jusqu’au rang 'N,-
c'est & dire que lew conditions (6.1.2) et (6. 13) gont vérifides Jusqu’mu
rang N.
Pour ln condition (6.1.2), ce sera le cas si

¢ puisque d(a(I"), Z) < &. Done p

N < [Logs|[Log2
et a fortiori si

el < [Liog ] [Liog2 —2

ce qui egt une congéquence évidente de (1.2.1).
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Considérons la condition (6.1.3) pour n < N. 1’1usq110 Mu o
sont supposées non triviales, d’aprés (6.1.4),

et —all < llul —m -2 —e
et il suffit de vérifier qu’on a toujours

vy Mgy

(n—1)(Log2 Log(L--V2)) -1

ce qui est une conséquence de (1.2.1), comme on §en assure aisérnent,

llull ~n 42 — & < [Loge| [Liog (1 -+V2) —

7. Mesures s-idempotentes non décomposables.

7.1. Les megures s-idempotentes non déecomposables que nous allong
construire sont des moyennes de produits de Riesz, ou encore des produits
de Riesz intégraux au sens de [11].

Supposons & compact infini. Rappelons quune suite (0;);.,, d’éléments
distinets et % 1 de I, est dite dissocide si avcune rclation

Il 67=1 (5=0,41, £2,1<j<
1<j<n
n'est vérifiée, saut si 07 =1 (1< j < »). On sait alors (ef. [9], [11]) quc
pour tout s, 0 < s<<1/2, la suite de mesures

T1 (1+s(0;+6,)-m

LR EN/]

n, nzz1l)

(n>1)

converge vaguement vers une mesure positive de norme 1 sur @, appelée
produit de Ricsz et noté usuellement

00
(L-+5(6;+8,)).
J=1
Il existe toujours une suite dissociée dans I'. Noms ferons la con-
struction dans le cas ou il existe wne telle snite sans élément Lordre 2.
{Sinon on prendra une suite dont tous les éléments sont d’ovdre 2 ot
Pécriture est cncore plus simple comme on lindique en ( .2).) L suite
0; = (6, 1) est alors dissociée dang I'x Z. TPour tout 8, 0= 802 L/2, on
consmelc le produit de Riesz v, € M (G X T)

= !Y (-804 07))

tel que 9,((y, n)) =0 sauf s p ot » sont de Ia forme

y = H 657 (g
1<jsm

=0, £1, Lijim, mzl),

=2 %
=

e ©
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auquel cas
3 1o
~ ki
Vs (('}": 'Vb)) ==t
On désigne par u, la mesure sur @ telle que
:;‘a (y) = ':’s(('.”) 1)) (vel),

On. remarque que f,(y) = 0 sauf si y est de la forme

y= > 6 5;’3,=1.

lj<m J=1

(7.2.1) avec

m
En particulier i,(1) = 0 et i, (y) = 0 si > lgy| est pair. De plus
' =

||/»‘a1[M(a) ”"’snM(G‘xT) =1.

Soit ¢ une mesure bornée sur [0, 1/2]. On considére maintenant la mesure
ue M(G) telle que

= [ fiy(y)do(s)

On vérifie aisément que la formule précédente définit bien une transformée
de Fourier de mesure. En offet u est continue gur I" et pour tout polynéme
trigonométrique 2 O

1=

11< c"u(yj] ” 2 0171” [aio(s)l

¢e qui montre en outre que

(yel).

lell < [ @lo(s))-

On vérifie aussi que (y) = 0 sauf gi y est de la forme (7.1.1) auquel cas

Ay =[ 95" do).

On utilise maintenant lo lemme suivant.
Lzvmn 3. Pour lout ¢ > 0, il ewiste une mesure o sur [0, 1/2] telle
que

(8) [edo(s) =1,

b) |f 32’”‘1010'(3)! <e (k=1),

(e) fd]d(s)] < 2(1/24+Log2 —a)"'|Loge| +2 (L —Loga) pour towt a,
0 < a<Log2—1/2.

4 — Studia Mathematica 72, 2
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En choigissant ¢ comme dans le lemme 3 avee a = Log2~1/2 la
mesure u correspondante sera s-idempotente car

Aoy =1 (G=1),
la(y)| < e sinon
et de norme .
lull < 2 |Loge| -+ 6.

Pour avoir le théordme 1 (b) il suffit de vérifier que u n’est pas décompo-
sable. 8i c’était le cas, il existerait une mesure idempotente 5 telle que

20(6) =1 (j=1),
7(y) =0 sinon,
ce qui est impossible puisque (§;) est une suite digsociée. Pour s’en eon-

vainere, il suffit de savoir qu'un emsemble dissocié ne peut pas contenir
une classe modulo un sous-groupe infini de I

7.2. Dans le cas ol (0;);, est une suite dissociée ayant tous ses éléments
d’ordre 2, on définira u, par

= @2 ([T a+s6)— (0<s<1)
j=1

ﬁ (1—.90,))
Jrl

et la mesure g comme précédemment. Tei u(y) = 0 sauf si

yo=O by (B21)

auquel cas
= [ s 1do(s).

La fin de la démonstration est sans changement. Remarquons cependant
qu’on peut choisir la mesure ¢ 4 support dans [0, 1] ce qui améliore un
peu le résultat final (cf. remarque 7.4).

7.3. Le lemme 3 est indépendant du reste. II releve de la théone
de l’apprommatlon la plus classique. Mais comme nous n’avons pas trouvé
de démonstration dans les livres, nous en donnons ici wne démonstration.
On peut le faire dériver du résultat suivant.

Lovve 4. Soit un entier m > 1. Il ewiste ume mesure o sur [0, 1],
telle que

(a) fsdo-(s) =1,

(b) [ s 1do(s) =0 (2< T < m),

() [ dlo(s)| =2m—1, :

(d) 'f szk+1da(s)[ < 2(2m—1)exp (—(2m—1)2/(2k—1)) (% > m).
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Les conditions (a), (b)y (¢) expriment que la distance uniforme sur
[0,1] de la fonction s au sous espace engendré par (% ),cpon €86
>1/(2m—1). Elle est en fait exactement égale & 1/(2m—1). En effet,
il résulte de la théorie de I'approximation de Chebychev (cf. [B]) que
le polynéme en ¢, ..., s ! de meilleure approximation de s sur [0, 1]
nlegt autre que '

8 +((—1)™/(2m —1)) Py, (8)
ol P,,., désigne le polynéme de Chebychev d’ordre 2m —1.
D’autre part, on peut donmer une estimation de f s”‘“da(s) pour
> m, & partic de lidentité.
fo—1

(1 /2”‘_2) 2 ng_le(k-.j) 1(8)

Jrel

Zk-—

Ecrivons:
fs'”‘ Fldo(s) = (1/2”"2)2 Of s fsz‘Pz(k—‘j)—l(s)dU(s)y

k—m

Us”"“du(s)|< ((2m~—1)/22""2)2 0},
J=0
On obtient (d) en wutilisant la majoration suivante:
LEMME 5. '

k—m
(1/2%%) D) Ofy < exp (—(2m—1)2/2(2k—1)).
Jum0
Pour la commodité du lecteur, nous donnerons du lemme 5 une
démonstration probabiliste simple. Soieht X, ..., Xy, des variables

aléatoires indépendantes prenant les valeurs —|—1 et —,‘1 avec probabilité
2k—1

1/2. Tout revient & calculer la probabilité pour que ,Z; X; > 2m—1. On
peut majorer facilement; cette probabilité en écrivant
2k—1
exp((2m —1)3/(2k—1)P( Y X; > 2m—1)
Jmml

2k—1

B (exp (((2m 1) (25 —1) 3} X))

Je=1
et en calculant
2k—1

E(exp (((2m —~1)/(2%—1)) 2 Xj)) = (ch ((2m —1) /(2% —1)) -t
Freal

< exp(1/2)((2m—1)/(2k—1)).
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Démonstration du lemme 3. Considérons la mesure o’ (s) = 20(8/2).
Elle vérifie encore les propriétés (a) et (b) du lemme 4. De plus
[ o'l = 2(2m—1);
pour tout % > m, .
[ [ s”‘“da’(s)’ < 2-Ck-D. (9 1) -exp(— (1/2)((2m—1)* (2 —1)))
ot le maximum du second membre étant atteint pour k = m,

U‘ 82k+1dar(m), < (2m__1)e—(1/2+Logz)(2m.—l) < (1/a6)e——(llz+Logz-u)(am-—1)

quel que soit a, 0 < a > }+ Log?2.
Etant donné ¢, 0 < & < 1/2, soit m le plus petit entier > 1 tel que

[Loge| < (1/2+Log2 —a)(2m—1) +-Loga+1.
On vérifie alors, pour a < Log2—1/2,
2(2m—1) < 2(1/2+Log2 —a)~ ' |[Loge| —2(1 +Loga) -4

ce qui établit (¢) et termine la démonstration.

74. Remarques. On peut évidemment renforcer la condition (1.2.2)
du th. 1 (b). Tout d’abord en utilisant toute la force du lemme 3, on
voit que, pour toute constante 0 > 2(1/2+TLog2)~?, et pour & assez petit,
on peut construire une mesure x4 e-idempotente non décomposable de
norme [lu|| < O|Logs|. Dans le cas ol le groupe I' contient une infinité
@’éléments d’ordre 2, on peut faire la construction indiquée en 7.2 et
choisir 1a mesure ¢ du lemme 3 & support dans [0, 1]. On vérifiera sans
peine, en employant la méme méthode, qu’on peut alors prendre ¢ = Ve.

D’autre part, on peut espérer améliorer le lomme 8. Mais il gagib
d'un probléme de théorie de ’approximation qui sort un peu de notre
sujet. Nous nous bornerons & remarquer que, si I'on désigne par Ae, k)
la masse minima dune mesure o sur lintervalle I satisfaisant aux con-
ditions

[fsda(s)-l{ga,
[ do)| <o (b>1),

on peut aisément vérifier en relisant les caleuls des paragraphes 4 ot 7
que pour tout groupe @ contenant un sous-groupe compact infini,

A(e, [0, 1]) -1 < O(s, ) < A(s, [0, 1/2])

ot C(e, @) est la constante introduite en 1.4, Dang le cas ol I" contient
une infinité d’éléments d’ordre 2, on aura méme

Afe, [011])“1<0(3’ G)-.<\.A(8, [0,1]).
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