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STUDIA MATHEMATICA, T. LXX. (1981)

Charakterisierung der Unterrinme und Quotientenriume der
nuklearen stabilen Potenzreihenriume von unendlichem Typ

von

DIETMAR VOGT und MAX JOSEF WAGNE R (Wuppertal)

Abstract. Complete characterizations are given of the classes of all subspaces
quotient spaces, projected subspaces of a nuclear stable infinite type power series
space in terms of conditions (DN), () and certain types of nuclearity.

Die vorliegende Arbeit setzt die in den Arbeiten [20] und [21] der
beiden Verfasser begonnenen Untersuchungen fort. Sie gibt eine vollstin-
dige interne Charakterisierung der Unterrdume, Quotientenrfiume, sowie
projizierten Teilriume eines vorgelegten nuklearen, stabilen Pobenzrei-
henraumes A, (o) von unendlichem Typ. Zur Charakterisierung verwendet
werden dabei die schon in [20], [21] betrachteten Eigenschaften (DIN)
und (Q), sowie die in [15] von Ramanujan und Terzioflu eingefiihrte
Ay (0)-Nuklearitit. Diese kann im Fall der Unterrdume und projizierten
Teilriume durch die in [17] von Robinson behandelte A, (o)-Nuklearitit
(im Sinne von [6]) ersetzt werden.

Fragt man spezieller nach allen Kotherdumen, die Unterraum,
Quotientenraum bzw. projizierter Teilraum eines vorgelegten stabilen
Potenzreihenranmes sind, so wurden entsprechende Charakterisierungen
von verschiedenen Autoren angegeben: fiir den Fall der Unterriiume von
4., (a) von Alpseymen [1], der Unterrdume von 4,(a) von Dubinsky [5],
der projizierten Teilriume von A, (a) von Dubinsky [3] (siehe auch [2],
[12]). Eine vollstindige Losung der angesprochenen Fragestellung (sogar
im nicht nuklearen Fall) ist in Wagner [21] gegeben. Die in diesen Ax-
beiten (sowie in [4], [7]) verwendeten Methoden gind wesentlich ver-
schieden von den hier verwendeten. Sie beruhen auf konkreten Rechnungen
mit Hilfe der definierenden Maitrizen. :

Die in der vorliegenden Arbeit verwendeten Methoden sind sehr
shnlich denjenigen in [20] und [21]. Sie sind von der Existenz einer Basis
vollig unabhingig. Man beachte im Vergleich zu [20] und [21] die Relle
der Ergebnisse in § 2. Diese sind anch iiber den Rahmen dieger Arbeit
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hinaus der Beachtung wert. Entsprechend allgemein ist die Formulierung
gehalten.

1. Im folgenden soll a == (ay, a,, ...) immer ecine strikt monoton
wachsende Folge positiver recller Zahlen bedeuten, die den beiden folgen-
den Bedingungen geniigt

sup 22 < oo (Stabilitit),

n Oy

SUp lo-g—?l < o0 (Nuklearitdit von g (a)).
n (3

Dann ist
Ao(@): = {E = (&1, &2, )1 D IEJM << + oo filr alle ¢ > 0},

vergehen mit den Normen

Il : = D) 15,0 05,

w0 0 < g; /400, ein (von der Wahl der o, unabhingiger) nuklearver (F)-
Raum.

Ist B ein linearer Raum, sind weiter ¥V < U absolutkonvexe Mengen,
F = F linearer Teilraum, go sei

8(V, U; F) = inf{s: V < 8U+T},
8,(V, U) = int{8(V, U; F): dimF < n}.

98, beiBt n-ter (Kolomogorowscher) Durchmesser von V bzgl. U (s.{14],[19]).
Ist E absolutkonvexer linearer Raum, 8o soll das Wort Nullum-
gebung” in Zukunft synonym sein mit "absolutkonvexe Nullumgebung”
und ¥ die Menge der (absolutkonvexen) Nullumgebungen bedeuten.
Die folgende Definition stammt aus [16], wobei wir die 3 im Beweis
von [15], COor. 3.5 aufgefiihrte fdquivalente Bigenschaft verwenden.
1.1. DEFINITION. Ein lokalkonvexer Raum F heiBt Ax(a)-nuklear,
falls zu jedem Uel wund jedem E>1 ecin Vel existiort mit
HmR™8,(V, U) = 0.
n

In einer anderen Formulierung heift das, daf (4.(a))* = 4(H), wo
(Ao(@))* den Kothednal (s. [10]) und 4(B) die diametrale Dimension
(8. [19]) bedeutet (s. [15], Cor. 3.5, Beweis).

Aus [15] tbernehmen wir weiter die folgenden fiir ung wichtigen
Ergebnisse, deren Beweis auch ohne die dort vorausgesetzte Nuklearitit

von. 4,(a) richtig bleibt. Es geniigt die hier vorausgesetzte Nuklearitét
von A (a).
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1.2. 8arz ([15], Prop. 3.2). Ax(a)-Nuklearitit veresbt sich auf Unier-
riume, Quotientenrdume wnd Produkie.

1.3. 8Barz ([15], Cor. 2.13). A (a) ist Ay(a)-nuklear.

14. Sarz ([18], Oor. 3.5(*)). Sei B ein metrisierbarer, lokalkonvexer
Ax(a)-nuklearer Raum, dann ist B isomorph einem Unterraum von (A (o)™,

Aus 1.2, 1.3 erkennen wir, daf die Ay(a)-Nuklearitit allen Unter-
riumen und Quotientenrdnmen von A (a) gemeinsam ist, sie ist die fiir
den Grundraum typische Eigenschaft. Die im folgenden aufgefiithrten
Bedingungen werden in [20] und [21] als (zusammen mit der Nuklearitat)
charakterisierend fiir die Unterriume bzw. Quotientenriume von s (= _(a),
a, = logn) erwiesen.

Sei im folgenden F ein (F)-Raum, || [; < || {: < ... ein Fundamental-
system von Halbnormen, U, > U, > ... eine Nullumgehungsbasis.

1.5. DEmINITION. # hat die Eigenschaft (DN), falls folgendes gilt:
Ls existiert eine stetige Norm || ||, so daf es zu jedem %k ein p uvnd ¢ > 0
gibt mit || 17 < Cl Il U

1.6. DeFINITION. B hat die Eigenschaft (Q), falls folgendes gilt:
Zu jedem p existiert ein g, so daB es zu jedem % ein » und € > Q gibt mit

1
U,<= Cr"U,,-l—; U,

fiir alle r > 0.

Man erkennt sofort, daB die Bedingungen (DN) und (Q) nicht von
dem speziellen Halbnormensystem, bzw. der speziellen. Nullumgebungs-
basis abhangen. Das folgende Lemma ist sehr leicht zu beweisen:

1.7. LEMMA. (DN) vererbt sich au:f Unterriume, (Q) auf Quotientenrdume.
Aus [20], Cor. 2.4 und [21], Satz 2.5 erhalten wir
1.8. 8A1z. A (a) hat die Higenschaften (DN) und (Q).

Aus 1.7, 1.8 folgt insbesondere, daf die Rigenschaft (DN) allen Unter-
viumen, die Bigenschaft (Q) allen Quotientenrdumen eines Potenzrei-
henraumes von unendlichem Typ zukommt.

Damit ist die eine Richtung unserer Hauptergebnisse 3.2, 3.4, 3.5
praktisch schon bewiesen. Fir die andere Richtung wird der folgende
Liftingsatz benotigt. Er ergibt sich aus [21], 8atz 1.4 in Verbindung mit [20],
Satz 1.3:

1.9. 8a1z Sei 0>E >G> F >0 eine exakie Sequenz nuklearer
(F)-Raume, E habe die Eigenschaft (Q). Sei H ein nullearer (¥)-Raum

(*) Leichte Modifikation fiir den metrisierbaren Fall.

5 — Studia Mathematica 70. 1
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mit Higenschaft (DN) und ¢ € L(H, F). Dann evistiort ein e L(H, &),
so daf ¢ = qoy, d.h.

2. Die Bewecise der Charakterisierungssfitze in [20] und [21] beruhen
neben Liftingsitzen und dem Satz von T. Komura und Y. Komura (8]
wegentlich auf der verhidltnism#Big leicht zu bewocisenden Tatsache,
daB eine exakte Sequenz der Form

N

0>8—>8—>8 —0

existiert. Der Beweis dafiir (s. [20], Lemma 1.6) benutzte Hilfsmittel
ang der Analysis (2[a,b] = s) und Tensorprodukte. Ex 148t sich. hier
nicht tibertragen.

Im folgenden wird fiir allgemeinere Potenzreihenriume eine andere
Konstruktion angegeben. Die Ergebnisse werden geniigend weit gefaft,
wm gegebenenfalls auch fiir entsprechende Arbeiten iber Potenzreihen-
réume vom endlichen Typ zur Verfiigung zu stehen.

Wir werden also in diesem Abschnitt auch die Réume

A(a) =& = (&1, &y )1 D) 1] @™ < +oo fiir alle 0< o<1}

betrachten, 0 < # < + oo. Diese sind, versehen mit den Normen

I8l = ) 16l 5"

wo 0< g7 (von der Wahl der g, unabhéngige) (¥)-Riume, die nicht
notwendig nuklear sind. Man beachte dazu die Generalvoraussetzung
iiber « in §1. .

Ist noch allgemeiner A = (@, ,)nen?men ©ine unendliche Matrix,
0< Gy < Oy i1 BUD By > 0 Tiir alle n = (4, ..., Ny, M, dann setzen
W.jl. m

A(A) = {E = (Endnerr? 1l i = ) 1énl Gy < +o0 fiir alle m).

A(4), versehen mit den. Normen. || |l,, ist ein (F)-Raumn.

, Das folgende Lemma entnehmen wir ohne Beweis aus [22], wobel

wir die Formulierung an unsere Verwendung anpassen (s. auch [22a]).
2.1. Levwa ([22]; §5, Lemma 1, 8. 48). Seien A = (@, 1) nenN” men

B = (bymeent.men  Matrizen wie oben, My, ke N*, disjunkte Teil-
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mengen von N” und inf a, ,, = by, fir alle m und k. Dann wird durch

neMjy,
q(8) = ( 2 §ﬂ)kst‘

, neMy,
fiir & = (&) env tine stetige lineare und surjekiive Abbildung von A(4)
auf A(B) gegeben. .

Wir werden nun unter Verwendung von 2.1 eine exakte Sequenz
konstruieren, die uns bei geeigneter Wahl der Vorgaben und Interpre-
tation der entstehenden GréfSen A4, ﬁK in den von uns gewilnschten
Fillen das gesuchte Resultat liefern wird.

2.2, LEMMA. Sei A = (8y1pm)igpenmen @ine unendliche Matriz wie

oben, es sei wetter Ay 1= (G pm)jeNmens A = (0,5 1 + g1, 1, kim)t, 5, kN, meNy
und es seien die folgenden Bedingungen erfillt:

) G inn =1  fiir alle i,5,%;
(2) B jem = G g m S alle m <k,
Ot m < Cigrgaem S alle m>F;
(3) Hma; pm =0  fir alle m<k;
i

(4) Zu jedem m existiert ein 8(m), so daf

a; '
8111)2—"L—751< + oo,

& ai,j,k;x(m)

Dann existiert eine exakie B’equemz.
0> A(4g) > A(d) > [ [ 2(4) 0.
. k=1

Beweis. (1) Fiir @ = (#,,,) € 4(4) setzen wir

9(@) = (2 ‘”i,;‘,k)j,kEN .

Definieren wir weiter

. 0 fir m<Ek
by pom 1 = Hif"'i,f,k;m = { ’

ayspm fir m>Fk

— letzere Gleichung gilt wegen Voraussetzung (2) und (3) — dann ist
nach 2.1 g eine surjektive, stetige lineare Abbildung von A(4). auf A(B),
B = (b; 1um)j e men - Man wible zum Bewels M, = {@,9,%): j, keN}.
Offenbar ist A(B) = [JA(4,).

: k

(2) Nach Konstrulktion von ¢ ist

Kerng = {(@50): D) @0 = 0 fiir alle j,k}.
. . i
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‘Wit wollen Xern ¢ mit A(d ) identifizieren und setzen dazu g; ;5 1 = 61
—6,,14 € Kerng, wobei die ¢;;, die Hinheitsvektoren in A(A) smd

*
Wir zeigen zunfchst, daB fir @ = (;;,) e Kerng wnd 7, =~ 3 @,,
gilt . »el
. . . -
limT, 2 =:lim Z N lig = €+

>0 A=k 00 4, kin

Hierzu berechnen wir:
n 1 " 12
o N,
Ni,5,095.5,6 = B 5] 3 2 Bik) Birrgk
=1 ] qesl wasl
-1 -1 n i
= ml,i,ksl,i.k"i"g (2 @, a,lc) 1,k Z(Z ”v,j,k) 63.11,5,k
t=1  w=l gl wa=l
= Zw g,k Cig e ( \ %,, J,Ic) n+1,5,k
i=1
und daher
n n
“ 2 M4,5,kY5.3.k “m Z %0, G i l Z v de| Gn-1,7ksm
=1 A= =1 y=l
= 2 lw1,j k[a' O WA m'l 1 mv,j,lc an-|«l,j,k;m
v—n+l
oo
n im",i,kla’l',i,k;m fitr m=k
yntl
< D il @ty
i=1 o
Z [wu,j,kl a’v,'j,k;m f\].).‘ m < k

r=l

De

3
<2 Q) @il g m -
g

Hieraus erhilt man durch Swinmation iiber j, k: ([T,2l, < 2 |ol,,
d.h. die T, sind gleichstetig. Wir miissen daher nur noch zeigen: T\, @ —
fiir # aus einer totalen Menge in Kerng. Rine solche wird gebildet durch
die # € Kerng der Form » = 2 &6;,; - In diesem Falle ist fiir m > k:

”m'—Tnmnm = Z lsf‘a’i,z,k.m 1'_lé:n«M + 2 E' ne+1,4,im

i=n+2

o0 00
< 2 (Efla'f.i,k;m‘l“ Z Evl”’n+1,;!,lc;m<2 2 ‘Eiwi,f,yg;mmo-

fe=ntl ve=npl P=nt1

icm
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(8) Wegen  lig;5xlln = @ijim+ is1,ikm konvergiert fir jedes
& = (&) € A(Ag) die Reihe if: Z’ & ;adiip und die durch &—if

4,70
gegebene Abbildung ist stetig linear von 4 (Ax) nach A(4).
Ist o = i, dann lassen sich die &;, aus den #;;, eindeutig be-

rechnen (& ;, = Z ®,; x), also ist ¢ injektiv. Klar ist weiter, daf Bild ¢
< Kerng.
Zu zelgen bleibt: Bilde > Kerng. Fir 2 e Kerng setzen wir daher

Mgk = Z @, ;- Wenn wir zeigen: 7 := (7;;,) € A(Ag), dann folgt aus (2)

m =, dh x e Bild e

Sei also # € Kerng und 7 in der angegebenen Weise definjert. Das fol-
gende bleibt richtig, wenn an den durch i markierten Stellen ¢ durch 41
ersetzt wird. Wir erhalten:

o
2 By g | Figgem s 2 o, (B k] @ g o ﬂn mz=k,
o =gl ve=i+1
Migal Gsmm =1y i
N .
{ D' @ G < D) ol G em tir m<k
v=1 y=1

und hieraus durch Sumnation fiber j, k

) s 1153l Gagim < 1l

Ik

Unter Verwendung von Voraussetzung (4) ergibt sich schheﬁhah

\ s
2, 16,60 @i 1.e5m = (5‘ 192,3,41 %43 ksstm) Dad i )
k a; L3 keis(m)

4,7k 7,

< 24 (s?p mi,j,kl ai,j,k;s(m)) 2
iak i

sup N Gupkm

‘-'J @ 5,k; s(m)

-——ilj—’,ﬁ"-q'— < c ll«’ﬂils(m)
@,j,k;8(m)

WO

Addieren wir die durch Binsetzen voni = iundi = {¢+1 entatehenden

Ungleichungen, so erhalten wir
2 14,1, (@, 5,1 T Ci g1, 3m) S 20 |iellggomy»

iadk
2.3. SATZ. Sei A = (&, ,,), men ¢ine unendliche Matriz, die die folgenden
Bedingungen (2)-(d), sowie (e;) oder (e,) erfiilli:

(a) @,,> 0 fiir alle n;

“dh. pei(dg).
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@, Gy .
(b) B ELR . fiir alle n, m;
“n,m—[-l an+1,m+1 !
( s g .
¢) lim =0 fir alle m;

n “n,m-{-l
(d) Zu jedem m existiert s(m), so dap
Ba¥m

Z——“ <<+ o003
7 o s (m)

(81) O < Gy 10 Jily alle ny m und 2u jedem m existiert »(m), C,, > 0,
80 Aaf op o < Op Oy oy Silr allle n;

(€2) Uy = Oy Fibr alle n, m und 2w jedem m existiert r(m), 0, > 0,
80 Aaf 6y < Crllyy pimy fiir alle n.

Dann existiert eine ewakic Sequens
0 A(4) > A(4) = 14NV —>0.

B is. i i ==
eweis. Wir setzen A = (& ;)i jren; meny WO

a4, k)m

B g keym ==
G (3,3, k)5k
und .
n(i;§, k) = 2 (2PN (j —1) 2% — 1) 2
Wr 4,j,k eN. '
Da (¢,], k) = n(i, j, k) eine Bijektion von N* auf N ist, wird durch

;St;lt(én) > (Enfigiy By )igpen @0 Isomorphismus . A(4) = 4(4) herge-

Da weiter j<n(l,],k) <2, erhalten wir durch wiedefholtc
Anwendung von (e,) mit geeignetem R(m) > m und C,: -

o, < o G
jim S Cufl, gy m S Oyt S U 0, 1m)

und analog aus (¢,):

@, < C - w0
Im == Omagkﬁ«lj,mm) A (’m“n(l.!,lc).R(m) i Oma':l,lﬂ(m) .

In beiden Fallen gtells also & == (£,), ~ (&4 eine phi
LG : 1) einen Isomorphis-
mus A(4) e A(4y) her fiir jedes k. Al '
Z}u’ Identifikation von A(4dg) benutzen wir im Falle (e,) die folgende
Ungleichung

an,"ﬂ a,

&y a a,
n,m 2n./m An,m (m,
\<\“+~J'_*<2_.""' . £ 20 Zngrm)
an,k an,k a‘.m,k . a’n,k ’ an,k

icm
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und im Falle (e,) -
-1 %, Oy, Gy, O,
Oml Ny < 'n,r(m) n,7(m) <2 'n,r(m) A
G, ¥ L% Fan,k Qon

Setzen wir # = n(4, §, k) und beachten, daB 2n = n(i+1,], k), 80 erhalten
wir im ersten Falle

a,

'n.m %ns r(m) .

L G g pm ™+ B, S 20,
ke Qo

3

Durch (&,) = (&ng.5.0 Fn.,0.6) Wixd also ein Isomorphismus A(4) = A(dg)
hergestellt. Analog ist im zweiten Fall

a’n,r(-m)
?
Gan, i

a. -
-1 'n,m
Cn

< g promy + o3 derlom) < 2
azn,k

und (£,) > (Eni.g.p Bnts+1,5,0,) SteLlt einen Tsomorphismus 1(4) = A(Ag) her.
Tn beiden Fallen erhalten wir also eine exakte Sequenz
0> A(4) > A(4) = A4V >0,

falls wir fir die ;7. die Vora;ussetzxmgen. (1)~(4) in 2.2 verifizieren.
Diese folgen jedoch sofort aus (a)-(d), wobei zu (4) zu beachten ist, daB
wegen 2¢ <-n(f, j, k) und (b)

1 Bt e
Z_ i, km <2
v

T 01,3, k:80m)

Qo om

< + o

As¥ ()
tir alle j, &.

Wir wenden nun 2.8 auf Potenzreihenrdume an und erhalten unter
nnseren Generalvoraussetzungen an a:

2.4. SATZ. Piir jedes 0 < r < -+ oo ewistiert eine exakte Sequenz

0 = A,(a) > Ap(a) > A (@)Y 0.

Beweis. Fir a,,, = 0 on 7 verifiziert man leicht (a), (b), (e)
in 2.3. Auf Grund nnserer Voraussetzung an a existiert ein ¢ > 0, so daf
logn < ga, fiir alle n. Daher ist fir jedes ¢ mib 0 <¢< 1:

o) L I_O;QE"
Ser< Y1 < +oo.
y=1 y=1

Hieraus leitet man leicht (d) ab.
. Da « als stabil vorausgesetzt war, existiert ein p > 0, 80 dal a,, < pa,
fiir alle n. .
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Fiir # = +-oco whihlen wir z.B. g,, = 2™ und erhalten (e,) mit ¢, = 1,

.r(m) = pm. Filr r =1 wihlen wir z.B. g, = 27" und erhalten (e,) mit

Cm =1, 7(m) = pm. Fiir beliebige 0< r< +oo folgt die Behauptung
aus der Tatsache, daB A,(a) = 4,(a).

3. Wir haben nun die Mittel bereitgestellt wm die angestrebten
Charakterisierungssitze zu beweisen. a soll wieder eine Exponentenfolge
sein, die den zu Beginn des §1 genannten Voraussetzungen geniigt, insheson-
dere ist also o stabil und A4, (a) nuklear.

Wir beginnen mit einem Lemma, in das der 1.4 zitierto Universali-
téitssatz und 2.4 eingehen.

3.1. LmmmMA. Ist B ein Ay(a)-nullearer (I')-Rawm, so existiort ein
abgeschlossener Unterraum B < A, (a), sowie eine emalite Sequenz

0> A (a) B —~H->0.
Beweis. Nach 2.4 existiert eine exakte Sequenz
0> A (@) > A (a) 3 Ay (a)¥ - 0.

Wegen 1.4. und der Ady(a)-Nuklearitsit von B kénnen wir uns B als abge-
schlossenen Unterraum nach A, (o) eingebettet denken. Wir setzen dann
B = ¢! B und erhalten die geforderte Sequenz

0>A,(a)>BS B0,

Der folgende Satz enthilt die Charakterisierung der Unterriume
von A, (a). :

3.2. Sarz. Bin (F)-Raum B ist genaw dann isomorph einem Unterraum.
von A, (a), wenn er Ay(a)-nullear ist und die Bigenschaft (DN besiter.

Beweis. Auf Grund von 1.3 und 1.2 ist jeder Unterraum von A («)
Ax(a)-nuklear, auf Grund von 1.8 und 1.7 besitzt er die Bigenschaft (DN).

Zu zeigen bleibt die Umkehrung. Da (z.B. wegen 1.4) die Ay (a)-
Nuklearitidt von B die Nuklearitit impliziert, da weiter wegen 1.8 A, (a)
die Rigenschaft (Q) besitzt,. zerfdllt auf Grund von 1.9 (angewandt auf
¢ = idg) die nach 3.1 existierende Sequenz

0—>d,(a)>B>B-—o0.

E igt also isomorph einem (projizierten) Teilvaum von F < A (a).
Wir werden die folgende, der linearen Algebra angehorige, Bemerkung
verwenden, die man etwa im Beweis von [21], Lemma 1.5 bewiesen tindet.
Bemerkung. Ist das folgende ein kommutatives Diagramm
linearer Réume und linearer Abbildungen, bei dem die Zeile und die

icm
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0

[

0—>EB —>E,—>¢—>0

AN
N |

—>

1’7

!

Spalte exakt ist dann existiert eine exakte Sequenz

-

0—-F, —-HOF,—~H,—+0.

73

Zum Beweis der Charakterisierungssitze fiir die Quotienten und

projizierten Teilriume von A,(a) benutzen wir hier eine Variante des

Beweises in [21].

3.3. LeMMA. Ist B ein Ax(a)-nuklearer (F)-Raum und besz_‘tzt E die
Eigenschaft (Q), so existiert ¢in Unterraum B von A, (a) und eine exakle

Sequenz

0—>Ag(a)—> A (a)>BDE -0

Beweis. Wir wenden zweimal obige Bemerkung an. Im folgenden

ersten Diagramm ist ¢ die nach 1.4 existierende Einbettung, ¢ die Quo-

tientenabbildung auf @ := A (e)¥/iB. Die Spalte rihrt von 3.1 her,

B < A (a). v, existiert nach 1.9, denn E hat die Eigenschaft (DN) nach 3.2

und ist nuklear. B ist Ay(a)-nuklear, daher nuklear, und hat die Bigens-

chaft (Q) nach Voraussetzung.

0 E—tom Ao(o)?—2

N

i P} e ) e ©

.

oo(00)

Y
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i Aus der Bemerkung resultiert die Zeile im nun folgenden zweiten -
Diagramm. Die Spalte existiert nach 2.4, ¢, auf Grund von 1.9.

0

0 An(e) = E ® E o 1 ) -mm 0

|
N oa(ot)

T
Aolec)

}

0

) Die Existenz der in der Behauptung geforderten Sequenz folgt nun
vfrlﬁder aus der Bemerkung, wenn man beachtet, da8 auf Grund der Stabi-
litéat von A (a) gilt A (a) DAy (a) 22 A, (a).

1.)16 folgenden beiden S#tze geben nun die Charakterigierung der
Quotientenrdume und projizierten Unterriume von A (o).

3.4. Barz. Fin (F)-Rawm B ist genau dann isomorph einem Quotien-
tenraum von A (a), wenn er Ay(a)-nuklear ist und die Bigenschaft (Q) hat.

i Beweis. Dafl J:eder Quotient von . (a) Ady(a)-nuklear ist und die
Eigenschaft SQ) besitzt, folgt wieder aus 1.3, 1.8 und den entsprechendon
Vererbungssétzen 1.2 und 1.7. Die Umkehrung ist in 3.3 enthalten.

3.5. Sarz. Bin (F)-Rawm B ist genow dann isomorph einem proji-

zierten Unterraum von A, (a), wenn er Ay (a)-nuklear ist und die Bi
(DR s 0y T y ~(a) ie Bigenschafton

Beweis. Die eine Richtung folgt wieder aus 1.3, 1.2, 1.8, 1.7. Um

die Umkehrung zu zeigen, betrachten wir dje nach 3.3 existierende exakte
Sequenz ‘

0~ A (a) > A (a) > B@H -0,
wo B« A ().
. 57 und F haben die Ei-gepsehaft (DX), damit trivialerweise auch
Eﬂ} - Da 4, (a) nach 1.8 die Rigenschaft (Q) hat, und alle beteiligton
.Ra.ume nuklear sind, zerfillt die Sequenz nach 1.9 # @F und damit auch ¥
ist also projizierter Unterraum von A (a).

Man kann das Ergebnis von 3.5 auch in der f
las ] t . ] olgenden, auf Grund
von 3.2 und 3.4 dquivalenten Weise formulieren. ¢ ’

y ”3.6.USATZ, Hin (F)-Raum B ist gemau dann isomorph einem proji-
cierton mfe'rmum von A, (a), wenn er isomorph eimem Unterraum’ wund
isomorph einem Quotienten von A (a) ist.
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Ts sei daranf hingewiesen, daB 3.6 keinesfalls bedeutet, daB ein Unter-
raum von A (a), der isomorph einem Quotienten von A (a) ist (d.J. Bild
eines stetigen Flomomorphismus von 4, (a)) notwendigerweige proji-
ziert in A (o) liegt. Bin Gegenbeispiel dazu wird jeweils durch den Kern
der nach 2.4 existiorenden exakten Sequenz gegeben. Er liegt nicht pro-
jiziert in A, (e), da A, (@) keine stetige Norm besitzt, also nicht Unterranm
von A (a) sein kann. Zu dicsen Fragestellungen s. [91].

4. Wir wollen nun zeigen, da8 wir in den Séitzen 3.2 und 3.5 die An(a)-
Nuklearitit dureh crheblich schwichere Bedingungen ersetzen konnen.
Tnghesondere kann ein im allgemeinen Fall schwicherer Nuklearitats-
bogritt, nimlich die 4, (o)-Nuklearitit (d.h. A-Nukloaritéit im Sione von [6]
mit 4 = Ay(a), susfiihrlich behandelt in [17]) den Charakterisierungen
zugrunde gelegh werden. Wir beginnen damis, einleitend einige Begriffe
zu erkliren. )

st B ein lokalkonvexer Raum, U €, dann soll By, der zu U gehbrige
normierte Raum, By die vollstindige Hiille von Hyy, d.h. der zu U gehorige
Banachraum sein. Setzen wir

dann ist B ein Banachraum mit der Einheitskugel U, und in kanoni-
scher Weise gilt (By) = Bypo. Fiw U, Vell, V. U soll Ayt By By
die kanonische Abbildung sein, Agopo :=: A%y ist dann die natiirliche
Rinbettung Byo — Bpo. ‘

Tine stetige lineare Abblidung 7' von einem Banachraum H in einen
Banachraum JF nennen wir ,(e)-nuklear, wenn beschrinkte Folgen
(Odnmty,... I By (Bplyurg,.. I Iy cine Folge & = (&, £y -..) € 44(a) und
R >1 existicren, so dafB

T ""‘2 5anan {wy ay by

#iir alle @ € B. Dieso Definition stimmt wegen [17], Lemma 1.2 mit der
in [6], 8. 10 gegebenen Definition dberein. Entsprechend ist dann der
im folgenden definierto Begriff dor Ay (@)-Nuklearitit gerade die A-Nukle-
aritit i Sinne von [6] fiir A == 4, (a). Diese wurde in [17] fir nukleare

" A,(a) eingehend behandelt. Wir bleiben hier bei unserer Generalvorausse-

tzung tber a (8. §1), die nur die Nuklearitit von A, (a) nieht notwendig
die von A;(a) impliziors.
4.1. DumNmrron. Bin lokalkonvexer Raum F heift Ay (@)-nullear,
wenn zu jedem U el cin V e existiert, s0 da8 Apydi(e)-nuklear ist.
Um diesen Nuklearititsbogritf in gecigneter Weise mit der Rigen~
sehatt (DN) in Verbindung bringen zu kénnen, iibernehmen wir aus [20]
dio folgende duale Formulierung von (DN).
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Sei also B wieder ein (¥)-Raum, U; o U, o ... eine Nullumgebungs-
basis abgeschlossener absolutkonvexer Mengen, By := U} = B’. Dunn
gilt (5. [20], Lemma 1.4): )

4.2. LeMMA. F hat die Bigenschaft (DN) genaw dann, wenn éine schwach
beschrankte (= gleichstetige), absoluthonvere Menge B < I’ ewistiert, so
daf es zu jedem &k € N ein p € N und € > 0 gibt mit

0
BycrB+—By,,

fiir alle v > 0.

Das folgende Lemma enthalt eine der wesentlichen Aussagen dieses
Paragraphen. Eg gibt die exakte Bedingung, unter der wir bei Hinzutreton
der Eigenschaft (DN) die Ay(a)-Nuklearitit sichern kénnen. Diese Bedin-
gung charakterisiert dann also wegen 3.2 (bzw. 3.5) zusarmmen mit der
Bigensehaft (DN) (bzw. den Eigenschaften (DXN)und (Q)) die Unterriumo
(bzw. projizierten Teilrdume) von A (a).

4.3. LeMMA. Lst B eine beschrimkte Menge in B’ gemdf 4.2 und exis-
vieren ein Ry > 1 sowie eine schwach beschrinkte, absoluthonveve Menge
B' <« B', B < B',s0 daf supBjn 8, (B, B') < + oo, dann ist B Ay (a)-nuklear.

1

Beweis. Durch Ubergang zu einer Teilfolge der Folge B, (siche oben)
konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB
B =B,cB =B,cBc ...

Dann existiert also nach Voraussetzung cine Konstante M > 0 sowie zu
jedem # ein hochstens n-dimensionaler Teilraum 7, = B, so daB

(%) By« MRy *B,4-F,
fiir alle n.
Wir konnen weiter ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
daB
. 1
(**) Bk L= 7‘B0-'}- T’BIHJ

fiir alle ¥ und r > 0. Setzen wir in (s+) r = 8, wo 8 = VR, > 1, dann
erhalten wir mit Hilfe von (x)

By« M8 aB +F,+87"B,,, = (M +1)8" By, .+ F,
fiir alle ». Hieraus wieder ergibt sich durch m-faches Zusammenselzen
By < (M A+1)"8 ™ nB, ...+ F,
fiir alle &, m, n. Wir haben damib gezeigt, dal
(a4 Sup 8™ 8, (Byy Bpym) < -+ o0
fir alle & und m.
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Auf Grund unserer Voraussetzungen iiber o existiert ein m,, so daB

S—mon < fiir alle % & N. Do weiter 6, (Uppmr Ur) < (04+1) 8,(Byy Brym)

(siehe [19], S. 72) erhalben wir aus (s#)

sup S(mnmu)ﬂ"’ 671,( UR:+7IH Ulc) 2 SUPA"M" CSn (BJH Blc-(-m) < oo
n "

fiir alle % und m. Do § > Limpliziert dies die Behauptung.

Der folgende Satz ist nun eine unmittelbare Folgerung aus 4.3.

4.4. Sanz. Ist B ein A,{a)-nuklearer (I')-Rowm it Higenschaft (D),
so ist B Ax(a)-nullear.

Beweis. Sei B = U’ Uel cine beschrinkte Menge gemiB 4.2.
Nach Definition der A, (a)-Nuklearitit (s, 4.1) existiert ein V ell, V <« U,
50 daB 4y, eine Darstellung hat der Form

AV.Uw == Z 6an“n ‘( &Ly > bn'
n
Dabei soll & = (&, &, ...) €dy(a), B> 1, (“n)nml,;,.“ eine beschrinkte

Folge in Epy (bylpwi,z,... @6 beschrinkte Folge in By sein.
Sotzen wir B’ = V7 go ist B = B’ und App hat die Darstellung

Appy = 3 6B (buyy ) G
n

1st O eine obere Schranke fiir die Normen der a, und b, und ist 1 < B, < E,
80 erhalten wir )

8,(B,BYS Y HRTYC K RymO 3) 6| (Ro/R)Y.
J=n4l i=1
Die Behauptung folgt dann aus 4.3. N o

Mit Hilfe von 4.4 und der Tatsache, daB Ay(a)-Nuklearitit dic
A, (a)-Nuklearitit impliziert (s. [18]), 148% sich 3.2 dann auch in der fol-
genden Weise formulieren. ) :

4.5. Sarz. Bin (F)-Raum F ist genau dann isomorph einem Flmewawm
vom A, (a), wenm er Ay (a)-nullear ist und die Bigenschafi (DN} besitzt.

Tintsprechend nimmi 8.5 die Gestalt an:

" 4.6, SATZ. Bin (F)-Rawm B ist genaw dann isomorph einem projizierten
Tntervaum von A, (a), wenn or A, (a)-nulloar ist und die Bigenschaften (DN)
wnd () hat.

5. Wir wollen mit cinigen Bemerkungen und Beispiclen schlioSen.
Dabei wollen wir auf die Charakterigierung der Unterrdume, Quotie:nten
und projizierten Teilrdume von Ag(a), die _ }K(jthgxafzhe Folgenrm_mw
(8. [10]) sind, durch konkrete Bedingungen an die 'defmle.rem:leg Mmt}*wop
hier nicht systematisch eingehon. Dieser Tall ist, wie bereits in der Einlei-
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tung erwahnt, in [1], [3], [22] mit anderen Methoden vollstdndig gelogt.
Die Bedeutung der Rigenschaften (DN) und (Q) fiir Kothesche Folgen-
réume ist auBerdem in [20] und [21] austithrlich diskutiert. Die Bedeutung
der Ay(e)-Nuklearitdt fiir diese Réume kann [15] entnommen werden,
wobei auch in diesem Fall die dort gemachte schirfere Wachstumsvoraus-
setzung an ¢ unwesentlich ist (vgl. §1).

Es ist jedoch nicht ohne Interesse, zur Veranschaulichung die Bedin-
gungen im Tall eines Potenzreihenraumes konkret hinzuschreiben. Das
folgende Schema gibt jeweils die notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, daf 4,(f) (r =1, - o) isomorph cinem Unterraum, Quotienten
bzw. projizierten Teilraum von A (a) ist.

| proj. Teilranm

) | Unterraum | Quotient
A (B) sup—~—< -+ o0 sup——< -+ o0 sup—g”—< -+ 0o
ﬂn ﬂ n ki ﬂn
A,(B) nie lim 2 = 0 nie
n n

Die in diesem Schama enthaltenen Brgebnigse sind zum Teil wohl-
bekannt. Die Notwendigkeit der Bedingungen folgt aus [16], Prop. 2.12,
bzw. im Fall der ,,nie”-Positionen aus [23]. DaB die in der ersten Zeile
genannte Bedingung unter unseren Voraugsetzungen hinreichend dafir
igt, daB A, () isomorph einem projizierten Teilraum von A (a) ist, ist
in [3] enthalten. Der Rest der ersten Zeile folgt daraus. Im Rahmen
unserer Theorie folgen die angegebenen Bedingungen aus 3.2, 3.4, 3.5
in Verbindung mit [20], 2.4, [21], 2.6 sowie [15], 2.12. Analog lassen sie
gich auf [22] und teilweise auf [1] zuriickfiithren.

‘Wir betrachten nun als weitere Beispiele Réume holomorpher Funkti-
onen. (vgl. hierzu [2], [13], [18]). Wir wahlen dazu bei festem N e N die
Folge a, = n'Y. Dann ist A,(a) = #(CV), der Raum der ganzen Funk-
tionen auf C¥, wihrend A, (o) = 2 (D), der Raum der auf dem Rinheits-
polyzylinder D¥ = {# = (2, ..., #y): max|g;| < 1} holomorphen Funk-
tionen ist. :

# (C™) ist also isomorph einem Unterraum, bzw. einem Quotienten,
bzw. einem projizierten Teilraum von # (C¥) genuu dann, wenn M < N.
o# (DM) ist niemals isomorph einem Untorranm von /f(CN ), jedoch Quoti-
ent genau dann, wenn M < N.

Betrachten wir allgemeiner eine N-dimensionale komplexe Mannig-
faltigkeit V, so 148t diese sich mittels lokaler Potenzreibenentwicklungen
in ein' Produkt von Réumen, die isomorph zu A,(a) mit a, = #*~ gind
cinbetten und ist daher, wie man zeigt, stets 4;(a)-nuklear. Ist V daritber
hinaus Steinsch, so ist # (V) Quotiéent von #(C*N**) und hat damit
die Bigenschaft (Q) (vgl. [11]).
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Fiir eine N-dimensionale Steinsehe Mannigfaltigkeit erhalten wir
also aus 4.5, 4.6 bzw. 3.4:

(1) # (V) ist genau dann isomorph einem Unterraum, bzw. einem
projizierten Teilraum von #( C™), wenn ¢s die Bigenschaft (DN) hat.

(2) (V) ist genau dann isomorph einem Quoticnten von J(CN )
wenn 68 Ay(a)-nuklear ist mit a, = n*¥.

Die Bedingung (DN) an M (V) ist recht einschneidend, wie [20],
2.6 zeigt. (V) braucht im allgemeinen weder die Bigeaschaft (DN) zu
besitzen, noch Ax(e)-nuklear mit a, - 2 zu gein, wie das Beigpiel
V = D¥ (siche oben) zeigt.
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Spectral extension and power independence
in measure algebras

by
GAVIN BROWN (Sydney)

Abstract, Supposo Ghat gy, ..., 4, ave measures in some subalgebra N of the
convolution slgebra M (&), where @ is a locally compact abelian group. When is the
joint spoetrum. of gy, ..., iy in N the same as their joint speotrum in the whole Banach
algebru® Tt iy shown that the independent power hypotheses which are effective
in tho case m = 1 oan bo adapted to give positive results, but that there are serious
obstructions to wmultidimensional gpectiral extension. theorerns.

1. Introduction. The underlying problem is the practical one of
determining spectral properties of those bounded linear operators on IL*
which commute with translations. In view of Wendel’s representation
of these Ll-multipliers as convolution operators, one may, of course,
regard much of the difficulty as that of spectral extension in M (@), the
commutative Banach algebra of all regular bounded Borel measures on
a locally compact group G , .

Joseph Taylor’s cohomological investigations (summarized in [12])
have led, in particular, to a deep but simply stated criterion for extension
of gpoctral valwes; while a much shallower result of W. Moran and the
present author, [4], gives a condition for extension of individual homomor-
phisms (generalized characters) which has proved to be a powerful tool
in applications. Abstract convolution measure algebra results of these
two types from part of a methodology which has been developed over
the yoars by many authors, notably Wiener and Pitt, Williamson, Sreider,
Hewitt and Kakutani, Varopoulos. A characteristic technique has been
to use mensuro theoretio singularity to deny the existence of algebraic
relations, then to use the resulting “glgebraic independence” to demon-
ghento that there is no obstruction to extension. In this regard we foel
that Willinmson’s analysis of the Wiener-Pitt phenomenon in terms of
“indopendent power” elements which need nob themselves be based on
independent gubsets of the line, [14], has been particularly influential.

Tlero we show that existing notions of (polynomial) power indepen-
dence fail completely to give joint spectral extension results. We substitute
a stronger comeept of “full polynomial independence” which avoids the

6 — Studia Mathematlea 70. 1
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