Sur les suites d'opérations linéaires"

par
J. MARCINKIEWICZ (Wilno).

1. Dans tout ce qui suit nous désignerons par L” la classe
de fonctions définies et intégrables avec la p-iéme puissance dans
Pintervalle (0,1), et par |f|, I'expression

{j' f,,,dt}u,,

Nous dirons qu'une opération lindaire ¥)

g=U(f)

est de classe Lp 4,0 ou bien tout court L,,,,, s si elle transforme

chaque fonction feZ” en une fonction geL’; si elle est en outre
totalement continue, nous la désignerons par L' . Le but du pré-
sent travail est de démontrer certains théoremes sur les suites
d’opérations L . Le résultat principal est contenu dans le

Theoreme 3. Si les normes?) des opérations U, de classe

LP, (p, g > 1) sont uniformément bornées, on peut chozszr une suite
n, de sorte que l’expresszon

Y=
converge presque partout pour chaque fonction fe L.

Pour la demonstratlon du théoréme énoncé nous utilisons
la forme générale de L »q Etablie dans le théoréme 1 et certaines

"IL

!) Sur les notions des opérations linéaires, des opérations totalement
continues etc. voir Banach [1], particuliérement p, 20—25 et 96 sqq.
%) Voir Banach [1], p. 54.
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propriétés des suites d’opérations L* faiblement %) convergentes,
contenues dans le théoréme 2.

En ajoutant quelques conditions supplementalres, on obtient
les théorémes 4 et 6. En appliquant ces théorémes & la théorie
des séries orthogonales, on trouve les théorémes 7—9.

9. Nos considérations ont pour base certaines propriétés du
systéme orthogonal et normé de M. J. L. Watss. Il nous semble
commode de les formuler dans un lemme.

Lemme 1. Désignons par {w,(t)} le systéme orthogonal et .
normé de M. Walsh. Soit

(2.1) f=2auw, fel (p>1),

(2.2) S, (fit)y=35,(f)=35,(1) =é£ a, o, (t),

2.3) n<n<n<...; n,,<2n,
ngv_‘_l'—l

(2.4) 4,=3a,w,l(t),

: f=ny

(25) §' @) =suwp S, O

En désignant par A,, B, Cp, ... des constantes positives
convenables, on a

1 1
@.6) [is,pat<a, firra,
. 0
° 1
@7 lm [1f—S,Fdi=0,

0

08 B [(Zaya<ifra<c,[(Zartd,
0 » ] P 1 J ”
(2.9) f |S"Pdt< D, f | P dt,
0 0

%) Voir Banach {1}, p. 115 sqq.
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1 1
e Xflara<mfira o>,
"o 0

Ces formules importantes sont dues i R. Patey 4,
3. Théoréme 1. Pour qu’une opération Lp‘(, (py g >1)1)

g=U(f)
soit L:'q, il faut et il suffit que l'on ail

G e= L@,
(3.2) 2L, (x, 8 <o,

ot les L, (x,1) sont de la forme

Y.
Lo ()@

Hj=1

et |L,|| désigne la norme: de lopération L,

f L,(x, £ () dt.

Démonstration. Il est presque évident que la condition
est suffisante. En effet, quel que soit 'ensemble borné %) de fone-

tions f, 'ensemble .S, (f) est compact; il en résulte que I'ensemble
‘transformé par la formule -

Jresor0a

Pest aussi et cela montre que cette transformation est totalement
continue. Envisageons un ensemble borné dans LP. 1l est facile
d’en extraire (par exemple par la méthode de la diagonale) une
suite infinie £, £,,..., de sorte que les suites

) Paley [1]; des formules analogues subsistent aussi pour le systéme
trigonométrique.

%) Le théoréme subsiste aussi pour g==1, au contraire nous ne savons
rien sur le cas p=1.

®) On appelle un ensemble £ contenu dans L” bornd, §'il existe une con-
stante M telle que I'on ait [f1,<< M pour ehaque fonction fEE.
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y 1 B )
{ ZfL”(x, 8 £, dt}» v=1,2,...)
w=1y ‘
convergent dans L7. Le méme subsiste alors aussi pour la suite
{U(f'v)'}

e .
Montrons maintenant la nécessité. Dans ce but posons pou

cha LP
chaque fE [L,(f):U(f)_U(S“'(f))

et désignons par

(KA
la norme de l'opération ainsi définie. D'aprés (2.6) on conclgt
1U,[==0);

nous allons démontrer que

1U, = o).

En admettant 'hypothése contraire, on pourrait choisir un
£> 0 et une suite infinie {W,} de la forme

1,
2 (l,,,' w U)H (t)!
»

que

satisfaisant aux inégalités
(3.3) \UWw) |, >z W[, <L

| ; la suite
L’opération U étant L, nous pouvonsq admettre g‘u: la saite
{UW,)} converge vers une fonction Wel?. La premiér |
galités (3.3) entraine nécessairement

(3.4) |W|,>e.
Choisissons une suite {n,} de maniére & satisfaire aux inégalités

~
n’o'+l > Ql'nqv ’ L"af & 271,,, ’

et considérons les fonctions

' n 1
IV"V i = ZT L.V'"""Fi .‘., !

M =]
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En appliquant (2.8), on obtient 7)
l Wn, i ’p< A ’

ot 4 désigne une constante absolue. D’autre part, il est évident que
o 1
I 'U(W/,,li) l - Z“I Wl,,;

Z“IWL,\ AM

=1

M désignant la norme de I'opération U, Or, comme n est arbi-
traire, il en résulte

|W|=o,

contrairement & linégalité (3.4). Ce résultat établi, choisissons
“d’abord un entier n, tel que

1V, 1< 82,

= U (Cl)m) y &= 2 aq}v “ m# ,
°

choisissons ensuite un entier ml tel que

posons

73
yl a, NG 51.' 1/2
r=1 (&—m,—i—l
et posons

(3.5 Li(x 19 ~2w (t) Z'aq 0 (),

=1 fe==1

U= f Lo O£ di,
U=U—U,;
i<,

on voit que

L’opération U étant encore L o hous pouvons la décom-
poser de sorte que lon ait

1
w=%+%;aﬁjguwﬂmm

0

1)< e

") Clest le point ol la démonstration tombe en défaut pour p =1,
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olt L, est de la forme (3.5). En supposant
284' < 0 b

on démontre par une induction facile la formule (3.2).

Remarquons que l'on peut remplacer dans 'énoncé du théo-
réme les expressions L, par des polynomes ordinaires en x et £;
il suffit d’approcher convenablement les noyaux L, par des poly-
nomes ordinaires pour passer de la forme établie du théoréme
4 la forme demandée.

4. Théoréme 2. Supposons que la suite {U,} d’opérations
L, (pyq>1) converge faiblement vers zéro. Il existe alors
une suite {n,} satisfaisant & la condilion suivante:

1 1

4.1) l‘—ZU,,M(f””‘ (_l, A= min (— 1——; —EI— 1—--q—)

Démonstration. En vertu du théoréme 1, il suffit de
s'occuper des opérations de la forme

U,(h=[Lexdf@dd,
0 -

Ay
L,(x 0 =2 a)w,(x) ,(®).
1

La suite {U} étant faiblement convergente, on a d'une part

U <M
et d'autre part
llm a(a)——o (isj':]-’z"")'

En changeant les notations, nous pouvons admettre que

H')’

(4.2) )9mm|<2“3 a@+1)>2%, A>2u®).

(,]“‘1
Posons
@3 L= Z%ﬁﬂﬂww,
. ’IJ'—I
@.4) _ 3 P ume,
x._u('wj 41 je=
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l’l' ?'1'
3 (3
(4.5) =3 X ag, j w,(x) w, (1),
v=1 j=u ()41

1 1 1
4o UP=[19 1@ di, UP = [17 70 dt, UP~ [LOf .
0 0 ’ 0

Nous allons démontrer linégalité (4.1) séparément pour

1 2
Ue, U et U

P

D'une fagon évidente (4.2) entraine (4.1) pour U, On
obtient, d’aprés (4.2) et (2.8),

1 1
an  [IZUP(rac<c, [(X Uy s,
o ! o 1!

En supposant 1 <<g<(2, on a
: 1

1
(4.8) f | JUPFdx < C, Y j | UP d = O(n).
‘ o ¥ 19
Pour g>2, une application de |'inégalité de Holder donne

(4.9) fl (

Maintenant tout revient & évaluer I'expression

n
2 uv),,

»=1 r=1 0

n n 1
STU@R gy & g2 3 f | UD 1 dx— O (n").

»=]
ou bien l'expression majorante
(4.10) 2uP .
2 q
. 1

En désignant par 4, I'expression
2,

a0, (= 3a,0,¢))

u (v i=]

et en appliqgant Pinégalité (2.8), on obtient pour 1< p <2

n n 1 1 n
210P1=0( [14,,d) =0 ([ 3|4, pay")
0 b 1

(4.11)

1
e o s on .
— O (nP~ VP =PI (]()_,’Jf)”/”dt)l’”) — O™,
0 !
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D’une fagon analogue, I'inégalité (2.10) donne pour p>2
1 ,
@12 D|UP|=0(Z([I4,pd"y=0("") ¥.
1 1y

5. Nous allons démontrer le théoréme 3 d’abord dans le
cas particulier ot la suite {U,} converge faiblement vers zéro. Il
suffit évidement de s’occuper des opérations U, de la forme

1
U= [L,(e0f @,
(.1 0.
L(x,t)y=2 af:]) , (x) w; (1),
,j=1

En effet, chaqge o;,)lération Ue L:. peut étre représentée
comme une somme U, -+ yq,,oﬁ U, est de la forme (5.1) et la
norme de l'opération U, ne surpasse pas 27 . D’aprés 'inégalité
de Minkowski, on obtient

1
10 ()] de <o,
Yo

la série ,
21U, I
converge donc presque partout, on a donc presque partout
U, (fy=0(Q).
Considérons la décomposition
L=LO¢ @410 Uy=U" U+ U®,

utilisée déja dans la démonstration du théoréme 1 .(formules
(4.2)—(4.6)). 1l est évident que la suite {US) ()} tend unifor-
mément vers zéro. D'autre part, une simple application de la

transformation d’Abel montre, en vertu des évaluations (4.7)—(4.9),
que la série

. . Uq(,2)
(5.2) P -

#) Co théoréme est une généralisation d'un théoréme connu di & MM.

S. Banach et S. Saks, voir Banach et Saks [i].
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réprésente une fonction de classe L. Les inégalités (4.2) étant
vérifiées, il en résulte d’aprés (2.9) la convergence presque par-
tout de la série (5.2), donc, a plus forte raison, la relation

SUP ()=o) p.p.
1

En partant de la série

. U
(5.3) X LT|

v

et en appliquant les évaluations (4.11), (4.12), on voit qu’elle con-
verge aussi presque partout, d’ott I'on conclut que

é! UY(f)|=o(m) p.p.

6. Les normes des opérations [/, étant uniformément bor-
nées, nous pouvons admetire que la suite {U,} converge faible-
ment — cela veut dire que, pour tout f, la suite {U,(f)} est
faiblement convergente. En effet, tout ensemble borné dans L étant
faiblement compact d’aprés un théoréme connu de M. F. Riesz?),
nous pouvons supposer que chaque suite {U,(w,)} (k=1,2,..)
converge faiblement, ce qui entraine la convergence faible de

chaque suite
{U, ()}

Désignons par g, les limites faibles des suites
{U, (0} k=1,2,...).
Quel que soit le polynome de M. Warsu
W—__ Zavwm (i)!

. r=1

la suite {U, (W)} converge faiblement vers
2a,8,.
w==i

En désignant par M la borne supérieure des normes des opé-
rations U,, on a

U, (W) |, < M|W|,;

%) Riesz [1].
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or, comme pour chaque fonction gel” ¢/ + i, =1)

1 1
lim [gU,(Wydr= [¢ 3a,g,dx,
00 g 3 1

on conclut que

| X a,g,| <M (n=1,2,...).
1

Il est facile de généraliser le dernier résultat. En effet, soit

f: Zaav qu (t)i fe Ll’;
la série

2 a’l' g’l‘
P

converge fortement dans le champ L?10) (g >1). Il en résulte
que l'opération

[];(f) = Zamgw fzzaw”’w fe L

. = "
est totalement continue et que sa norme ne surpasse pas M. La
suite {U,— U} d’opérations totalement continues converge faible-
ment vers zéro. En tenant compte du résultat obtenu dans le
paragraphe précédent, on voit qu'il suffit de démontrer le théo-
réme pour la suite {U,}.

Nous allons établir' sur ce point une proposition beaucoup

plus forte.

7. Lemme 2. Soit donnée une suite de fonctions g,&L’
(v==1,2,...) telle que la série :
Za'ﬂg’l' (f:.:zavcuql) fe LP’ p > 1)
=1 Ly . .
converge fortement dans.le champ L7 (g >1). Il existe une suite
{n,}, contenue dans n'importe quelle suite {m,} donnée d’avance,
telle que ['expression

n g

2 ag,
1

converge presque partout pour chaque fonction fel’.
10) On dit que la suite {f,} converge fortement dans L”, si
lim |fn_ fm lp= 0.

n,m-»m
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Sans restreindre la généralité, nous pouvons admettre que

les fonctions g, sont de la forme
3

&= 2 a’l” i u)i (t) ’

i=1

car dans le cas contraire il suffirait de les approcher par des
expressions g de la forme demandée, de sorte que I'on ait

2lg—ag <.

Il est évident que la suite des intégrales

Za,,a,,,n (n==1,2,..)

2

étant convergente dés que
f=2 a0, fel
»
on conclut facilement d’aprés (2.7) que la série
2‘1,.,,,% (n=1,2,..))
représente une fonction de classe L” (}/+!/y=1). Désignons
par n, un index tel que
1 Za,00,<2" @>ns r=1,2,.)
=s
et par u(¥) la fonction n'admettant que des valeurs entiéres, dé-
finie par les formules
| u(*) =k pour n;<v<n;+l-
Nous pouvons admettre qu’elle est non décroissante. Posons
2’"
g=2a, 0, g=g—g
u(r)~-1
et considérons une série quelconque de la forme

A "
“ . 8, ,

»
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ou les a, sont des coefficients d'une fonction f¢ L”dans le systéme
de M. WaLs, Une telle série converge uniformément. En effet

n u(»)

n
|2a4!g;: I :l Za,,, Z'a,‘"i(l)il
1

u(n) n v=t =1
ZZI Zaa',iam|=0(1);
i=1 u(v)=i

en écrivant la fonction f sous la forme d'une somme d'un poly-
nome de M. Watsu et d’une fonction || <&, on en conclut la
convergence uniforme. [l suffit donc, pour établir le lemme, de
démontrer que chaque suite {n,}, qui croit assez rapidement, jouit
de la propriété que l'expression

ny

%}’aig[- , (f=2a,0,, fel?)

converge presque partout; i cet effet choisissons la suite {n,} de
maniére a satisfaire seulement i la condition

u(n,) > 2 max 4, }an-|-1-1 >2u(n,).

1€ i np_y
Posons
11,._}_1—-1

fl:Zdzﬂ' fQZZ'dZv—l’ Ja':: Zaiwﬂ

fzzaa'wm’ feLP | (p > 1)'
D’aprés les formules (2.8) on conclut facilement que f,€L”, Frell.
La série
o1

§ !
2 Yag,
v i=ngy
&crite en termes de fonctions de M. WaLsn, représente une fonc-
tion de classe L% donc, d'aprés la formule (2.9), la suite

a  mrp1—l
{2 Qo)
ve=l ==y,
converge presque partout. Un résultat analogue subsiste aussi
pour la fonction £,; on en tire la convergence presque partout
de la suite

ny

'{Zaig:'}'
1
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8. Dans quelques cas on peut établir des résultats plus
précis. Ces cas particuliers paraissent présenter un certain intérat
a cause de leurs applications a la théorie des séries orthogonales,
Nous nous bornerons & envisager deux cas les plus simples, quoiqu’il
soit trés probable que la méthode puisse étre utilisée pour des
problémes beaucoup plus généraux.

Théoréme 4. Dans U'hypothése que la suite {U,} des opé-
rations L, (g9>>2) converge fortement!') dans le champ L', on
peut choisir une suite {n,} de sorte que la suite

{U,, ()
converge presque parfout dés que fe L.

Démonstration. Comme auparavant, nous nous occupe-
rons seulement des opérations de la forme

1
U= [Les o0,

L, étant des polynomes de M. Watsu en x et #.
. En écrivant L, sous la forme

2y
f‘:l' w, (9 g, ;(x),

on conclut facilement que la suite {g,, ;} converge fortement dans
le champ L pour chaque i fixé, vers une fonction gel’ En
changeant les notations, nous pouvons supposer que

[

%I g/v, i—_gi ‘(I< 2_11'
Posons
U= U"+ U+ U®,
o_ ¥y O_ ¥
U, “?aigia U, :?’ai(gflf,i—_ g) (f=2¢,~wn fel%;
il est évident que la série

. ; | UP ()| (felL")

) Cela veut dire que la suite

U, (f) converge fortement dans L, pour
chaque fonction fe L9, !
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converge presque partout. D’autre part, en tenant compte du
lemme 2, on voit que la suite

(U0
converge presque partout dés que la suite {n,} tend assez rapi-

dement vers linfini. Il nous reste & nous occuper de la suite
{Uq(”(f)} Choisissons une suite {n,} de maniére que l'on ait

lu,,< n"‘—l—l ) n""H > 2774, s

et désignons par M la borne supérieure des normes des opéra-
tions U®. On a

1 1 Xy ) 1
[ | UD (f) It < M° f | X a0l dt < M4, f PAZ2
0 o ¢ 0

i=nq

La formule (2.10) prouve la convergence presque partout
de la série .
21U,
donc aussi celle de la suite
(U}

9. Dans le théoréme précédent la restriction ¢ 2> 2 est né-
cessaire, Cela résulte du théoréme suivant:

Théoréme 5. Le théoréme 4 tombe en défaut pour 1< g <2.

Démonstration. Fixons le nombre ¢ <2. Nous allons
définir d’abord une suite {g,} de fonctions équimesurables, jouis-
sant des deux propriétés suivantes:

1 1
0 [lgiat <o, [igta=n >0,
0

0

B> A)E@> 4) ... Elg,> 4)]
O EG> A 1E@> )] o |E@>A)

12) Op appelle, d'aprés MM. M. Kac et H. Steinhaus, des fonctions vé-
rifiant la condition (if) des fonctions indépendantes; voir Kac [1]. La mé-
thode de la construction est connue; voir p, ex. Zygmund [1].

Studia Mathemation. T. VIL 5
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et cela pour chaque » et chaque systéme de nombres 4, Ay,....
A cet effet effectuons la décomposition de I'intervalle (0,1) en
segments 4= (!/,, opa) (v=1,2,...). Définissons ensuite la
fonction g, comme égale & g™ w4 1) dans le segment </,. Pour
définir la fonction g,, divisons chaque segment «, en segments

proportionnels aux nombres | #, |. Désignons par 4, . les segments.

ainsi obtenus. Posons g,== #]/{Ilg B («~1) pourx €4, ,. Nous divisons
de méme chaque segment -, , en segments <, .2 proportionnels

aux nombres |4, | et nous définissons la fonction g3 comme égale
a 2 1g7 A+ 1) dans les segments <, , ;. Par un procédé analogue
on obtient les fonctions g,, gq,....

La suite {g,} étant ainsi définie, posons

L, (x, ) =g, (x) 0, (D,
1
U= [ 2,00 f @) de.
0

Cette suite des opérations UWGL:'{, tend fortement vers zéro. Nous
allons démontrer qu'il n’existe aucune suite {n,} telle que la suite

W, (N

soit presque partout convergente pour chaque fonction fel’. En

effet, la suite {n,} étant choisie, considérons la fonction définie
comme la somme forte de la série - T '

3

2vte, W >y,
elle appartient- évidemment a L2 Pour. que la suite
{U,, (N}

converge presque partout, il faut nécessairement que l'on ait
presque partout

g, (x)=o0 (vl) ,

et cela exige, en vertu de (i), que l'on ait

,215@,:1,(x)>1’1)|<00,

'3) Cette somme existe d’'aprés le théoréme bien connu de Fischer-Riesz,
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Les fonctions g, étant équimesurables, la derniére formule entraine

YIE@g ) > <.

En décomposant l'intervalle (0,1) en ensembles
E:: E(”<g1(x) <W+1))

on démontre facilement qué la derniére inégalité équivaut a la
relation gleLm, impossible d’aprés (i).

10. L’opération Ue L:'p
'opération

(p>1) étant de la forme (3.1),

L ‘
U@@)=3 [L,x 0g@dx (gel?, Yyt 1lp=1),
"o
définie pour geL”, est totalement continue et L:,’ - 1l est facile
de vérifier que les normes des opérations U et U sont égales.

Théoréme 6. Soit {U,} une suite des opérations de classe
L:;.p (1< p <2), Supposons que non seulement .la suite {U,} mas,
aussi la suite {U,} %) converge fortement. Il existe alors une suite
{n,} telle que l'expression

1 n .
=2 U
n-,
converge presque partoul pour chague fonction feL”.

Démonstration. Nous nous bornerons aux opérations de
la forme

1 v
U= fL,, (x, ) f () dt,

les L, étant des polynomes de M. WaLsH en £ et x. '
Désignons par g, g,,... les limites fortes des suites {U, ()}
(i=1,2,...). On voit que g,eL”. Chaque suite

{.%gjam gm}

converge fortement dés que la suite {a,} est la suite des coeffi-

14) Nous ne savons pas si cette partie de 'hypothése est nécessaire.
) 5
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cients d’une fonction fe L” dans le systtme de M. WaLsu, On en
conclut facilement que les normes des opérations

U= f g(x) Z’ w,(£) g, (x) dx
0 1

sont uniformement bornées. Nous allons démontrer que la suite
{U}} converge fortement; pour cela il suffit de montrer que chaque
suite {Ul(w)} (i=1,2,...) converge fortement.

- Z afl',iwﬁ
i

En posant

on obtient
U(w)=2a,, 0, 19);
1

il en résulte que la série

2 ai, n wi

représente une fonction de classe L* , par conséquent la suite
{U,(w)} converge fortement. En changeant les notations, nous
pouvons admettre que

Af{' &, & 'p\< 27,
ol B
LN:E wi (t) ga', i(x)'
U=U"+ U+ U
f:Zamwm’ fGLP’

Posons

¥ 2
(1)___ (2) 3 1
Ulp = 20,-2“ U;v == Zai (g,p'i_" g,')’ Uq(. )= U,,—— U.,f — (jq(,z)-
i=1 1

D’aprés les considérations précédentes, les suites {U"} et {T}
convergent fortement. Il est évident que les suites {U™} et (U™
sont fortement convergentes, donc il en est de méme pour
{U, (3)} et {U®); en tenant compte de leurs formes, on conclut faci-
lement que leurs limites fortes sont égales i zéro. D’aprés le

15) C’est une conséquence du théoréme suivant: si les sommes partielles
d'une série Z’a,, w, sont bornées dans LP (p > 1), la série représente une fone-

tion de. L7; ‘la démonstration résulte immédiatement de (2.8),
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lemme 2, tout revient & démontrer qu’il existe une suite {n,} telle
que presque partout

n .. “12
2luef=owm,
dés que feL”.

Les opérations Ufs) étant totalement continues, nous pouvons
admettre qu'elles sont de la forme

1
Cﬁ%:jixnﬁfMdn
2

L(x,)==2 27 o) o) o "*“Z’w ® g, ;)

=1 j=

Posons ;
L, (x,8) = 2o, (x) k, (O
i==1
On voit facilement que les suites {#, } *) (/=1,2,...) tendent
fortement vers zéro dans L”. Il est donc possible de définir une
fonction non-décroissante u (¥) — o telle que I'on ait

u(_l’
2, | by,

En changeant les notations, nous pouvons admettre que
u(7)

o1 2| byl <27

Posons

UV=u+ U,

Ul (= ﬁ@zwmmwm
f=]
La suite d’opérations {U,} converge fortement vers zéro et
d'autre part on voit, d'aprés (10.1), que la suite {U] " (f)} con-
verge presque partout vers zéro pour chaque fODCthrl felLP.
Nous nous occuperons donc seulement des opérations U,. En

1) En effet 4, ;= U,“) (w), ;¢ L.
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changeant encore une fois les notations, nous pouvons admettre
que

1
U,= f L, (x 8 f@ dt,

myg1—1

L= Py al) 0, (x) 0, (B, m, ;> 2m,.
b=,
Considérons la série formelle
S:‘? U, @,
g=2aw, gel.

En appliquant l'inégalité (2.8), on obtient

1 1
Sp<c, [(Sutpyra=o(X [|urd
o " Yo

1 "1'-|—1_1 ,
—0(3 [ 1 Zaulrd=0w.

0 oy

,on L3 § v . 4
La série considérée représente donc une fonction de classe L”,
dés que ge L”. On en conclut facilement que la série

Z U, (Hivr (felh)

représente une fonction de classe L. En appliquani l'inégalité
(2.8), on en obtient

[ urppyra=oq.

La dérniére formule met en évidence la convergence presque
partout de la série
’2
207,
"

donc, & plus forte raison, la formule

U (f) = o (n),

1

et cela achéve la démonstration du théoréme.
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11. Comme applications simples des théorémes 4, 3 et 6
nous citons les théorémes suivants:

Théoréme 7). Quel que soit le systéme {p,} orthogonal
et normé dans l'intervalle (0,1), on peut choisir une suite {n,; de
maniére que la suite ]

{Sn,,, (t)} (Sq = 2‘1,' 90,)
i=1
converge presque partout, dés que
2;’ af < .

Théoréme 8. Soit donné un systéme orthogonal et normé
dans lintervalle (0,1), tel que le développement d’une fonction
quelconque feL” (1 <p <2) converge fortement dans le champ
L'(g >1). On peut choisir une suite {n,} de sorte que la suite

- 1 n
G2

converge presque partout. (S, désigne la v-iéme somme partielle
du développement relatif au systéme considéré {p,} d’une fonction
quelconque de classe L).

Théoréme 91%). En admettant ['hypothése du théoréme

l'expression
1 2
— 'S,
1
converge presque partout'?).

11) Ce théoréme est connu; voir Marcinkiewicz [1].

1% Ce théoréme est ausi connu; voir Marcinkiewicz [2].

1) 1l est évident qu'on peut modifier les théorémes 6—9 en rcmPlagant
la sommation au sens ordinmire par certasines méthodes de sommation de
Toeplitz
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