12 ‘ J. Zemének

[17] — A survey of recent resulis on the spectral radius in Banach algebras, Proc. of
the Fourth Prague Symposium on General Topology and. its Relations to Modern
Analysis and Algebra, August 1976, Part B, pp. 531-540, Prague 1977.

[18] — Properties of the spectral radius in Banach algebras, thesis, Warszawa 1977,

[191 =~ Idempotents in Banach algebras, Bull. London Math. Soc. 11 (1979),
pp. 177-183,

[20] B. Aupetit and J. Zemének, On the speciral radius in real Banach algebras
Bull. Acad. Polon, Sci., 8ér. Sei. Math. Astronom. Phys. 26 (1978), pp. 969—973,.

[21] A. C. Mapryc u A. A. Gemennyxn, 06 onepamopar, caalo 603MYWAIUUT
cnexkmp, Cubupcxu#t mar. ae. 19 (1978), pp. 646-653. '

MATHEMATICAL INSTITUTE OF THE (ZRECIOSLOVAK ACADEMY OF SC

T § p ITOST K AC OF SCIENCES
PRAHA, CZECHOSLOVAKIA " OO
Progont addross:

X IN T " TILE POLISH ACADEMY OF SCIENCES
MATIIEMATICA 5} 5 O OL Y CIENCE
00-950 WARSZAWA, P.0. BOX 137, POLAND

Received March 11, 1977 (1278)

icm®

STUDIA MATHEMATICA, T. LXVI). (1980)

Compacts de fonctions mesurables et filtres
non mesurables

par

MICHEL TALAGRAND (Paris)

Resumé. Désignons par M (X) Uensomble des fonctions réelles mesurables sur
Tespace mesuré (X, X, u) eb par 7, (resp: ) la topologie de la convergence ponctuelle
(vesp: en mesure) sur M (X).

On construit un espace pathologique (X, X, p) et une suite de M(X) qui est
relativement compacte mais ne contient aucune sous guite convergente u-p.p. Ce ré-
sultat répond & une question de D. H: Fremlin qui a montré que cette situation est
impossible si (X, Z, u) est ,,parfait’”.

Nous montrons également qu'elle est impossible si X est la tribu complétée
d'une bribu dénombrablement engendvée. Si 4 < M (Z) est compact pour 7, eb séparé
POUE Ty, 8loxs Ty o 74y coincident sur 4, qui est done métrisable. Ce résultat résoud
un probléme de A, Ionescu-Tulees. .

T.a construction de Pexemple est basée sur le fait frappant qu’une intersection
dénombrable do filives non-mesurables est non-mesurable. La méthode qui conduit
A ce résultat ost utilisée pour une étude systématique des filtres non-mesurables.
On étudic égaloment par analogie los filtres non-maigres dont on obtient une caracté-
risation tros simple, qui généralive des résulbats connus sur les filtres analytiques.

On ébudie onfin indépendance pour les filtres de la propriété d’8tre maigre oun
maesurable.

0. Tntroduction. Oet article développe les résultats annoncées dans
deux motes aux Comptes Rendus ([10], [11]).

Titant donnd un espace mesuré (X, X, u), nous désignerons par M (X)
Pogpaco des fonetions réelles mesurables. Nous désignerons par 7, la
topologie produit do RX, ainsi que la topologie induite sur M (Z), que nous
appellerons topologie de la convergence ponctuelle. Lidentification d’une
partic ¥ do X ot do sa fonction indieatrice yy, définit une topologie sur X
qui sera encore Notée T,.

Sur M(X) nous désignerons par 7, la topologie de la convergence
en mesure, c'est-d-dire la topologie définie par les semi-normes

lp(w) = [10f(L, lo(®)])du() Ve M(Z)
n

ou HelX ot p(ll) < + oo.
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Lo.rsque (X, X, u) est o-fini, 7,, est définissable par un écart.
Suwan’u [1], §1 B, un espace mesuré sera dit parfait si pour toute
fonetion z € M (X), tout ensemble B 2, de megure finie, ¢t toute partie I

—1
de R telle que  (F)e X, il existe un borélien B « F tel que

-1 -1
wENe (F) = p(Bnw (B).
Dans [1] D. H. Fremlin prouve le résultat snivant:

. CFHE(ERE)ME 1 (Fremlin). Soit (X, %, u) un espace mesuré parfait
o-fume et (@,) une suite de M(Z). Alors Dune des éventualité j
. . . walités su
produit nécessairement: roanien &2
(i) La suite (x,) posséde une sous-suite convergente p-p.p.

(ii) La suite (w,) posséde une sous-suite dont aucune valeur d’adhérence
pour T, n’est mesurable.

Ce résultat a amené Fremlin & proposer le probléme suivant:

) PROBLEME 2. Buisie-1-il espace de probabilité (X, Z, u) et un ensemble
M .()Z') compact pour. 7, qui contienne une suite (x,) n'ayant aucune
sous-sugie convergente u-p.p.?

. Toujours dans [1], Fremlin déduit du théoréme 1 le corollaire suivant
{voir §7):

TuorivME 3 (Fremlin). Sost (X, X, u) um espace mesuré parfait o-fing
et A C JI.I (Z) un ensemble compact pour T, et séparé pour t,,. Alors 7, et
T cOTRCIdent sur A, qui est en particulier métrisable pour 7,. !

Oe résultat est une réponse partielle an & i

Spons probléme suivant §
par A. Ionescu Tulcea.  propese
\ tPROBLb];:Mi 4. Quels sont les espaces mesurés (X, Z, u) tels que pour
out ensemble A < M(X) compact pour 7, est séparé pour [/ )

. . t
T, et T, cotncident sur A% ? e o 08 fopologies

Dans le d(?but de ce travail, nous donnons une réponse positive au
probléme 2. L’idée de la construction est due & D. H. Fremlin, et la dif:
ficulté qu’elle présente a amemsé la question de Fremlin qui est & l’origihe
de tout cAe travail: Une intersection dénombrable d’ultra-filtres libres
p(?llt-elle étre mes:urable? (une explication plus détaillée est donnée amn
:lebut dun §1.). L’intérét des résultats sur les filtres que nous obtenons
A cett(:ée olcca.smn nous semblant dépasser largement le cadre du probléme 3
ces résultats sont ensuite développés pour eux-mém " i b 1o

‘ } -memes, et stit "
coeur de ce travail. ) € constibuent fo

’Les paragraphes 7 et 8 sont consacrés & la solution du probléme 4.
et 1(.m montre soustl’axiome de Martin que tout espace mesuré c-fini
GODVle]fl.t'. (En ce qui concerne les espaces non o-finis, il vésulte de [1]
proposition 4 D et 4 I, que la réponse dépend de Paxjomatique choisie.;

icm

Compacts de fonotions mesurables et filtres non mesurables 15

A loccasion de cetto démonstration, nous obtenons un résultat voisin
du théoréme 1 (théoréme 34).

En plus des raisons déjh mentionnées, je tiens & remercier chaleureu-
sement D. H. Fremlin pour une correspondance enrichissante. En parti-
culicr, il m’a fait remarquer que la proposition 20 pouvait avantageusement
remplacer un premier résultat plus compliqué.

Je tiens également A remercier G. Godefroy, & qui est due la 4 éme
équivalence dn théoréme 21, et qui m’a fait connaitre les travaux anté-
riecurs de Mathias, Baumgartner et Louveau.

1. Tribu engendrée par les filires non mesurables. Désignons par I
un ensemble infini fixé. I’ensemble des parties de I g'identifie de fagon
naturelle & K = {0, 1}1.

Dans cette optique, lorsque nous considerons une partie de I comme
un point de K, nous la noterons, contrairement & 1'usage, par une letitre
minuscule. Muni de la topologie produit, K est un groupe abélien compact,
et nous désignerons par m sa mesure de Haar normalisée.

Par filtre sur un ensemble nous entendrons, sauf mention contraire,
un filtre non trivial et libre, c’est-d-dire contenant les complémentaires
des parties finies.

Un filtre sur I étant un ensemble de parties de I g’identifie & un
sous-ensermble de K. Nous dirons done qu'un filtre sur I est mesurable si
et sculement si cet ensemble est mesurable pour m. Il est facile de voir
(et connu) que tout filtre est de mesure intérieure nulle, qu'un filtre est
non-mesurable si et seulement g’il est de mesure extérieure 1, et enfin
que tout ultra-filtre est non-mesurable. .

La clef de voute des paragraphes 1 et 2 est la proposition 7. Elle est
préparée par les deux lemmes suivants.

LevvMe 5. I existe une suite (q,) d’entiers > 0 (et pas nécessairement
distincts) telle que

o0

[[a—2"m) =4
n=1
Démonstration. Construisons la suite (g,) par récurrence, de la
fagon suivante. On prend ¢, = 2. Les ¢, étant congtruits pour p =1, ...
..., n—1 de sorte que

fn—1

[]a—27%> 4,

j=1

on définit ¢, par
n—1
g, =inf{geN; (1279 [[(1~27%) > -

J=1
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La définiton de ¢, montre que

1 g 1 1-2-m
Y. - — 92" ——
n, 2< l l 1—2"%) < o T o—wmri-

=1

Puisque cette condition implique que lim 4, = - o0, il en résulte

N—+00

que la suite (g,) vérifie la condition du lemme 5. m

Soit L == []1 K%, et soit x la mesure produit sur I lorsque chaque
e

facteur est muni de la mesure m. Tout élément x de L peut g’écrire comme

une famille (7). ol
1<i<ay,

#heK VneNet Vj;
Ly 6. Soit ¢ Vapplication
g: L —~K,

i o In .
(mn)nEN g U m wf]t M
I<I<gy,  m=1 j=1

1<) < gy

Alors ¢ est mesurable, et m est Vimage de u par ¢.

Démonsgtration. Pour tout élément 4 de K et tout ¢ e I désignong
par y(i) la composante de rang i de y. Soit

-1
4; =9 ({y e K; y(5) =0)).
On a alors:

' (mzx)neN
ISi<gn

ce qui prouve que 4, est g-mesurable et que

cd(VneN 3j; 1<j<g, o (i) =0)

wd) = [[(1—2-m) = 3.
n=1
Le résultat découle maintenant du fait évident que les ensembles 4,
et leurs complémentaires sont deux & deux indépendants. m
ProposITION 7. Une intersection dénombrable de Jiltres non mesurables
est un filtre non mesurable.

Démonstration. Soit (F,) une suite de filtres non mesurables.

II faut prouver que F = (") F, rencontre tout compact 4 de K tel que
A=l
N -1
m(4)> 0. D’aprés le lerame 6, nous savons que ¢ (4) est mesurable

—1
et que u(p (4)) = m(4) > 0. D’autre part, le sous-ensemble G — ﬁl’ﬁ"

n=1
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de L est de mesure extérieure 1, puisque c’est un produit dénombrable
-1
d’ensembles de mesure extérieure 1. Il rencontre donc ¢ (4). Soit «

-1
e@np(A4). On a déja ¢(2) € 4. Bnfin, puisque chaque F, est stable par
intersection finie, ¢(x) contient pour chaque # un élement de F,, donc
p)eFNnA. m

PROBLEME. Sous Vawiome de Martin, peut-on affirmer que [inier-
section dune famille de oardinal < ¢ de filtres non mesurables est non mesu-
rable?

Désignons par 1 1’élément de K ayant toutes ses coordonnées égales
& 1.

TutoriME 8. Désignons par Z; la o-algebre de K engendrée par les
ensembles F et 1+ F (ot le signe -+ désigne la loi de groupe de {0, 1)) lors-
que F parcourt la classe des filtres non mesurables. Alors, pour tout élément
X de Z; distinct du vide et de K on a

m*(X) =1, m(X)=0.

" Démonstration. Il existe deux suites (¥j) et (F2) de filtres non
mesurables telles que X appartienne & la tribu engendrée par les ensembles
Fl et 1++F2.

Supposons X non vide, et soit # 1'un de ses éléments. Posons

Jy={meN;veF}; Jy={neN;zeclt+Fi}={neN; s®ch}.
On a

ze NFNN T NA+F)N N A+F) < X.
nedy "EJi nedy nng
Pour n e JS (vesp. JS) soit G (resp. G) le filtre engendré par «° et
F.(resp. « et F2) qui est non trivial puisque z ¢ Fy (vesp. 2° ¢ F2) et non
mesurable puisqu'il contient un filtre non mesurable. On a alors
NFN N @ "N A+F)NN L+ < X.

neJ o neJd; ¢
1 neJ$§ 2 neJ g

Mais on a 1+ = (GL)° et G = (1+6G3)%, dolt il vient
NIANE N L+H(NENN F)) = X.
nedy

neJy neJg neJ§
Il découle de la proposition 7 que
Flsz'}xani et

nedy nEJﬁ n eJ‘l:

—Fz = OG}LF‘OF?L

nedy

sont des filtres non mesurables, et I'on a z € Iy, a° e F,.

2 — Siudia Mathematica LXVIL1
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Berivons maintenant K = K, X K,, oit K; = {0, 1)* et K, = {0, 1},
et soient m; et m, les mesures de Haar normalisées do K, et K,. Puisque
@ e Fy, on peut derire Fy = F, x K, ol F, < K,, et puisque #°e F,, on
peut éerire 1+F, = K, X F, ou F, < K,.

Ainsi l'on a

mi () = m*(Fy) =15 mg(Fy) = m*(1+F,) = 1.

D’ou
mHE N (L +Fy)) = m* (I X Ty) = my (Fy)m (Fy) =1

ce qui montre que m*(X) =1 puisque F,N(L+ 1) < X,
LEnfin, si X est distinet de K, on a X° # @, d’on

m*(XY) =1—my(X) =1. m

Prorosmion 9. La tribu X est invariante par les translations de K.

Cest done la plus petite tribu invariante par les translations et contenant
les filtres mon mesurables.

Démonstration. Il suffit de prouver que pour tout filtre non
mesurable F et tout élément » de K on a o+ F eX,. Désignons par F’
(resp. F") le filtre (éventuellement trivial) engendré par 2 et JF (resp. a°
et ).

On a F =F'nF" dol

+F =g+ F' NP =(@+F)n(z+F").
On vérifie sans peine que l'on a

o+ F =1+F; o+F' =F".

On a donc
4+ F = (1+F)nF" e 2
puisque F' et F"’ sont, soit des filtres non mesurables, soit égaux & K. m

2. Extensions de la mesure de Haar aux filtres. Désignons par X,
la tribu des ensembles m-mesurables de K et par £ la tribu engendrée
par X, et X, Il est que X contient tous les filtres et est invariante par les
translations de K. :

THEOREME 10. Pour toute probabilité u sur X 4l ewiste une unique
probabilité X sur X telle que Z,, et Xy soient indépendantes pour 1, ¢est-g-dire

(1) XeZ, Yel,=AXNT) = u(X)m(Y).

Démonstration. Considérons, sur Iespace K x K, la tribu 205,
engendrée par les rectangles X x Y ol X el;, YeZ,, et sur cette
tribu, la mesure » = y ®m. Désignons par 4 la diagonale de K x I,
et prouvons tout d’abord que y*(4) = 1.

icm
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Soit Z € 2, ® X, tel que »(Z) > 0. Il existe sous-tribu dénombrable-
ment engendrée X, de Z; telle que Z € 2, ®2,,. D’aprés le théordme de
Fubini, et puisque »(Z) > 0, il existe un point # de K tel que m(Z,) > 0, oir

Zy = {@/ eK; (z,y)eZ}.

Tout élément de X, contenant  contient aussi G= () X et G e X,
zeXeX
puisque X, est dénombrablement engendrée. ’

Puisque @ est non vide, il résulte du théoréme 8 que m*(G) = 1.
Puisque m(Z,) > 0, ceci montre que GNZ, s @. Soit t € N Z,. L’ensemble
{ueK;(u,t)ecZ} appartient & X, et contient » donc contient @ Ceci
prouve que (i,1) e ZN 4, ce qui établit notre assertion.

Ce résultat montre que sur 4, muni de la tribu X’ trace de =, ® %,
on peut définir une mesure i’ par

M(ZAA) =»(Z)

n ¥

VZeZ®5,.

Prouvons Pexistence de 1. La projection = de 4 sur K ainsi que son
inverse sont mesurables lorsque I’on munit 4 de X’ et K de . La mesure
image A de A’ par = vérifie
(2) VZ2eZi®2,, MNnlZnd) =nr2)

d’oli, en prenant Z = X x ¥, on voit que A vérifie (1).

Prouvons 'unicité de A. Soit 1, une probabilité sur (K, X) vérifiant
la condition (1). Définissons sur (K x K, 2;®Z%,,) la probabilité », par
®) VZeZX®Z,, '
Si XeXiet YeZX, on a

1(2) = ky(n(Z N 4)).

(XX Y) = Iyfm (XX T)Nd) = 1 (XNTY) = u(X)m(T).

L’unicité de la mesure produit prouve donc que », = ». I1 résulte alors
des conditions (2) et (3), et du fait que tout élément de puisse s’écrire
n(Znd), on ZeZQZ%,, que A =1. |

Remarque. La démonstration précédente montre que lon peut
remplacer Z; par une sous tribu quelconque dans 1’énoncé de ce théoréme.

Puisque X est invariante par les translations de X, il est naturel
de se demander si on peut prolonger m & X en une megure invariante
par les translations. Or, on voit de suite que pour une telle extension les
ultrafiltres sont de mesure 1/2 et indépendants. En particulier la mesure
de la différence symétrique de deux ultrafiltres distincts n’est jamais
nulle. L’ensemble des fonctions caractéristiques d'ultrafiltres est compact
par 7,, homéomorphe pour z, &4 SINI, donc non métrisable, et séparé
pour 7,,. Le théoréme 35 que nous prouverons ultérieurement, affirme
qu'une telle situation est impossible.
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Montrons maintenant comment la théoréme 10 permet de résoudre
le probléme 2. Prenons I = N pour simplifier. Soit 4 une probabilité quel-
congque sur X, (par exemple une mesure de Dirac) et considérons Pespace

mesuré (K, Z, 1) du théoréme 10. Soit .4 le sous-ensemble de u(ZX) formé .

des fonctions caractéristiques des ultrafiltres (libres ou non) sur N. Puisque
A est, pour z,, homéomorphe & AN il est compact. Soib f, € A la fonetion
donnée par

VeeK f,(@) =az(n)

ol z(n) désigne la n-idme coordonnée de w. L’ensemble des points de
convergence d'une sous-suite (f, ) de (f,) est

U () o5 aln,) =130 U N o5 a(n,) = 0}

q p=q a p=q
done est de mesure nulle pour m et & fortiori pour 1. Ainsi la suite (f,),
quoique relativement compacte dans u(ZX) ne posséde pas de sous-suite
convergence p.p. Le probléme 2 & ainsi une réponse positive. Nous prou-
verons plus tard que sous I’axiome de Martin une telle situation ne peut
pas se produire lorsque l’espace (X, X, ) est le complété d’un espace
(X, Zg, 1) on X, est dénombrablement engendré (théoréme 34).

3. Propriéfés de stabilité des filtres non mesurables. Désignons
toujours par I un ensemble infini, et par K le produit {0, 1}*. Pour tout
élément a = (@) de [0,1]7 désignons par m, la mesure produit
® (1 —a;) 6o+ ay d) sur K. Désignons par 8; le sous- ensemble de [0,1F
formé des suites (@;) vérifiant la condition suivante
1/2; Viel a<

ProrosITION 11. Un filire sur I est mesurable si et seulement il
est de mesure nulle pour chague m, (& S;).

Démonstration. Il suffit d’établir que pour a et b dans §; un
filtre de mesure extérieure 1 pour m, est de mesure extérieure 1 pour m,
(en effet si b; = 1/2 pour chaque 4, on a m, = m. D’autre part un filtre
non mesurable pour m, est de mesure extérieure 1 pour m,).

D’aprés (4) il existe un entier p tel que

Viel a?<b,.
Il existe done pour chaque ¢ un réel ¢; & [0, 1] tel que
(1—¢)a?f +o¢; =b,.
Considérons 1’application :
¢p: KxK? <K,
("DJ (yn)n.ép)%xu m yﬂ'

n<p

(4) da tel que 0 < a << au<l—a.
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Considérons sur K x K* la mesure v = m, @ m?: on montre, de fagon
analogue & la preuve du lemme 6, que m, est I’image de » par ¢ (cette
image existe puisque ¢ est continue). Si A < K est un compact tel

que m,(4) > 0, alors ’P(tp(.A)) =m,(4) >0, ce qui prouve que ¢ (A
rencontre 1’ensemble K x F? (qui est tel que +*(K x F?) = (m, (F))P =1)
en au moing un point #. Bt l’on a ¢(z) e FN 4, puisque F est un filtre. m

Soient I et J deux ensembles infinis, et soit 6 une application sur-
-1
jective de I dans J, telle que pour tout j 'ensemble 9 (§) soit fini. (Nous
dirons alors que 6 est fini-jective.) Cette application induit de fagon natu-
relle une application de K; = {0,1} = P (I) dans K, = {0, 1}'$B(0),
que nous noterons encore 0, et qui est définie par
x) = {6(3); i e x}.
Pour une partie 4 de K; nous noterons
6(4) = {w € K3 0(0) € 4}
-1

la notation 6 étant réservée, pour y e K; &
-1
6ly) =fiel; 6() ey}
Ttant donné un filtre F sur I, on désignera par 6(F) le filtre image
de F, c’est-a-dire le filtre engendré par les parties 6(x) de J, pour w e I

De méme, étant donné un filtre & sur J, on désignera par 6 () le filtre

-1

image réciproque de @, c’est-a-dire le filtre engendré par les parties 6 (y)
de I, pour y € G (ce filtre en tant que partie de K;, ne colncide pas avec
6 (@)). Le fait que 6 soit fini-jective implique que 6(F) est libre si # ’est.

Ces notations étant posées, nous avons le résultat de stabilité suivant: -

PROPOSITION 12. Supposons qu’il existe un entier w tel que pour tout j

-1

on ait a; = card 0 () < n.

Soit B un filtre sur I et G un filtre sur J. Alors

(i) F est mesurable st et 'seulement si 0(F) Uest,

-1

(ii) G est mesurable si et seulement si 0 (G) Uest.

Démonstration. Désignons par m la mesure de Haar de K. Posons
a = (1—27%;;; b= (27%);.

Puisque, par hypothése, la famille o; est uniformément bornée, on a
acS; et bel;. '

En tant qu’application de K; dans K;, 0 est continue, et ’on voit
sans peine que m, est la mesure image de m par cette application. 8i 6 (¥)
est mesurable, d’aprés la proposition 11 on a ma(B(F)) =0, d’ou

m(F) < mf(0(F))) = m,(6(F)) =0
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—1
ce q111 montre que F est mesurable. On en déduit, puisque (6 (&) = &,

que 0 (@) est mesurable dés que G lest.
Considérons l'application ¢ de K; dans K; telle que la composante
-1

de rang j de p(») vaille 1 si et seulement si pour tout ¢ & 6 (j) la compo-
sante de rang ¢ de « vaut 1. Cette application est continue, et l'image
de m par ¢ est m,.

Supposons que @ ne so0it pas mosurajble On a done my (@) = 1. Soit
A < Ky un compact tel que m(4)> 0. On a

myp(A)) = mlp p(4))) > m(4) > 0

donc G rencontre ¢(4) en au moing un point . Puisque # € & on 3 Bl(m)
€ 9 (@). Pmsqne rep(d),il exmte y €4 tel que m = @(y), ce qui montre
que y = 6 (z), done que y € 0 (G) On a ainsi y e 6 (G)nA ce qui prouve
que 0 (@) n'est pas mesurable.

Aingi @ est mesurable dés que BI(G) Pest. On en déduit que si F' est

-1

mesurable il en est de méme de 6(F), puisque 6{6(F)), étant moins fin

que F est aussi mesurable. La démonstration est terminde. -
L’hypothése de la proposition 12 est-elle nécessaire? La proposition 13

-1

va montrer que si on la supprime, 6 (@) peut etre mesurable sans que G
le soit. Nous montrerons plus tard que. sous P’axiome de Martin on peut
construire dans ces mémes conditions un filtre non mesurable F tel que
6(F) soit le filtre de Fréchet.

-1
PRoOPOSITION 13. Supposons gque les cardinauz des ensembles 0 ( 1)
ne soient pas umfm mément bornés. Il ewiste alors wn filtre non mesurable G
sur J tel que 6 (@) soit mesurable.
Démonstration. Il existe une suite (j,) d’6léments de J telle que
* -1
(5) 27rd 0 Un) = 1 oo,
Boit J’ Iensemble des j,. Prouvons d’abord que pour tout filtre G

sur I tel que J ¢ @ le filtre 0 (@) est mesurable.
Pour tout y e @, I'ensemble yNJ’ est infini par hypothdse. Done

-1

-1
0(y)ed = weky; {n; 6(j,) < 2} est infini},
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Or
A% = U By,
n
oll
-1 .
B, ={zeK;; p=n=0(j, ¢ «}

On a done

-1
m(B,) = [ [(1—g=e @ Ug)).
p=n
La condition (5) prouve que Lim m(B,) =1, done que m(4d) = 0, ce qui
N300
-1

montre que 6 (G) est mesurable, puisque H(G)CA

Pour conclure il suffit de remarquer qu’il existe sur J des filtres
non mesurables ne contenant pas J'° (par exemple des ultrafiltres portés
par J'). m

Htant donné un ensemble infini 7, un filtre F sur I, et un sous-ensemble
infini J de I notons F|; le filtre trace de F sur J (qui est trivial si J° € F).

PROPOSITION 14. Un filtre F sur I est mesurable si et seulement %l
ewiste une partie dénombrable D de I telle que le filtre F|p soit (non trivial et)
mesurable. X

Démonstration. La condition est évidemment suffisante. Supposons
réciproquement F. mesurable. Il existe alors un compact A de K;
= {0,1}, de mesure > 0, ne rencontrant pas F.

D’aprés un argument classique (voir par exemple [2], lemme 2B)
il existe une partie dénombrable D de I, et un compact B de K, = {0, 1}7,

-1 .
de mesure > 0, et tel que n(B) = 4, ol = désigne la projection canonique
de K, sur K. On en déduit que B ne rencontre pas F|,, ce qui prouve
que F|p est mesurable. m

Pour terminer cette section, étudions lb comportement des filtres
mesurables vis & vis de la somme.

Etant donné un ensemble infini J, une famille (I;)je; d’ensembles
infinis disjoints, un filtre F sur J, et des filtres F; sur I;, considérons
sur I = (J I; le filtre G = > F; défini par:

jeg Fa

veGe{ied; onl;e Fy} e F.

Désignons par H le filtre sur J engendré par les complémentaires
des parties dénombrables (ce filtre est trivial si J est dénombrable) et
soit

Jy = {j eJ; F; est mesurable}.
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Prorosirion 15. G est mesurable si el seulement si le filtre engendré
par F et J, n'est pas plus fin que H.

Démonstration. Prouvons que la condition est suffisante. I1 existe
par hypothése une partie dénombrable D de J telle que

zel=>and,ND #@.
Done
G U {weky; anl; < T}
jeDnJu
et ce dernier ensemble est de mesure nulle puisque chaque F; considérs
est mesurable.
Réciproquement, supposons que G mesurable. D’aprés la proposition 14
il existe une partie dénombrable D’ de I telle que G|, soit mesurable
et non trivial, done une partie dénombrable D de J telle que G|y posséde
ces mémes propriétés, ol I' = () Z,. 11 nous suffit de prouver que tout
jelis
élément y de Frencontre J,ND. Supposons qu’il n’en soit rien. Chaque filtre
F,;(j € D) engendre un filtre F; sur I’, filtre qui est mesurable si et seule-
ment si F; lest. Bt puisque D\J, e F|, on a
Gp=F,> (\ F.
p JeD\J,
Or ce dernier filtre est non mesurable d’aprés la proposition 7, ce
qui contredit le fait que @ est mesurable. m

4. Structure des fibres non-mesurables. Dans ce paragraphe nous
- étudierons le rapport entre la non mesurabilité d>un filtre, et le fait qu’il
contienne des parties ayant-,,pen” d’éléments. Nous supposerons I = N,
la. proposition 14 permettant de se ramencr & ce cas.

Levme 16. Soient a et b deun réels tels que 0 < b < a < 1. Il existe
alors un .réel A > 0 tel que

(6) Yn,

“« l1-a\n
Z b (1 b)n—k I>-] A(b (1 b) —
o<k<an

a“(l——a)“
Démonstration. Désignons par p, la partie entidre de on--1.

Soit, pour k< an:

bk(l _ b)w,~7ccz

b(n—k)
b1 (1-

=B FICET T 1)k

R, =

. n—1
La fonction t—>T étant décroissante sur lintervalle 10,n] on a
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puisque b < a. On a done:

% > D= bk (1 . b)n—k lycb < ﬁk—m" bp”(l _ b)”—.ﬂn Cﬁn

d’olt

2 bk(l b)n—kck

— = bPn(1— by CEn,
kzan ﬂ

11 suffit pour conclure d’évaluer ce dernier terme grice & la formule
de Stirling, ce qui est élémentaire (et tout & fait fastidieux!). m

TaEOREME 17. Soit a un réel > 0 ef soit (I,) une suite de parties finies
de N wérifiant la condition swivante

"N da > 0; Zamd1”< + oo.

Alors, pour tout filtre non mesurable F, il ewiste un ensemble © ¢ F'
tel que

VYn, ecard{znl,)< acardl,.

Démonstration. Soit b un réel tel que 0 < b < a et que
F(L—D)
a(l—a)"
Soit m, la mesure ((1—b)38,+56,)°N sur K = {0, 1},
La proposition 11 montre que mj (F) = 1. Soit

= {weK; Vn, caxd(znl,) < a cardl,}.

On a

my(4) = (1 =) g In)'
n=1 hk<acardly,
I résulte du lemme 16 et de la condition (7) gue ce nombre est > 0.
Il en résulte que FNA 0. m
Remarques. 1. Soit D un ensemble dénombrable, p un entier > 1
et 0 une gurjection de N sur D telle que pour tout deD on ait

cald(O (@) =
il résulte de la propon‘mon 12 que 0 (G) n’est pas mesumble Pourtant
tout élément de H(G ) contient une infinité d’ensembles 6 (d)

Tl résultera plus précisément de la proposition que sous l'axiome de
Martin la condition (7), qui exprime que la suite (eardl,) croit assez

vite est en fait la meilleure possible. (Nous repoussons ce résultat au
paragraphe 6 avee d’autres résultats de méme nature.)

=p. 8i ¢ ost un filtre non -mesurable quelconque sur D,


GUEST


26 M. Talagrand

2. L’ensemble des filtres ayant la propriété décrite dans le théoréme
17 est stable par intersection dénombrable.

11 serait naturellement trés intéressant de savoir si un filtre vérifiant
la conclusion du théoréme 17 est nécessairement non mesurable. (En cas
de réponse positive celd conduirait & des implifications importantes des
résultats précédents.) Nous n’avons pu trancher cette question, ni méme
le cas plus préeis des filtres ,,dichotomiques”. C'est-a-dire qui véritient la
condition:

(D): Pour tout partition (I,) de N, ot cardl, =2 pour tout p il
existe un @ e F tel que

Vp card(znl,)<1
Nous allons établir un résultat plus faible, & savoir que tout filtre
rapide est non mesurable.
DEFINITION 18 (Mokobodzki). Un filtre F sur N est dit rapide il
vérifie pour toute suite croissante (m,) d’entiers:
dzer; Vp,

L’existence de tels filtres découle de I'hypothése du continu. Toute
partie 2z de I'intervalle [1,n] s'identifie & un élément de {0, 1}*. Pour
un telle partie z posons

card N[0, n,] < p.

B, ={wek; an[l,n] = 2)}.
On a m(B,) = 27"
La difficulté est concentrée dans le lemme technique suivant:
Levve 19. Soit A un compact de K de mesure > 0. Il emiste alors
un compact B = A, de mesure > 0, et une suite (n) dentiers tels que
(8) Vee{0,13%, m(B,NB)=(1—2""m(H,).

Démonstration. Construisons par récurrence sur % wne suite
croissante (n;,) d’entiers et une suite décroissante B, de sous-compacts
de A vérifiant les conditions suivantes

(9) M(BN\Byyy) < 0272 o4 g = m(A),
(10) By =) B,nBy,
eeTy

olt 'on a posé
T, = {z e {0, 1}%; m(B,nB,_,) > (1—27%")ym(mB,)}.

Choizissons B, = A et ny, = 1. Supposons B, et My, construits.
Il existe un entier =, tel que 1’on ait

(11) N = card {z € {0, 1"+, B,nB, +# B) < 2"e+1(m (By) + a2_"7ﬂ“2’“"“) .
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Posons
By = U E,NB,.

zelpy

On a donc
B\B;,, < U H,NnB,.
28T gy |
EynBp#0

Dol il vient:
m(By) < m(Bypy)+(1
Ce qui donne d’aprés (11)
27 2m (Byy1) = m(By) — N-27"k+1(1 — 27k=2)
> 275 m (By) — a2~

—g—k-2) [27"k+1N —m(By.1)].

d’ol

m(Byy,) = m(By) — a2 MR

ce qui montre que la construction est terminée.
Posons B = () B,. On a
k

ca
—p— —ng—Fo— e —np—k—1
9Pt L 9 n75k122p1=2"k“
k p=10

e

d’ot il vient !
(12) m(B) =
Ceci prouve déja avec k = 0 que m(B) > 0.
8i 2 € {0, 1) est tel que F,NnB # @, on a par construction
m(B,NB,) = m(B,nB,_)) > (1—27*)Ym(H,).
D’ol, d’aprés (12)
m(B,NnB) > (L—2"%")m (B,
PROPOSITION 20. Awucun filire rapide sur N n’est mesurable.

Démonstration. Soient F un filtre rapide sur N et 4 un compa,{:t
de K de mesure > 0. Soient B = 4 le compact et (1) la suite fournie
par le lemme 19. Puisque F est rapide, il existe un 2 e ' tel que

YE>0

Construisons par récurrence sur k une suite z, e {0, 1} qui vérifie
les conditions suivantes:

m(By) — a2~ k=1

—9=k=l — (1 9 Fym(B,). m

card (N[0, n;.,]) < &

2, = 2,10 [0, M)y
(13) 2, 2 anf0, nl,
(14) ’ B, nB #* 0.
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Le eas & =1 est analogue au cas général. Supposons z, construit.
Puisque B, NB # @ on a
m(E,

2L

NB) = (1—-2"‘)m(Ezk).
D’autre part on a

m({u € By; un[0,m ]2 an[0,n,,1}) = m(EB,,) 2™ wd @)
= m(B, )27,
Ces deux relations prouvent lexistence d™un u € B, tel que si 1'on pose

) g1 = UN[0, 7y, ,]
on ait

E%_'_lnB F 05 # 2en[0, n,,].

Ce qui termine la construction.

Soit enfin ’élément 2 de K défini par #n [0, n,] = 2, pour tout k.
Draprés (14) on a z € B < 4. D’aprés (13) on a o < 2, done 2 e F, ce qui
montre que FNnd = @. m

5. Etude de la propriété de Baire. La principale motivation de I'étudo
des filtres ayant la propriété de Baire est de développer un paralléle
avec la mesurabilité afin gue les deux propriétés s’éclairent mutuellement.
Cette démarche s’avére fructueuse comme le montre le théoréme 21.

Soient toujours I un ensemble infini et K = {0, 1}¥. Rappelons que
Pon dit qu’un sous-ensemble de K posséde la propriété de Baire s'il 8'écrit
0AM, ot O est ouvert et M maigre. Nous dirons done qu’un filtre posséde
la propriété si et seulement s’il posséde cette propriété en tant que sous-
ensemble de K. Tl est aisé de voir (et bien connu) qu'un filtre possédant
la propriété de Baire est maigre, et qu’un filtre non maigre n’est maigre
dans aucun ouvert.

Les filtres maigres sont caractérisés par le théoréme suivant dont
Pesprit est le méme que celui du théoréme 17. Cette caractérisation rendra
plus simples de nombreuses preuves.

Soit K= < K I’ensemble des parties infinies de K. (egt un G, de K.

THEOREME 21. Les conditions suivamtes portamt sur un filtre B sur I
sont équivalentes: .

(i) I' est maigre.
o (1) IT emiste une suite (I,) de parties finies deuw & deux disjointes
}if; I s telle que tout élément de T rencontre tous les T, sauf au plus un nombre
ni.

(iii) 7 est contenu dans un K, de K.

(iv) Il emisie ume partie dénombradle D de I (que Von peut choisir
égale a I si celui-ci est dénombrable), et une application fini-jective 0 de
D sur N telle que 6(F) soit le filire de Fréchet.
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Démonstration. (i)=-(ii). Supposons (ii) inexacte. Soit & = (M) G,
n=1

un @; dense de K, ol (@,) est une suite décroissante d’ouverts denses
de K. Etant donnde une partie finie J de I et z e {0, 1}’ =2 (J) soit
toujours

B, ={weK; and =z}.

Construisons par récurrence une suite (D,) des parties finies de I
telles que

(15)  Vee{0,1)P, 3t e{0,1}P+1; ¢nD, =z et B, < G,.

La possibilité de cette construction résulte immédiatement de la
densité de G,. Posons I, =D, ,\D,. Par hypothdse il existe z e F
tel que wnI, = @ pour une infinité de n. Construisons par récurrence
sur # une suite 2, € {0,137 telle que

z,ND, =z,, e xnD,<zg,.

Si #nI, #@, on prend 2,,, =2,U(@nD,,;). Si #nl, =@ on peut
@aprés (15) choisir #,,, tel que 2,,,0D, =2, et B, <&, Il existe
alors un élément z de K contenant « et tel que pour tout # on ait 2nD,
=2,, donc ze B, .

Par construction, pour une infinité de », on a B, < @,. La suite &,
étant décroissante on a done z e @. Et puisque 2 > 2, on a 2 € F. Ceci
prouve que GNF == G. Done F, rencontrant tout @; dense n’est pas maigre.

(ii) = (iii). I suffit de remarquer que

A, ={weK; VYuzp, oanl, # @}
est un compact de K contenu dans K*. Et I'on a

Fel\J4,cE>

(iii) = (i) puisque K™ étant d’intérieur vide, tout K, qu’il contient
est maigre.

(ii)<-(iv) est évident. m

Remarques. 1. Puisque un ensemble analytique posséde la propriété
de Baire, la condition (iv) du théoréme 21 est une généralisation d'un
résultat de Mathias & Baumgartner sur les filtres analytiques. (Voir éga-
lement le travail de Louveau [6].)

2. Les ultrafiltres et leg filtres rapides sur NN ne sont pas maigres.

3. On trouvera dans [4] un exemple d’application du théoréme 21
aux mesures simplement additives sur N.

La condition (ii) du théoréme 21 impligue immédiatement le résultas
suivant: ‘
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ProrosrtionN 22. Un filtre F sur 1 est maigre si el seulement il
existe une partie dénombrable D de I telle que T, soit maigre.

PROPOSITION 23. Une intersection dénombrable de filires non maigres
n'est pas maigre. De plus Vawiome de Martin implique que Vintersection
@une famille de cardinal < ¢, de filires mon maigres, nest pas maigre.

Démonstration. Prouvons plus généralement que sous Paxiome
(4,) de [9], pour un eardinal » < ¢ Vintersection d’une famille (P uey
de filtres non maigres (ol cardy = x) n'est pas maigre. Soit (I,) une suite
de parties finies deux & deux disjointes de I. Prouvons que F' = N F, ne

P . » . .u<"l
vérifie pas la condition (i) du théordme 21. Pour cela, construisons par

induection transfinies pour e < y des parties infinies J, de N et des élé-
ments », de F, tels que

a < f=dJdp\J, est fini.

(16) Vaed, wz,nI,=0.

La construction étant effectuée pour tout ordinal o< B, il découle
du théoréme 4 de [9] et du fait que eardf < » qu’il existe une partie
infinie J; de N telle que J}\J, soit fini pour a < B. 8i p < , puisque 7,
n’est pas maigre, la condition (ii) du théoréme 21 prouve existence
d'une partie infinie J, = Jp et d'un @, e Iy vérifiant (16). 8i g =y on
prend J, = J,. (

Pour tout o, Vensemble {n e J,; 2,NI, # @)} est contenu dans J,N\J,
done fini. Si 'on pose

z=U &N U L)
a<y neJ ) \Ja

on azck et onl, =@ pour tout ned,. m

THEOREME 24. Un élément de la tribu de K engendrée par les ensembles '
et 1+ F lorsque I parcourt la classe des filtres non maigres et qui est distinct
aw vide et de K ne posséde la propriété de Baire dans aucun ouwvert.

Démonstration. Elle est paralldle & celle du théoréme 8, et laissée
au lecteur.

Reprenons les notations de la proposition 12.

ProposITION 2B. Soit 6 une application fini-jective de I sur J} soient
F un filtre sur I et G un filire sur J. Alors

(i) B est maigre si et seulement si 0(F) Dest.

-1
(i) & est maigre si et seulement si 0 (G) Pest.

Démonstration. Prouvons la premidre assertion. La suffisance
découle directement de la condition (iv) du théordme 21. Réciproquement,
8i F' est maigre soit (,) la suite de la condition (ii) de ce méme théoréme.
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Il existe une suite 7, d’entiers telle que les ensembles 6(Z,,) soient deux
& deux disjoints. Cette suite et le filtre 6 (F) vérifient alors la condition (ii)
du théoréme 21, ce qui prouve que 6(F) est maigre.

-1

Enfin (i) résulte de (i) puisque 6(6(G)) =G. m

Le comportement des filtres maigres vis & vis de la somme est iden-
tique & celui des filtres mesurables. L’énoncé et la démonstration de la
proposition 15 sont encore valables si I'on remplace ,,mesurable’® par
,maigre’.

Terminons ce paragraphe par un dernier résultat de stabilité. Htant
donné deux ensembles infinis I, et I,, et des filtres F, sur I, F, sur I,,
soit I = F, x F, le filtre sur I, x I, engendré par les parties @, X x,,
ou z, e Fy, myech,,

PropPOSITION 26. F, X I, est maigre si et seulement st Pun des deuxw
filtres Fy, Fy, est maigre et Vautre n'est pas plus fin que les filtres des parties

de complémentaire au plus dénombrable.

Démonstration. Prouvons que la condition est suffisante. Si ',
est maigre et si D est une partie dénombrable de I, tel que #,nD soit
infini pour x, € F,, on a

FyxFyc Y H;
y

ou H; = I'ysii e D, et sinon est trivial, Ce filtre est maigre d’aprés 1’analo-
gue de la proposition 15.

Prouvons que la condition est ndécessaire. Si F est maigre, d’aprés
la proposition 22 il existe des parties dénombrables D, de I, et D, de I,
telles que ¥|p, . p, S0it maigre. Ceci montre déja que Fy|p, et Fyl p, sont
non triviaux. Une modification facile de la preuve de I’implication (i) = (ii)
du théoréme 21 montre qu’il existe des suites croissantes J} et J% de parties ~
finies de I, et I, telles que tout élément de F rencontre tous les ensembles
T X Jhe 1 NI X I3 & partir d’un certain rang. Si 7, n’est pas maigre,
il existe x e I, tel que ’ensemble

B = {neN; u,ndy \J, #* 3}
soit infini. Si F, n’est pas maigre il existe x, ¢ F, tel que 1’ensemble
C = {neB; p,ndi NJi = @}
soit infini. Si e €, on a done
@y X N (o X T \Ty X JT5) = @

ce qui est absurde, et prouve que, soit Iy, soit F, est maigre. |
Remarques. 1. Le lecteur étendra aisément la proposition 26 aux
produits finis, en remarquant qu'un produit fini de filtres est plus fin
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que le filtre des parties du produit de complémentaire au plus dénombrable
8i et seulement si I'un des filtres est plus fin que le filtre des parties (de
Pensemble sur lequel il est défini) dont le complémentaire est au plus
dénombrable.

2. Btant donnée une suite (I,) d’ensembles infinis et des filtres

< d
By, sar I, soit F = [T 7, le filtre sur I = J] I, engendré par les parties
n=1

n=1
==
[1#,,0uz,ecl,, et ®,= I, sauf pour un nombre fini d’indices. L’analogue
ne=1

de la proposition 26 n’est plus exact.
Choisissons en effet I, = N et £, =@ pour chaque n (o1& est quelcon-
que). Dégignons par x(a) la composante de rang a de » € {0,1}'. On a

F,<U 4
ﬂ WS U A
ol

Ay ={zec{0,1¥; 2(a) =1 Vae{p, o™},
En effet, tout élément 2 de F contient un produit [] #;, ol (@, =y e @

. n=1 i=1

8i p et ¢ sont deux points distinets de 4, # contient {p, ¢}, ce qui suffit.

Aingi, 4, étant rare et de mesure nulle, ¥ est maigre et mesurable.

3. Bi dans la définition précédente, on supprime la condition nty =1,
sauf pour un nombre fini Q’indices”, le filtre obtenn contient le complé-
mentaire de toute partie dénombrable, donc n’est pas maigre et pas me-
surable.

4. Nous ne savons pas si Panalogne de la proposition 26 pour les
filtres mesurables est exacte.

6. Independance de la propriété de Baire est de Ia mesurabilite. Une
des conséquences de l'axiome de Martin (AM) est la suivante ([9], Théo-
réme 3): Si (X,);e; est une famille de sous-ensembles de [0, 1] de mesure
de Lebesgue nulle, et si cardl < card R alors U X; est aussi de mesure

il

nulle. 1 est aisé d’étendre ce résultat i des parties X; d’un espace de

probabilité (X, X, u) ot 2 est dénombrablement engendrée.
ProroOSITION 27. IT emiste sur tout ensemble wnfint I un filtre mesurable
nON Maigre.
Démonstration. On se rameéne immédiatement au cas ou I est
dénombra,blle. Soit alors 6 une application fini-jective de I sur N telle

que card 6 (n) = n pour tout n. Soit F un ultrafiltre sur N. Dlaprés la
1

proposition. 25, 5(11") n’est pas maigre, et ’aprds la preuve de la propo-

1
sition 13, 6 (F) est mesurable. m
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ProposItioN 28 (AM). Il ewiste sur towt ensemble infini I un filtre
universellement mesurable non maigre.

Démonstration. Supposons d’abord I = N. ILlexistence d’une
»limite médiale” gur { —1, 1}V, établie dans [7]avee hypothése du cfmtinu,
peut aussi se déduire de I’axiome de Martin. La fonetion ¢ est universel-
lement mesurable, additive sur K (c’est-a-dire que si@, y e K et ony = @,
on a p(xVy) = @(w)+¢(y)) et nulle sur les parties finies. I1 en résulte

que I =Tp,(1)ﬁ1f est un filtre universellement mesurable et que, d’aprés
[4] ce filtre ne posséde pas la propriété de Baire. ) )
Si maintenant I est quelconque, on peut supposer qu’il contient N
et le filtre engendré par F dans I convient. m
ProposiTioN 29 (AM). Soit (I,) une suite de parties finies deux
& deux disjointes de N. Les conditions swivantes sont équivalentes
i) Va<l, Y o™ < co.
n=1
(ii) Il existe un filtre F non mesurable tel que
VezeF,3peN; unzp=anl, #0.

Démonstration. Prouvons que (ii) = (i). Soit @ < 1 et soit
My g = @+ (L—a)8,)%N.
D’aprés la proposition 11 on a m;_,(F) =1. Or
FclpeK;dp, Vaozp, anl, #0} =4,
d’ol
m,(4) = Sup (1—a®din) =1

ce qui montre que > a®In < L co. ' . .

Prouvons que (i) = (ii). Soit 2, le premier ordinal de méme cardinal
que R. SBoit (L), une énumération des compacts de K de mesure > 0.
Construisons par induction sur e < £, une suite (z,) de parties de N
vérifiant les conditions suivantes:

%, € L,
pour toute famille finie 4 d’ordinaux

(17) Ak, 1eN: Va1 card ( () @,nI,)> 3% cardI,.

agd.

Supposons la suite construite pour tout ordinal o < . Pour toute
famille finie A d’ordinaux < § soit X, I’ensemble

lee K; A1, 0> l=cardfen () #,n1,) > keard(L,N Qma)}
acd . a

3 — Studia Mathematiea LXVIIL1
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D’aprés le lemme 16 (ol Pon fait b = 1/2, « = 2/3), la condition (17)
et la condition (i), on a m(X ) = 1. D'aprés I’axiome de Martin on a
m( N X,) = 1. Tl suffit alors de prendre @, e Lyn () X, pour terminer
A A

la construction. Le filtrec engendré par les o, (a < 2;) est non mesurable
puisqu’il rencontre tout compact de mesure positive, et vérifie la condition
(ii) d’apres (17). m

Bn particulier ce résultat implique lexistence sur tout ensemble
infini de filtres maigres non mesurables, ce qui, compte tenu de la condi-
tion (iv) du théoréme 21 montre que I’hypothése deé la proposition 12
est bien néeessaire. La proposition 29 n’est pas sans rapports avec le
" résultat suivant, du & D. H. Fremlin [3] (antérieurement & notre travail).

PROPOSITION 30 (AM). Soit (4,) une swite @ensembles indépendants

dun espace de probabilité (X, X, u) o la tribu X est dénombrablement engen-
drée. Les deux conditions suivantes sont équivalentes:

i) VE>0 > u(4,)t = + co.
n=1
(ii) IT ewiste une valeur d’adhérence (pour =) de la suite (4,), qui est
de mesure extérieure 1.
Ce résultat est la clef de la proposition suivante.

ProposrTioN 31 (AM). Soit (I,) une suilte de parties finies deux
& deux disjointes de N. Les deux conditions swivantes sont équivalentes:

(i) Va>0 > a®n = 4 co.

n=1

(ii) I1 ewiste un filtre non mesurable F iel que pour tout © e F, Vensemble
{n; I, = x} est infini.

Démonstration. L’implication (ii)= (i) résulte du théoréme 17.
Prouvons la réciproque. Soit:

A, ={weK;a>I,}.

On a m(4,)= 2" ce qui-montre que la condition (i) de la propo-
sition 30 est vérifiée. Il exizte done un ultrafiltre U sur N tel que si 'on
pose

I =1limA, -on ait m*(¥F) =1.
U
Mais on a aussi

VzeK) (xeFe{n; I, xlel).

Ceci prouve que F est un filtre vérifiant la condition (ii). m

Pour terminer ce paragraphe, et notre étude des filtres, signalons
que les méthodes précédentes permeftent aussi de construire un filtre
maigre ayant la propriété (D) du paragraphe 4.
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7. Reduction du probléme 4. Ce paragraphe et le suivant sont con-
sacrés & la solution du probléme 4.

Le lemme élémentaire suivant dégage la difficulté.

Levve 32. Soit (X, X, u) un espace mesuré o-fini, et A < M(X)
un ensemble compact pour T, et séparé pour T,,. Alors la restriction de 7,
& A est compléte et plus fine que z,.

De plus, les conditions sont équivalentes:

(i) Les topologies t,, et 7, coincident sur A.
(i) A est méirisable pour t,.
(iif) Toute suite de A posséde une sous-suite convergente u-p.p.

(iv) 4 est compact pour z,,.

(v) A est précompact pour <, .

(vi) A est séparable pour 7,,.

Démonstration. Prouvons la premiére assertion. Si (,) est une
suite de A qui est de Cauchy pour z,,, elle posséde une sous-suite (mnp)
convergente u-p.p. vers une fonction . 8i y désigne une valeur d’adhérence
dans A (pour 7,) de la suite (wnp), ona % =y, u-p.p.; done la suite (z,, )
converge en mesure vers y € 4, et il en est alors de méme de la suite (x,),
ce qui prouve la complétude de 4 pour 7,,. De plus un sous-ensemble B
de A fermé pour 7, est aussi complet pour =,,, donc fermé pour z,,, ce
qui montre que 7,, est plus fine que 7,.

Prouvons maintenant les équivalences. Sont évidentes les implications:

(1) = (i) = (il) et (iv)=(¥) = (vi).

Puisque (iil) implique que toute suite de A posséde une sous-suite con-
vergente pour z,, et que 7, est séparée sur A, on a (iii) = (iv). Enfin
puisque 7, est plus fine que 7, sur 4 on a (vi) = (ii) et (iv) = (i). =

Le théoréme 3 résulte du théoréme 1 et de la condition (iii) de ce
lemme. I’exemple du paragraphe 2 prouvant que le théoréme 1 n’est
pas exact si ’espace mesuré n’est pas parfait, il nous faut employer une
autre méthode. Nous prouverons plus tard que 4 est précompact pour z,,.

Désignons par 2 le premier ordinal non dénombrable. Le résultat
suivant est le principal de ce paragraphe.

TaiorBME 33. Soit (X, X, u) un espace mesuré et A <= M(Z) un
COMPact Pour v, , non nécessairement séparé pour ., , et qui n'est pas précom-
pact pour v,,. Alors il existe un sous-compact A’ de A et une surjection
continue de A’ sur {0,1}?. De plus, sous Paxiome de Martin, il existe un
sous-compact A' de A et une swrjection continue de *A’ sur {0,1}F, done
um sous-compact de A homéomorphe & BN.

Démonstration. 1% étape. Si 4 n’est pas précompact pour z,,,
il existe un réel ¢ > 0, un ensemble F € X, de mesure finie et une suite
(y,) de fonctions de A tels que

m ”ﬁﬂ({lyn_yml > a} ﬁE) = a.
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Soit y = Sup [y,|. Puisque 4 est ponctuellement borné, y est finie. Il existe
alors un rgel L tel que u({y = LIn B)<
¢: B>[—L, L],
t —Inf(L, Sup(t, —L))
L’ensemble des restrictions &4 B des fonctions gow, pour @ € 4, est image

continue de A (pour 7,) donc compact pour 7,. Cet ensemble n’est pas
précompact pour z,,, puisque

m # n=p({{poY, — oYyl = a}) =

a/2. Soit ¢ lapplication.:

af2.

Nous voild done ramené au cas ol A est borné en norme uniforme et ol

u(X)< + oco. Sur 4, 7, coincide avec la topologie induite par #,(u),
topologie que nous utiliserons désormais pour la commodité du vocabu-
laire.

2% gtape. Soient (z,) une suite de A4, et § un réel > 0 tels que

(18) M=o, — 2yl 2= B
Pour toute partie infinie J de N posons
T; = lim supx,; = lim infa, .
neJ ) ne

Prouvons qu'il existe une partie infinie I de N telle que pour toute
partie infinie J de I on ait

(19) By —aslh = @1~ -

Pour cela construisony par récurrence une suite décroissante (I,) de
parties infinies de N telle que

2"+ Int{|[E; —w,ll;; I < I,, T infini}.

Soit I une partie infinie de N telle que INI,, soit finie pour tout n et soit
J < I. Puisque pour tout », J\I, est fini on a

[, 4y —21, b <

WZr —@slls = Brnr, —Zsnr,ll = @, o, —2r, =277

= By, a1~ 21, o ~rlh—27" = B —2yl,—27"
ce qui prouve que I convient.

En remplacant la suite (z,) par une sous-suite, on peut supposer
que la condition (19) est vérifiée pour I = N, et que la suite (,) converge
faiblement dans %,(u) vers une certaine fonction x. Pour alldger les
notations posons

Z = &y (= limsupw,), @ =ay(=liminfz,).
n n

3%me ¢tape. Posons:

X, ={ueX; o) <o) < E(w}.

icm®
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Prouvons que u(X,
D’ensemble:

) > 0. Pour cela, posons ¥, = Infav ms ©6 considérons

= {u € X; w(u)> x(u)}.

On a:

X{@du > X{mdn = m.x{mndy >lim X{yndu >

fg}_d[u.
X

On en déduibt que lim [ (#,—¥,)dx = 0, et que @ =g u-p.p. sur X,

N0
done quelim [ (w— yn)d,u = 0. Il en résulte quehm f]m z,|dp = 0.
n—+00 X3
De méme on a lim [ |o—a,/du =0, 51 X, = {u eX; w(u) >x(w)}. 1
n—»00 Xo
résulte alors de (18) que u(X,) = u(X\(X,UX,)) > 0.
Soit maintenant J une partie infinie de I. Prouvons que
x4z
2

(20) ,u({u € Xo; {n ed; (u)<wn(u)} est infini}) = u(X,),

1) ,u({ueXo;{'n,e g; 212 (u)>m,,(u)} ot inﬁni}) — u(Xy).

Z+o -,
Soit en effet ¥ = {u e Xy; {'n ed; @, (uw) > } est fml}. On a:

<.

weY=>T(u) < gt

Puisque ;2> @, il en résulte que si x(¥)> 0 on a
&, — sl < [IZ~—2lls

ce qui contredit (18), et établit (20). La condition (21) se prouve de méme.

4%m¢ gtape, Construisons par induction transfinie une suite (ta)a<n
de points de X, telle que si Pon pose

T, = {n; o (1) >

T; - {’ﬂ; '%n(ta) < a)}!
alors pour tout couple (C, ¢') de familles finies disjointes d’ordinanx < Q
Pengemble

8o = (TP T,

aeC aeC’

goit infini.
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- Supposons la construction effectuée pour tous les ordinaux < y,
de sorte que Sy soit infini si ¢ et ¢’ sont constitués d’ordinaux < y.
L’ensemble de tels couples (€, C') est dénombrable. Pour chacun ’eux
Pensemble X . des-points ¢ de X, tels que les deux ensembles

+z :
S0l {nefoos mi< 3L o)

{“ e So,0r; @ (1) >

solent infinis est de méme mesure que X,, d’aprds (20) et (21). Il sutfit
de choigir ¢, dans D’intersection des ensembles X ..

5%° étape. Terminons la preuve du théordme 33. Soit f. une fonetion
continue de R dans [0,1] telle que ) ‘

z+a

2 () =fun = 0; 1> 2T

P (ta)'=>fu(t? = 1.

[

L’application.:
p: A--[0,177,
@ — fa( (t))
est continue. Ktant donnée une partie P de £, il résulte de la 4°™ étape
que Uensemblé des parties B, de N, ot B, = T, 8i a e P, et sinon R, = T},

est une base de filtre. Soit U un ultrafiltre, plus fin que le filtre engendré
par cette base, et soit # = limz,. Pour a e P, on a
U .

wit) > 212

(t),  Tou  fulo(t) = 1.

De méme si a ¢ P, on a f, (zz:(ta))v= 0. Ceci prouve que l'image de 4 par

@ contient {0, 1}°. Il suffit maintenant de poser A’ = qyl( {0, 1}*). La preuve
de la premiére assertion du théoréme 33 est terminde. ‘

Supposons maintenant vrai I'axiome de Martin. Il suffit de remarquer
que la construction de la 4% étape de la démonstration précédente peut
alors étre effectuée pour tout ordinal a < £,. Ceci provient du fait que
tous les ensembles mesurables qui interviennent appartiennent & la plus
petite tribu rendant mesurables les fonetions x et ,, et que cette tribu
est dénombrablement engendrée.

Soit @ une surjection continue de A’ sur P = {0, 1} W Pour chaque
entier n soit ¢, 1’élément donné par

Yae{0,1}¥, t,(a) =a(n).

Soiti 2, € 4" tel que @(z,) = t,. L’application 4, de AN dans A’, qui envoie

icm
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Pultrafiltre U sur limt, est continue. I application ¢ o 6 est injective. En effet
U

Vae0,11,  (po0)(U)(a) = (imi,)(e) = lima(n) = xo(a).

U
Il en résulte que O est injective, donc est un‘homéomorphisme sur son
image. m

Le résultat suivant est un corollaire de la démonstration précédente,
qui n'est pas directement utile & la solution du probléme 4.

THAORIME 34 (AM). Soit (X, Z, u) un espace mesuré, ol X est la
o-algébre complétée par rapport & u d'une o-algébre X, de cardinal < card R.
Alors tout ensemble A = M (X) compact pour T, st précompact POUr Ty,
En particulier si Uespace mesuré est o-fini, toute suite de A posséde une
sous-suite convergente p-p.p.

Démonstration. Reprenons les notations de la preuve du théoréme
33. 80it (B4)a<n, UNE énumération des traces de mesure > 0 des ensembles
de X, sur X,, telle que chacune de ces traces soit énumérée pour deux
ordinaux consécutifs. Comme lors de la preuve de la proposition 34, cons-
truisons la suite (f4)ecq,s €0 imposant de plus ¢, € B,. Le raisonnement
de la 5%° étape de la preuve du théoréme 33 montre qu'il existe y e A
et tel que y(t,) > = si a est pair, et y(t,) < @ sl a est impair. Ceci montre
que les deux ensembles {ueX;y(uw)>o(u)} et {ueX;y(u) < a(u)}
ne peuvent &tre simultanément mesurables; puisque leurs intersections
avec X, sont de mesure extérieure (X ,) et contredit le fait que y e M(Z). m

1 n’est cependant pas possible d’étendre le théoréme 1 au type d’espace
envisagé dans I’énoneé précédant. En effet supposons exacte I'hypothése
du continu. Soit (U,)q<o une suite d’ultrafiltres dense dans AN. La propo-
sition 7 permet de construire par induction une suite (f,)qcp dc points
de K = [0,1]Y vérifiant les propriétés suivantes

ﬁ?a?tﬂEU‘” taE-Aa

oll (A,)eco est une énumération des compacts de K de mesure > 0.
Soit X I’ensemble des #,. On a m*(X) = 1, et pour tout a I’ensemble
X\U, est dénombrable. Considérons P'espace mesuré (X, B, u), o &
désigne la o-algebre des boréliens de X et w la trace sur X de la mesure
de Haar. Soit (z,) 1a suite des fonetions coordonnées. Comme dans 1’exemple
du paragraphe 2, on voit qu’elle ne posséde aucune sous-guite conver-
gente u-p.p. Mais si (, ) est une sous-suite de () il existe un a tel que U,
goit porté par l’ensemble des m,. Et alors limz, = yy, est une valeur
U,

d’adhérence de la suite (wz, ), qui est mesurable puisque U,NX € 3.

)
8. Solution du probléme 4. Le point crucial est le théoréme suivant:

TrioREME 35. Soit (X, X, u) wn espace mesuré o-fini, et A = M(ZX)
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un ensemdle homéomorphe pour t, & BN. Il existe alors un sous-compact B
de A, homéomorphe & BN, et tel que

Wl U fteX; a(t) #y@)}) = 0.

z,veB

Démonstration. On peut supposer que u est une probabilité,
en la remplacant par une probabilité ayant les mémes cnsembleﬁ négli-
geables.

Supposons tout d’abord 4 < X.

h(Q)

Pour tout fermé ¢ de 4 posons:

=u( U way).
x,yel!
Construisons par récurrence une suite B, de fermés infinis de-4 tely
que

h(B,) <2 "+inf{h(C); O < B,_,, O fermé infini}
et posons B = () B,. C'est un fermé infini (car si =, € B,, toute valeur

n
d’adhérence de la suite (w,) appartient & B). 8i O est un fermé infini de B
on a Rh(0)<h(B,) <2 "+1(0), ce qui montre que A(C) = limh(B,)
= h(B). Il nous suffit de prouver que h(B) = 0.
Puisque B contient une copie de N il existe une surjection continue
S de B sur [0, 1]. D’aprés le théoréme de Zorn il existe un fermé ¢ de B tel

que f(0) = [0, 1] et

(D <=0, D famé, D # 0)=(f(D) # [0,1]).

. . -1
Soit (g,) une suite dense de [0,1] et pour chaque n s0it x, € €N f (q,)-
Désignons par 6 I'application de X dans K = {0, 1}¥ définic par

0(t) = (1, (8)-

Ell¢ est mesurable lorsque K est muni de la tribu des boréliens. Pour
tout point « de K définissons les sous-ensembles suivants de [0, 1]

’lt’ = {qn; u"« - 0}7 1 = {Qn’ uw = 1}

Prouvons que
(X)) Y ={uek; v N =@ ="w\'ﬁu”}.

Supposons en effet par exemple que pour un ¢ de X on ait I < 0(1)’
et 0(f)"NI @, ol I désigne un intervalle ouvert non vide de [0, 1].
Puisque 6(1)"" NI 3 @, il existe un n tel que t e w, et g, = f(z,) e I. Puisque f
est continue, il existe un ouvert ¥ non vide de C, contenu dans {# e 4;
t ew} et tel que f(V) = I. Posons G = {w,; «, ¢ V} et prouvons que f @)
=1[0,1]. Il est déjéu clair que f(@) = [0, 1]\I.
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Si s e I, puisque I < 6(t),
t ¢, donc z,, € @. On a ainsi [0, 1]
puisque G <= C et @ # C.

Prouvons de fagon similaire que
=fy) =g, > 0@@ey)< ¥,
Supposons en effet par exemple que pour un t de z Ay on ait g, ¢ 6(t)’

tout voisinage de s contient un ¢, avece
= f(@) < f(@). Mais ceci est absurde

z,ye0; flz = {uck; q,ew nNnu’}.

et t € \y. On a alors ¢, € 0( t)" 1l existe done un voisinage V de y tel que

£(7) < 675
Sim, €V, on a f(z,) € 6(1)"”, et puisque t ¢ x,, on a aussi f(,)

€ 6(t), ce qui contredit le résultat précédent.
Puisque la suite qn est dense dans [0,1] on a Ynﬂ Y, = @. Puisque
6(X)= Y on a () 6 (¥,) = @. Puisque les ¥,, sont des boréliens de K

-1 n
les ensembles 6(Y,) sont mesurables. Il existe un ensemble mesurable Z

contenant () way et tel que
xyeB
u(Z) = p( \J way) = h(B).
@, yeB

Supposons 2 (B) > 0. 11 existe alors un n tel que

Vei{rel; ¢,

= Gn

-1

K0 (XN U way) < (_al( Y,)NZ) < u(Z) = h(B).

z,yel3

Soit ¢ _f (@n)- C'est un fermé infini. En effet, si @, est une suite

telle que lnn Tnyy = dn €6 ¢y, # @y, tOULE valeur d’adhérence de la suite z,,

00
est contenue dans €. De plus on a

nU zay

,yeB

U aay<8(T,)

EXT
d’ou
-1
MO) = w U o2y) < p(6(T,)NZ) < (B)
@,yeC
ce qui contredit la construction de B, et établit que h(B) = 0. m
Prouvons maintenant le cas général. Désignons par # la c-algébre
des bordliens de R, par A la mesure de Lebesgue et par X &4 la c-algébre
complétée de X ®% par rapport & uQ4i.
L’ensemble .4 des parties # de X xR telles que

Aved; {a,b)eXxR;b<z@}<yc< {a,d)eXxR; b < w(a)}
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est un compact de X &% pour la topologie de la convergence simple sur
X XR, et la surjection évidente ¢ de A sur A ost continue. Puisque 4
est homéomorphe & 8N, le raisonnement de la fin de la preuve du théoréme
33 prouve qu'il existe un compact B de A tel que la restriction de ¢ & B
soit un homéomorphisme de B et A.

On sait alors qu’il existe un compact = If, homéomorphe & AN, et un
ensemble Z ¢ R4, tel que pu®A(Z) =0 ot & a§ < Z pour tous & et §
de Z. 8Boit ¥ = X un cnsemble de mesure nulle tel que

t¢ Y =>i({ueR; (t,u)eZ}) = 0.
On a, pour te X
2,y cp(0)= {weR; Inf(s(t), y(t) < w< Sup (), y(2)}
c{ueR;(t,u) ez}
ce qui montre que x(f) = y(t) des que ¢ ¢ Y. La démonstration est ter-
minée, puisque ¢(0) est homéomorphe & BN.
Remarque. Sur un espace de probabilité les ensembles séparés

pour 7, ne sont pas towjours ,petits”. En effet, dans 1’espace {0, 1}2R
muni de sa mesure produit il existe une partic X de méme cardinal que R
et de mesure extérieure 1. Il existe 2% ensembles indépendants pour la
mesure induite sur X, quoique card X = R.

Des théorémes 33 et 35 découle immédiatement le résultat suivant,
qui, sous l'axiome de Martin, résoud le probleme 4.

THEOREME 36 (AM). Soit (X, X, u) un espace mesuré o-fini, ei A
< M(X) un ensemble compact v, et séparé pour t,,. Alors sur A les topologies
Tp € T, cotncident, done en particulier A est métrisable pour Tpe
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