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Le groupe des isométries d’un espace de Banach
par

JACQUES STERN (Paris)

Abstract. We characterize those groups @ such that, for some Banach space F, Q@
is isomorphic o the group of (norm-preserving) isometries of E: they are exactly the
groups which have a normal subgroup with two elements.

Les . isométries d’un espace de Banach E sont les aubomorphismes
de B qui conservent la norme, c’est-i-dire les surjections linéaires T': H—H
qui sont telles que

Va |T{z)] = ll2l-

Le but du présent article est de caractériser les groupes d’isométries
des espaces de Banach. Si @ est le groupe des isométries de ’espace de |
Banach E, alors @ a un sous-groupe normal & deux éléments formé de
Pidentité de la symétrie o: # — — . Inversement, on a:

THEOREME 1. Soit G wn groupe qui a wn sous-groupe normal & deus
éléments et soit & wn nombre rédl sirictement positif. Il emiste un espace de
Banach 1 + e-isomorphe & un espace de Hilbert et dont le groupe des isoméiries
est isomorphe & G.

On rappelle que deux espaces de Banach B et F sont dits 1+ &-iso-
morphes g%l existe un isomorphisme T: ¥ — F tel que ||T] ATH<L 14

Remarques. 1. Soit 4 Pélément neutre de G et {i, j} un sous-groupe
3 deux éléments. On peut alors préeiser la conclusion du théoréme 1 qui
devient:

I1 existe un espace de Banach B, 1--e-isomorphe & un espace de Hil-
bert et un isomorphisme T de G sur le groupe des isoméiries de I tel que (%)
soit Videntité de B et v(j) lo symélrie de H.

2. 8i @ est dénombrable, l’espace de Banach dont I'existence est
affirmée par le théoréme 1 peut &tre choisi séparable.

Pour établir le théoréme 1, on prouvers au préalable le résultad
suivant (suggéré 4 D'auteur par S. Shelah).

THEORIME 2. Pour fout ensemble non vide X et pour tout e> 0, il
ewiste un espace de Banach 1--e-isomorphe & 13(X) et qui n’admet comme
isoméiries que Didentité et la syméirie.
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140 J. Stern
I*(X) désigne I’aspace des applications u de X dans R de carré sommable
muni de la norme (Zu(m 2L,

La preuve des theorémes 1 et 2 utilise une construction d’espaces
de Banach 1--e-isomorphes & 7% introduite par 'auteur dans [1] pour

résoudre le probléme des enveloppes, et qu’on va d’abord rappeler.

§ 1. Une méthode de construction d’espaces 1 e-isomorphes 3
espace de Hilbert. Soit s un espace de Hilbert réel de dimension >
on note (%, y) le produit scalaire de o et |3| = (=, #)*** la norme.

Si & est un nombre réel strictement posmf et ¢ un pomt de s de
norme 1, on note

H (e, 6) 'hyperplan d’équation (z,e) = 1—J;

F (e, 8) lintersection de cet hyperplan avec la boule unité B de #;
on appelle facette un ensemble de la forme F (e, §).

8i # et 2’ sont deux points de #, on note G(m & ) Pangle 0 de = et »’
défini par

un
2

H

_ (@2)
lel 121’

<O .

On a alors:

LevuE 3. Soit 8, un nombre réel, 0 < 6, < }m, 6 soient ¢, ¢’ des points
de & de norme 1, satisfaisani |e—e'| > 25in0,; 4l ewiste un nombre réel
B> 0 (dépendant de 6,) tel que pour tous 6 < B et & < B les propridés sui-
vanies soient vraies:

1. 8i weFle, 6) et o' e F(e, 8"), alors O(m, x') = 6

2. 8t weFle, o) et o' € Fle, d), alors 0(z,2") < 16,

Preuve. De P'inégalité |e—e’| > 2sin0,, on déduit facilement 6(e, ¢')
= 26,. D’autre part, si x € F(e, 5), on a

lo—ef2 = lof>+ Jol*—2

soit |z —e| < V2.

11 suffit done pour obtenir les conclusions cherchées, d’utiliser la
continuité de la fonction 6(2, #') aux points (¢, ¢') et (¢, ¢) respectivement.
B Pour la suite de ce paragraphe, on fixe un nombre réel 6, 0 < 6, < i,
et on choisit un nombre réel § > 0 qui satisfait la conclusion du lemme 3.
Soit A un ensemble de points de norme 1 dans un espace de Hilbert
qui est tel que pour deux points distinets a, o’ de A on aib

lata'l =

Soit d’autre p&rt; 4 une application de 4 dans R telle que pour tout @ & 4,
on ait-

(a; e)<2—-2(1—9)

28in 6,.

0<A(a)<ﬁ.

icm
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On note # (4, 4) Pespace ¥ muni d*une nouvelle norme dont la boule
unité est ’ensemble des points 2 tels que
Bl <1
(z,8)| <L1—4d(a), acA.

On note |iz]] lIa norme d’un élément x dans (A4, 4).
La sphére unité de s#(4, 4) est formée des facettes F(j:a, A(a)),
ac A et de eux des points # de norme euclidienne 1 qui sont tels que le

“segment [0, #] ne rencontre aucune des facettes F(a, 4(a)) (ohr [0, 2]

={y: y = Az, 2e[0,1]}).

On considére maintenant un plan P de #(4, A) c’est-a-dire un sous-
espace de dimension deux. On note Xp la sphére unité de P (pour la norme
de Iespace 5#(A, 4)) et Op le cercle unité de P pour la norme hilbertienne
{de ). .

LEMME 4. Zp se compose @un nombre fini de segments de droite et de
points du cercle Cp; CpNZp est infini.

Preuve. 11 est clair que X se compose de points de Cp et d’ensembles
de la forme

PnFles, 4(a)), &= £1,acA,

chacun de ces ensembles est un segment de droite. Soient » et #' deux
points de X, appartenant & denx segments distincts, c’est-a-dire & deux
facettes distinctes; d’apres le lemme 3, on a

B(m, ') > b,

Si K est un nombre entier tel que K 6, > 2= il y a done moins de K facebtes
distinctes qui rencontrent P et done Zp ne contient qu’un nombre fini de
segments de droite.

Si P ne rencontre ancune facette F(za, A(a)), alors Cp = Zp; sinon
s0it & un point de X, appartenant i une facette F (ea, A(a)); soit y un
élément quelconque de Cp tel que

36,< 6(w, ) < b5

alors, d’aprés le lemme 3, y n’appartient & ancune des facettes Flea, 4(a)),
g= 41, aed, donc y appartient & Zp et & Op.

Dans tous les cas, ZpnCp est infini.

Lmnm 5. Toute isoméirie de (A, A) est également une isoméirie
de .

Preuve. Soit P un plan de # (4, A) et Zp la sphére unité de P.
La norme de # NP est Punique norme hilbertienne qui  une infinité de
points en commun avec Zp. Toute autre norme hilberfienne admet pour
sphére unité une ellipse distincte de Cp qui rencontre Op en au plus quatre
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points et chacun des segments de droite inclus dans 2% en deux points
au plus. Or, Zp se compose de points de (p et d’un nombre fini de segments
de droite.
Soit maintenant ¢ une isométrie de s#°(4, 4) et » un point tel que
lp(@)] # |o].

Soit P un plan de 2# tel que 4 € P, on pose @ = @(P); alors Xy = qa(ZP).
L’application N: @ — R définie par N (y)= |p™ (y)| est une norme eucli-
dienne sur @ qui a une infinité de points en commun avee ¢(Zp) = Xj.
Done

(p(@)) = lp@)l-
Or, N (p(x)) = lg""op(x)| = |»|; contradiction.
Lenvwve 6. Soit o une isomélrie de # (A, A) et a un élément de A; ¢l
ewiste 6’ € A e ¢ = L1, tels que p(a) = ea’; de plus A(a) = A(a").
Preuve. Soit ¢ un éément de 4. D’aprés le lemme 5, ¢ conserve
norme hilbertienne et produit scalaire et par suite, on a
9(H(a, 4(a))) = H(p(a), 4(a)
et aussi )
o(F (s, 4(@)) = Fp(a), 4(a)). ,
Or, l'image par ¢ de la facette F(a, 4(a)) est contenue dans la sphére

unité de #°(4, 4) et done dans une facette P (ca’, 4(a')), &' = +1, o’ € A.
Par suite

H(p(a), A(a)) = H('a', A(a")).
Or, ces deux hyperplans d’équations respectives
(2 p(@)) = 1— 4(a),
(@, e'a’) =1—A(a’)
ne coincident que si p(a) = &'a’ et d(a) = 4(a').

Avant de passer 4 la preuve des théorémes 1 et 2, on wvérifie que
et H#'(A, A) sont isomorphes.

Levwe 7. Soit ¢ un nmombre réel strictement positif tel que 1-+-g

> (1—81:})4((5))"1, alors # e H(A,A) sont 14 e-isomorphes.
a
Preuve. On pose sup 4(a) = 6. Puisque la boule unité de H#H(A,A)
aed
est contenue dans celle de o on a
Vet o< fal.
D’autre part, si @ € F(ea, 4(a)), alors
Bl =>1—d(a)=1-6
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et done puisque la sphére unité de s# (4., 4) se compose de points de norme
euclidierme 1 et des facettes F'(sa, 4(a)), 6 = +1, ac 4

Vo et (1—6)lall < la].
Done Pidentité est un (1—8)~! isomorphisme de o sur (4, 4).

2. Preuve des théorémes 1 et 2. On prouve d’abord le théoréme 1;

on suppose que X & au moins deux éléments, sinon I*(X) est précisément B
et admet bien deux isométries exactement. On. choisit un bon ordre sur X
et on note a, B,y les éléments de X.

On pose # = P(X). 8i ae X, e, est I’élément de I*(X) qui vaut 1
en a,0 ailleurs.

On fixe 6, tel que 2sin6, < (2V5 —4)/5 et on choisit un nombre réel
B> 0 qui satisfait la conclusion du lemme 3 et qui est tel que (1—p8)*
<l-+te

Soient J et ¢’ deux nombres réels tels que

0< &< 6<p.

L'espace de Banach cherché est I’espace 5 (4, 4) ol

A est formé des points ¢, a € X, et des points (¢, 4 2¢;) /l/g, aeX,
BeX, a<f;

A(e,) = 6, a e X;

2
A(ﬂlfg‘ﬁ) =&, acX, feX, a<p.
On Jaisse au lecteur le soin de vérifier que si  eb ' sont éléments de 4
2V5—4
lata'| > —1/%—> 28in 0,.

Ylespace # (A, A4) ainsi constuit “code’ la relation a < § dans le sens suivant:

(#) Soient a et p deux éléments distincts de X, ¢ = 41, on a
llea+-26,ll/V5 > 1 si et seulement si & = +1 e a < f.

En effect, si o et f appartiennent & X, (e,—2¢) V5 n’appartient
& aucune facette F(sa, 4(a)). Il en est de méme pour (e, +2¢,)/V5 5 a> B.

Puisque (1—g)"'<1+e le lemme 7 implique que 52 et #(4, 4)
sont 1 e-isomorphes. Il reste & voir que les seules isométries de #(4, 4)
sont I'identité et la symétrie ou encore, si a, est 1’6lément minimal de X,
pour le bon ordre choisi, que toute isométrie ¢ de s#(4, 4) telle que
q)(@ao) =6, b e X, est telle que

VYaeX ple,) = 6,.

'l n’en est pas ainsi, on choisit un. contre-exemple ¢ et on considére le
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plus petit o tel que

P(8) #
D’aprés le lemme 6, il existe f € X et ¢ = L1 tels que
o(e,) = ees-
Si B = a alors ¢ = —1 et done a > a,, d’aprés la propriété (+) on a alors:
lleq, +2eal] et leg, +2 ()l -1

ot —o T
s V5
ce qui contredit le fait que ¢ est une isométrie.
On 1’2 pas non plus § < o puisque, dans ce cas g(e;) = ¢;; done
on a f > a. 4
De la méme facon, ¢~ (¢,) est de la forme &'e, avee ' > a. On a done
d’aprés (%)

lleq 2]
il S §
V5
et par suite
2 ,
lp(e) +20(e)ll _
Vs
soit donc

liees+2¢ el
Vs
d’aprés (*) cette inégalité prouve que s = &’ et que § < a; contradiction.

On passe maintenant & la preuve du théoréme 1. On se donne done
un groupe & d’élément neutre ¢ et un sous-groupe normal I & deux élé-
ments, I = {i, j}. On note » ’homomorphisme canonique de G sur G/I.
On choisit une application g définie sur un ensemble bien ordonné X & valeur
‘dans G et telle que

(i) Si a8, a,f X, mg(a) 5 ag(p).

(ii) =g est une surjection de X sur G/I.

(iii) g(ag) =1, olt a, est le plus petit élément de X.

On note G" Pimage de X par g¢.

La preuve consiste essentiellement en la construction d*un espace
(4, A) qui ,eode” la structure de @. La construction est cependant plus
délicate que pour le théoréme 1. On va commencer par donner une définition
précise de I’angle 6,, qui doit &tre assez petit.

Dans Pespace euclidien R°, muni de sa base canonique (
on considére 'ensemble fini B des points suivants:

>1

€5)r<cio

ge;; 1<<i<<6, e =1
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g6, 26" ¢
Vs

86, 2¢6;6;-1-3e,.€,

Vid

3 i, 1<4,§<6, 6 = 41, ¢ = +1.

; 4,5, k deux & deux distinets, 1<34,7, k<6,

g =41, 5==:=21, g = L1,
b, est le nombre réel défini par

0 < b,< 3w, 2sinf, =inf(hb—>].
o
b'eB
, étant fixé, on choisit un nombre réel > 0 qui satisfait la conclusion
du lemme 3 et qui est tel que (1—pB)™" <1+ Solent 8, 8" et & trois
nombres réels tels que

V<8 <& <d<p.

On pose # =T (F UG xX); si fe@, ¢ est Pélément de # qui vaut 1
en f et 0 ailleurs. Si fe@ et a € X, ¢, est 'élément de # qui vaut 1 en
{f, a) et 0 ailleurs. Si f n’est pas dans @, f s’écrit jf, f € @'; on désigne
alors par ¢, Pélément —e,, et de méme par e, , I’élément — ¢ ,.
L’espace cherché est de la forme s#(A, 4). 4 est ensemble des
points suivants:
e, fet;
e fe@, acX;
bra 26
Vs
er2¢r,
V5
Op,0t 281387 )
14
4 est définie de la facon suivante:

,fet,aeX, feX, a<pf;
, fe@, aeX;

, he@, fe@, aeX, a # q.

6  siaest de la forme ¢, fe@;
Ala) =16 si a est de la forme ¢;,, fe@, aeX;
&' dans les autres cas.
On doit vérifier que si a et o’ sont deux points distinets de 4, [at-a’|
> 25in 6,. Mais, en se reportant & la définition de 6;, on voit facilement

que calculer la distance |a—a'| (vesp. Ja-+a|) revient & calculer la dis-
tanee [b—b’| de deux points de I’ensemble B de R®, d’oli le résultat.
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LeMME 8. 80it o un éflément de X, o # ag; b, [, f' des éléments de @
ona

lles o2, +3ep]l # V14
si et seulement si f' = f-g(a).
Preuve. On suppose d’abord que fe@'.
S8if =f-g(a), on a
len,at2e,+ 3¢l = V14(1— ")
Inversement, si f* 5= f-g(a), le point
_ Grat26+3ep
V14
est tel que pour tout point o de 4
lyta) > 2sin 6.
Par suite, 6(y, --0) > 26, et done la droite [0, y] ne rencontre aucune

des facettes F(ea, A(a)), a4, done [y =1.
8i maintenant f = jf,, f;, € &, on remarque que

llen,at26st2600 = llegm,o+2¢€5 + 364
et on se trouve ramené au cas précédent.

On démontre de la meme facon

Leans 9. Soient b, f des éléments de @, a € X; on & |le,+2¢,,] = VB
s et seulement st f = h.

On se donne maintenant une isométrie ¢ de #(4, 4).
LEMME 10. On suppose p(e;) = 6. Alors, pour tout o & @, ¢(es,) = €50+
Preuve. D’aprés le lemme 6, p(e;,) est de la forme e, ;. Mais on a

lles+ 2674l # V5
et done

lles+2 e, 4ll # V5,

ce qui d’aprés le lemme 9 implique 2 = f'.

Si on mote #7(4, 4) le sous-espace fermé de #(A, 4) engendré
par les ¢;,, ae X, il résulte de ce qui précéde que ¢ est une isométrie
de #7(A, 4) sur #7(A, A). Soib y Visométrie de #7 (4, 4) sur H#/(A, 4)
définie par plep,.) = €,pop est une isométrie de H#7(4, 4). Or, ceb
espace est précisément construit comme dans la preuve du théordme 1.
Par suite, il existe ¢ tel que

@(6r,0) = &5 43

mais d’aprés les remarques faites au début de la preuve, ona & = 1.
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" On suppose toujours donnée une isométrie ¢ de (A4, A). D’aprds
le lemme 6, ¢ (¢f), f € G est de la forme 6. On pose en particulier p(e;) = e,
LeMME 11. Soit f un élément de G, alors

pler) = er, s

Preuve. On suppose d’abord f égal & g(a). Si ¢ = qy, f =i et le Té-
sultat est clair, sinon, d’aprés le lemme 8, on a pour & guelcongue, élé-
ment de @

lon,a+2 e+ 36l + V14

par suite
llp(6n,0) +29(6) + 3 (el V14

0 encore, pour un certain i’ dépendant de A

low,a+2 €5, +3epll = V1d
d’ot, d’aprés le lemme 8,

' =T-9(a).
Si maintenant f est 1a forme jg(a), on a:
ele) = —opleyy) = —O0() = Cfpr-

PROPOSITION 12. L’application ¢— f, est un isomorphisme du groupe
des isométries de H# (A, A) sur Q.

Preuve. Soient ¢ et y des isométries de #(4, 4), f., = v(p(e)
= w(efw.). Or, d’aprés le lemme 11, w(ef¢)= €y, Aol fop=1r,Jpy ce qui
prouve que Papplication ¢ — f, est un homomorphisme de groupes. C’est
en fait un homomorphisme injectif; en effet, si f, =4, alors d’aprés le
lemme 11, on

ple) =65 fed,
et d’aprés le lemme 10,

oler.) = €745 fe@, aecX,

donc ¢ est l'identité.
11 reste & voir que I’homomorphisme @ - f, est surjectif. Soit f, un
élément de @; on considére l'application linéaire ¢ de (4, 4) définie
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sur la base canonique de cet espace par
fed,
fe@,acX.

P(6) = €55
q’(ef,fz) =

11 est clair que g est une bijection linéaire et méme une isométrie de Pespace
de Hilbert o#. Par suite I’image d’une facetbe

érot,00

F(sa, 4(a)
est la facette
P(ep(a), 4(a)).

Pour voir que ¢ est une isométrie de (4, 4) il suffit done de prouvef
les assertions suivantes:

o réalise une permutation de l’ensemble des points eé;, & = 41,

f e, cest-a-dire de ’ensemble des points ¢, fe@.
@ réalise une permutation de l'ensemble des points eep,, & = 41,
fe@, ae X, cest-a-dire de Vensemble des points ¢, fe@, a e X.

. : A . 2 .
¢ réalise une permutation de P'ensemble des points ¢ &ﬂ%,
g=21, fe@, a0,feX, a<pf, cest-a-dire de Pensemble des points
2
-@1——:—/_—5&’—, fe@, o, feX, a<p.

(en,at265+36500)
V14
e==21,%e6, fe@, aeX, a # q, cest-i-dire de l’ensemble des points

2 =
Mﬂ_ﬂ he@, fe@, aeX, a#a.
V14

‘Chacune de ces asserfions est facilement vérifiée. Pour prouver la
dernidre d’entre elles, par example, il suffit de remarquer que le pomt

préalise une permutation de ’ensemble des points s

)

Y = epot261+ 3650
a pour image par ¢ le point
Y = bpnat 265360 10
et pour image réciproque par ¢ le point |

q":e_( F2¢ _,+3e_, .
¥ = ey LT o eate)

icm
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Le preuve des remarques qui suivent le théoréme 1 est immédiate;
en effet, si ¢ est la symétrie de +#(4, 4), on a f =7, ce qui établit la
premiére remarque. Pour établir 1a seconde, on remarque que si G est
dénombrable, X L’est aussi, et done (¢’ u@ x X) est séparable.
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