Beitrdge zur Theorie der Orthogonalentwicklungen?) (V)
von

W. ORLICZ (Lwéw).

Es sei {g,(x)} ein in (0,1) orthogonales, normiertes Funk-
tionensystem. Wir werden im Folgenden ein solches System kurz
mit OS bezeichnen. Wir sagen, daB das OS {g,(x)} gleichmdpig
beschrdnkt ist, wenn die Ungleichung [¢ (x)| <K (n=1,2,3...)
fiir fast alle x stattfindet. In dieser Arbeit betrachten wir einige
Eigenschaften der Reihe

Zi P:P; (=),

i=1
wobei wir voraussetzen, dafl diese Reihe fiir jede oder fast jede
Vorzeichenverteilung (der Sinn des letzten Ausdruckes soll im
Folgenden prizisiert werden) die Entwicklung einer Funktion
eines gewissen Funktionenraumes ist. Die hier bewiesenen Sitze
bilden eine Weiterfithrung fritherer Untersuchungen des Verfas-
sers?); zu betonen ist, dafl wir auBer den frither untersuchten
Réumen (L), ¢ >1, (L*), (C) noch den Raum (V*) der mit den
Funktionen von beschriinkter Variation #quivalenten Funktionen
betrachten. .

Manche auf Reihen obiger Gestalt beziigliche Fragen wur-
den im Spezialfall des trigonometrischen Systems und fir fast
alle Vorzeichenverteilungen von verschiedenen Verfassern behan-

!) Der Inhalt dieser Arbeit wurde in der Sitzung vom 26.5.1934 der
Poln. Math. Gesellschaft (Abteilung Lwéw) vorgetragen.

%) Siehe: W. Orlicz, Beitrige zur Theorie der Orthogonalentwicklungen
(1), (I), Studia Math. 1 (1929) p. 1—39, p. 241—255; (II) Bull. Ac. Pol. (1932)
p. 229—233. Diese Arbeiten zitieren wir im folgenden als Beitrdge (I), (1), (111)
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delt (Lirrewoop, Patky, Zycmunp, SaLem?®)); der Satz 5 dieser
Arbeit bildet eine Verallgemeinerung eines frither von LitTLEwoOD
fiir das trigonometrische System bewiesenen Satzes.

§ 1.

In der Theorie der Orthogonalentwicklungen ist es iblich
zwei Funktionen nur dann als verschieden zu betrachten, wenn
sie nicht dquivalent sind, d. h. nicht fiir fast jedes x des Defini-
tionsintervalls identisch sind. Da man also verschiedene dquiva-~
lente Funktionen nicht unterscheiden will, so werden wir in dieser
Arbeit unter einer Funktion von beschrinkter Variation, immer —
wenn das Gegenteil nicht ausdriicklich bemerkt wird — eine
solche Funktion verstehen, welche einer Funktion von beschrink-
ter Variation (im gewdhnlichen Sinne des Wortes) dquivalent ist,
Mit (V*) bezeichnen wir die Menge aller so erklirten Funktio-
nen von beschrinkter Variation. Wenn wir die Addition von
Funktionen aus (V*) sowie auch ihre Multiplikation mit reellen
Zahlen wie gewdhnlich definieren, so kann ersichtlich V% als
ein linearer Raum betrachtet werden. , .

Sei f(x)e(V*); es gibt dann offenbar eine einzige Funk-
tion f*(x) mit den folgenden Eigenschaften: a) f(x)=/*(x) fiir
fast jedes x aus <0,1); b) f*(0)=0; ¢) f*(x) ist fiir jedes
0 <x <1 linksseitig stetig und ist in {0,1) im gewShnlichen
Sinne von beschrinkter Variation. Die Funktion /*(x) wollen
wir die reduzierte Funktion nennen. Folgendes leuchtet sofort
ein: 1) zwei Funktionen f(x), g(x) aus (V*) sind dann und nur
dann &quivalent, wenn dberall in (0,1) f*(x) = g¥(x); 2) ist
F@eV, g@e V¥, f(x)+g(x) =h(x), so besteht Fir jedes
x aus {0, 1) die Gleichung f* (x) + g* (x) = h* (x); 3) ist f,(x) e (V)
(1=1,2,3..), lim f,(x) =Ff(x) gleichmabig in {0,1) — A mit

[A] =0, f(x)e(V*, so ist lim f*(x) = f*(x) gleichmiBig
in {0, 1>.

) J.E.Littlewood, On mean values of power series (II), Journal
London Math. Soc. 5(1930) p. 179—182; R.E. A. C.Paley — A.Zygmund,
On some series of functions (1), Proe, Cambr. Phil. Soc. 26 (1930) p. 337—357;
R.Salem, Sur une propriété des séries de Fourier des fonctions de carré

sommable, C. R, 197 (1933) p. 113—115.
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Unter totaler Variation einer Funktion f(x) aus (I/*) ver-
stehen wir die totale Variation (im gewdhnlichen Sinne des Wor-
tes) der reduzierten Funktion f*(x). Wir filhren jetzt in (I/'¥)
eine Metrik ein, indem wir fir zwei dem Raume (V*) angehd-

rende Funktionen f (x), f,(x)
(/@ £,()) = Variation (f() — 7(x))

setzen; ferner definieren wir noch die Norm von f(x)e (%)

£y = (0, (1)) = Variation (£*(1)9).

Es moge dem Leser der einfache Beweis iiberlassen werden,
daB (V*) mit dieser Metrik ein Raum vom Typus (B) ist. Wir
bemerken noch, da man die Norm |f(x)|,. auch so definie~
ren kann:

Man zerlegt das Intervall {0,1) durch endlich viele Punkte
0=25§,<§ <§,.. §P < §p+1 =1 in p+1 Teilintervalle und bildet

P
die Summe | M|+ 3 (M,—m), wo M, m, (i=0,1,2,...p)
i==1
die kleinste bezw. die groBte Zahl bedeutet mit der Elgenschaft,
dal f(x) > M, bezw. f(x) <m; in (§,, §iyp) pur in einer Null-
menge besteht. Die obere Grenze aller derartigen Summen, wenn
man die Intervalleinteilung beliebig variiert, ist gleich | f(x)nw

Hilfssatz 1. Wenn f, (x) € (V*), |f, ()], <M (n=1,2,3...)
so gibt es eine Teilfolge {f, (x)} mit den folgenden Eigenschaf-
en: a) es ist fast iberall lim f, ) =f(x); b) f(x)e V¥,
tim 1, ()l 17l

i—+®

Beweis. Betrachten wir die reduzierten Funktionen Sx(x).
Aus unserer Voraussetzung folgt, dafl die totalen Variationen
jener Funktionen sowie auch sie selbst beschrinkt sind; nach

dem bekannten Satz von Hewy liBt sich also aus {f¥(x)}
eine iiberall konvergierende Teilfolge { f* (x)} herausgreifen. Ist

llm f* (x) =f(x), so besteht lim fo,(¥) =f(x) fast iiberall, und
es 1st f(x) offenbar in (V¥ enthalten. Sei &> 0 vorgegeben;

‘) Wohlgemerkt hat die in ©0, 1 stetige Funktion f(x r) =1 als reduzierte
Funktion f*(x) =1(0 < x <C1), f*(0) =0 und bekommt demzufolge die Norm 1.
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wir wahlen eine Intervalleinteilung 0 =&, < & <... & < Sa=1

so daf
" p_1 P
”f(x)Hv*‘—8\< 2 |f*(§k+1) _f*(gk)l'
k=0
Da lim £2(0) =7(0) =f*(0) =0, f*(x) in (0,1) links-
seitig stetig und hochstens in den Sprungstellen f(x) & f*(x) so

~kann man immer £, so wihlen, daBf(§,) = f* (&) (k=1,2...p).

Wir haben also fiir hlnrelchend grofle i
If G lpe—e< 2 V&) —fENL ): L G

k=0 k=0

_"f* (§k) I +¢ < ”f (x) ”Vvu“l' g,
woraus sich weiter ||f(x)|,.— 2¢&<lim lim [/, (e s 1]

< Imlf, ()l ergibt. .

Hilfssatz 2. Wenn das OS {¢,(x)} aus Funktionen von
beschrdnkier Variation besteht und wenn die Teilsummen der
Orthogonalreihe 27c @, (x) der Bedzngung

i==1

]|Z'ct.g0‘.(x)ﬂl,,<M (n=1,23..)
i=1
geniigen, so ist diese Orthogonalreihe die Orthogonalentwicklung
einer Funktion won beschrdnkter Variation.

Beweis. Der Hilfssatz 1 ist in diesem Falle anwendbar;

" es gibt also eine Indizesfolge {n,} und eine Funktxon von be-

® =1

schriankter Varlatlon f{x), so daB fast iiberall lxm 2 ;9. (x) =f(x)

gilt. Da weiter, wegen unserer Voraussetzung, | 2 )< M
i==1
(n=1,2,3...), so haben wir
ff(x)go () dx = hmf 69,09, (0 dx =
Hllfssatz 3. Sei (A) ein Raum wom Typus (B), x,¢(4)

(i=1,2,3...). Gibt es eine Konstanle M, so daf fiir jede Vor-
zeichenverteilung ¢, = += 1 die Ungleichung
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”A\%S,’xi”\<M (n:1>2:3'--)

i==1

besteht, so gilt auch fir jedes d,, |d,| < 1, die Ungleichung
IZdxl<M  (1=1,23..).

i=1
Beweis. Ist /(%) ein in (4) definiertes, lineares Funktio-
nal, dessen Norm die Zahl 1 nicht iibertrifft, so folgt aus unse-

rer Voraussetzung 3¢, f(x) <M und weiter 2 [fx)| < M,
=1 i=1

A dx) <M | Xdx| <M.
i==1

i==1

§ 2

Satz 1. Es bezeichne (S) einen won den folgenden Riu-
men: a) (L) d. h. den Raum der mit der @-ten Potenz (a > 1)
integrierbaren Funktionen; b) (L®) d. h. den Raum der wesentlich
beschrinkten Funktionen; ¢) (V¥ d. h. den Raum der Funktionen
von beschrinkter Variation.

Gegeben sei ein in (S) vollstindiges OS{p,(x)}, dessen
Funktionen beschrinkt sind und auflerdem dem Raume (S) ange-
héren. Ist die Reihe

) S epg

i==1

bei beliebiger Vorzeichenverteilung &= £ 1 die Orthogonalent-
wicklung einer Funktion aus (S), so ist auch die Reike

@ 3 dp 9,

=1
wo |d,| <1 (i=1,2,3.. D), die Orthogonalentwicklung einer
Funktion aus (S),

Beweis. Wir werden hier den Beweis fir den Raum (V%)
durchfiihren. Sei (n) die Menge aller unendlichen Folgen e={z},
wo &=+ 1. Die Menge (n) kann man als einen metrischen
Raum auffassen, wenn wir die Entfernung zweier Elemente
&', ¢* ¢ (n) durch die Formel
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(81 82)__2001 _1_ lEil_aigl

’ = 2 1+t — &l

definieren. Dafiir, daf lim (s%, &) = 0, wo &'= {elk} €(n),e={¢,}e(n),
ist notwendig und hinreichend, daB fiir jedes i k]im gh=¢, statt-
findet. Es folgt daraus gleich die Vollstindigkeit des Raumes (n).

Es sei ¢ ={s} ¢ (n); bezeichnen wir mit U = f(x)
diejenige Funktion von beschrinkter Variation, fiir welche

[f@o@dx=ep  (=1,23..);

U(¢) ist eine im Raume(n) definierte Operation, deren Werte
dem Raume (V*) angehéren. Diese Operation ist ersichtlich, we-
gen der Vollstandigkeit des OS {p,(x)} in (S), eindeutig defi-
niert. Sei 4, die Menge derjenigen Elemente aus (n), fiir welche
die Ungleichung

3) U@y <7

besteht. Wir behaupten, daB die Mengen A, abgeschlossen sind.
Ist

el (k=1,23..), Iji_x)nm(ak, =0, U(") =£(x), U(e) =f(),

so existiert, wegen (3), nach Hilfssatz 1, eine Teilfolge { ,fki(x)} und

eine Funktion f(x) ¢ (V*), so daB die Beziehung lim S, ()= fx)

fiir fast jedes x besteht. Daraus folgt e

{—>w

1 1
lim &% p; = lim [ f,,(9,( dx = [F@g@dx;
0 S0
da aber andererseits

1
lim sftp, =&, p = f f(),(x) dx
0

i

so ist, wegen der Vollstindigkeit des OS {9,(0)}, f(x) =F(x) fiir
fast jedes x. Nach Hilfssatz 1, b) ist also lim ”]‘}“ G e = [ £ C e s

woraus sich endlich || £ (x)]|,, < r ergibt.H
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Der Raum (n) ist mit der SummeZ’ A identisch, mithin
r=1

gibt es ein 7, derart, dal A _von der zweiten Kategorie ist und
infolge der Abgeschlossenheit eine Kugel %, enthilt. Bezeichnen
wir mit ¢ den Radius mit & =={¢} den Mittelpunkt dieser Ku-
‘gel; fir jedes Element &e(n), fiir welches (¢, &) <C o, besteht
die Ungleichung '

@ U@l <10

. w . :
Sei m ein fest gewahlter Index, mit 3’ 1/2' o, g=={s}
i=m-q1
sei ein beliebiges Element aus (n). Wir definieren jetzt eine Folge
E = (&} indem wir =& fir 1< i< m, 5 =¢ fir i> m+1
setzen. Wie leicht einzusehen, gehért & der Kugel %, an und die
Zahlen &, p, sind die Koeffizienten der Funktion

UE — 3 & p,9, +3 & p, 0,0,

i=1 f==1

Nach (4) gelten also die Ungleichungen
" ” U(e) _2 & p; ‘Pi(x) +2 8{; P; 90,'(3‘)“[/* < oy

i==1 =1

®) U@l < 70+2 3 1] 19, lye — M.

f==1

Sei &, &, &... ¢, irgend eine endliche Vorzeichenvertei-

lung; aus (5) folgt sogleich | 3¢, p, ¢,(x)],. < M; es ist also

i==]
nach Hilfssatz 3 | 3 d, p, 9,(x) |, < M, wo |d;| <1, und endlich,
i=1 '
nach Hilfssatz 2, sind d, p, die Koeffizienten einer Funktion von
beschrinkter Variation.

Im Falle der Riume (L), (L®) verliuft der Beweis ganz
analog; es ist nur statt des Hilfssatzes 1 der Hilfssatz 1 aus
Beitrige (I) (p. 6) und statt des Hilfssatzes 2 die Bemerkung
zum Satze 2 derselben Arbeit (p. 12) anzuwenden.

Satz 2. Gegeben sei ein in (C) abgeschlossenes OS {9,(x)},
dessen Funktionen beschrinkt sind. Ist die Reihe (1) bei beliebiger
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Vorzeichenverteilung &, = + 1 die Orthogonalentwicklung einer
Funktion aus (L'), so ist auch die Reihe (2), wo ld,] <1
(i=1,2,3...), die Orthogonalentwicklung einer Funktion aus (L').

Beweis. Ordnen wir einer Folge ¢¢(n), analog wie in

dem vorangehenden Beweise, diejenige Funktion U(e) =f(x) zu,
1

fiir welche f F(x)¢,(x)dx = ¢, p,, so haben wir es mit einer eindeu-

0
tig in (n) erklirten Operation zu tun, deren Wertevorrat dem

Raume (L) angehdrt. Es ist — wie friiher — zu beweisen, daf}
die Menge A der Elemente ¢ ¢ (n), fiir welche || U (8)[, < r, abge-

e A ; man kann eine Teilfolge {fki(x)) so herausgreifen, dafl
1 1.

(6) lim f @, dx = lim &, p, =& p,=¢, f FG) 9, () dx.
0 ' 0

Ist w(x) = Zp;' c; ¢, (x) wo ¢, irgendwelche reelle Zahlen be-
i=1

deuten, so folgt aus (6)
lim fi(x)w(x)a’xz fx)w(x) dx,

und weiter — da die Ungleichung |f, (x)]; < r besteht und das
OS {p,(x)} in (C) abgeschlossen ist —
1

Jim, fsz(x)g(") dx = jf(X)g(x) dx

fiir eine beliebige stetige Funktion g(x). Aus der letzten Bezie-
hung folgt aber bekanntlich lim ”fk,-(x) Hl>l|f(x) l,, woraus sich
weiter |f(9)|,< r, ¢¢ A ergibt. |

" Von dieser Stelle an fihrt man den Beweis dem vorher-
gehenden ganz analog und man bekommt “2':7 d p, o, (x|, <M,

i=1
|d|<1 (n=1,2,3...). Nach dem Satze 3 aus Beitrige (Il
und dem Satze 2 aus Beitrige (I) folgt hieraus, daf} d, p, die
Koeffizienten einer integrierbaren Funktion sind.
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Bemerkung. In beiden Sitzen haben wir aus unseren

Voraussetzungen auf die Ungleichung || 3/ dop, g, ()| <M
i=1

|d <1 (n=1,2,3...) geschlossen. Diese ist aber im Falle
der Riume (L) (1< e <) und (V*) mit der unbedingten

Konvergenz der Reihe Zw’ 2;9,(x) in den entsprechenden Funk-
i=1

tionenriumen #quivalent?). Unter den Voraussetzungen des Satzes

1 bezw. 2 gilt also: Dafiir, daBl die Reihe (1) fiir jede Vorzei-

chenverteilung die Orthogonalentwicklung einer Funktion aus
(L) 1< a <o) oder (V*) sei, ist die unbedingte Konvergenz
der Reihe S’ p; 9;(x) im entsprechenden Funktionenraume not-

i=l1

wendig und hinreichend.

Satz 1 in Verbindung mit dem Satze 10 aus Beitridge (Il)
ergibt den folgenden

Satz 3. Gegeben sei ein in (L) wollstindiges OS {p,(x)}, -

dessen Funkiionen beschrénkt sind. Damit fiir jede Vorzeichen-
verteilung die Reihe (1) die Orthogonaleniwicklung einer be-
schrinkten Funktion sei, ist notwendig und hinreichend, daf fiir
fast jedes x die Ungleichung

@ 3 inlleGl <M

i=1
bestehe.

Bemerkung. Fiir ein gleichmiBig beschrinktes OS ist
das Bestehen der Ungleichung (7) fir fast jedes x mit der Kon-

vergenz der Reihe 2 | p;l aqulvalent

i=1

§3

Mit &, (1), &/(¢), &()... bezeichnen wir die Funktionen des
Rapemacrer’schen OS (von ¢ (f) sehen wir hier ab), Um die i-te

%) Fiir (L“) siehe Beitrdge (II); filr (V*) siche: S. Banach und S. Ma-
zur, Zur Theorie der linearen Dimension, Studia Math, 4 (1933) p. 100 —112, insh.

p. 108. Im letzten Falle ergibt sich die uns interessierende Tatsache auch leicht
aus Hilfssatz 6 der vorliegenden Arbeit.
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Funktion & (f) zu erhalten, zerlegt man das Intervall (0,1) in
2' gleiche Teilintervalle und setzt in ihren Innern &,(Z) abwech-
selnd + 1 und O in den Endpunkten der Teilintervalle; somit
stellt ersichtlich die Funktionenfolge {¢,(#)} simtliche unendlichen
Vorzeichenverteilungen (bis auf eine abzihlbare Menge) in Ab-
hingigkeit von dem Parameter ¢ dar, wo ¢ eine Menge Z durch-
liuft, die das ganze Intervall (0,1) bis auf die abzahlbare Menge
der Endpunkte aller Teilintervalle ausmacht. Ist 0, & (1) &, (2) %5 (...

die dyadische Entwicklung einer Zahl # aus Z, so entspricht ihr
umkehrbar eindeutig die Vorzeichenverteilung ¢,(¢) wobei &,(f) =
Yy(1—¢,(t)) ((=1,2,3..); es folgt daraus gleich, daB wenn
teZ, teZ, e(t) = {5 Yyoe(t) = {&(4)}, die Beziehung
lim (s(4), £() =0 mit lim ,() = 3(¢) (=1,2,3...) dqu-

valent ist.

Man sagt, eine Eigenschaft (W) bestehe fiir fast jede Vor-
zeichenverteilung, wenn die Menge derjenigen Werte ¢, fiir welche

. die Vorzeichenverteilung ¢, (#) die Eigenschaft (W) nicht aufweist,

vom MaBe O ist. In diesem Sinne sagt man z. B., daf} fiir fast

jede Vorzeichenverteilung & = + 1 die Reihe 28 a; konver-
=1

giert, oder daB fiir fast jede Vorzeichenverteilung die Reihe
Zw’ & p; ¢;(x) die Orthogonalentwicklung einer Funktion aus

i==1

(LY ist u. s. w.
Die Orthogonalreihe j &, p,®,(x) kann wohl die Ortho-

i=1

gonalentwicklung einer Funktion aus einem gewissen Funktionen-

raume fiir fast jede dagegen nicht fir jede Vorzeichenver-

teilung sein. Wenn z B. ' (d) + &) log'T % i <40, so ist
i=1

nach einem Satze der Herren R. E. A. C. Patey und A. Zvemunp )

die Reihe 3¢ (q,cos ix + b;sin ix) fiir fast jede Vorzeichenver-

l-—l

8 Vgl. die unter %) zit. Arbeit def Herren Paley und Zygmund oder
auch: A, Zy g mund, Trigonometrical Series, Warszawa (1935), p. 127—128.
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teilung &, die Fouriersche Reihe einer beschrinkten (sogar ste-
tigen) Funktion; wird aber zusitzlich

Slaf+[b) =+

vorausgesetzt, so findet dies sicher (vgl. Satz 3) nicht fiir jede
Vorzeichenverteilung statt. Im allgemeinen kommt also die Unter-
suchung der Orthogonalreihen fiir jede Vorzeichenverteilung und
fast jede Vorzeichenverteilung nicht auf dasselbe hinaus.

Satz 4. Unter denselben Voraussetzungen wie im Satz 1
gilt folgendes: Entweder ist die Reihe (1) fiir fast jede Vor-
zeichenverteilung die Orthogonalentwicklung einer Funktion aus
(S), oder fiir fast jede Vorzeichenverteilung trifft das Gegenteil,

Beweis. Mit T bezeichnen wir die Menge derjenigen
Werte te Z, fiir welche die Reihe (1), ¢, = ¢&,(f) gesetzt, die
Orthogonalentwicklung einer Funktion aus (S) ist. Wir setzen

ferner fir te T U(e(t)) = £ (%), wo f F®) 9, dx = &,(t) p,

(i=1,23..), f(x)¢ (S), und betracohten die #-Menge T.F,
wo F eine abgeschlossene Menge aus Z ist. Sei A, die Menge
derjenigen Werte te 7. F, fir welche | U(e@®)|y<r. Da aus
t,> 4, L, ¢ T.F die Beziehung (s(t), £(£))~0, £ ¢ F folgt, so
lehrt eine analoge Uberlegung wie bei dem Beweise des Satzes 1,

da #, € A. Die Mengen A_sind also abgeschlossen, 7', F — Zw'Ar
. r=1
ist meBbar, daher auch 7', Sei #¢ 7 und 0,9 %, ... seine dyadi-
sche Entwicklung; wenn fiir eine Zahl # die dyadische Entwick-
lung héchstens auf endlich vielen Stellen von 0,9, 9,9,... ver-
schieden ist, so geh6rt mit #auch # der Menge 7 an. Da es aber
eine wohlbekannte Tatsache ist, daB eine meBbare Menge mit
dieser Eigenschaft entweder das MaB 1 oder 0 besitzt, so ist
unser Satz bewiesen.

Analog ergibt sich der folgende Satz:

Satz 4. Unter denselben Voraussetzungen wie im Satz 2
ist die Reihe (1) entweder fiir fast jede Vorzeichenverteilung die
Orthogonalentwicklung einer Funktion aus (LY, oder fir fast jede
Vorzeichenverteilung trifft das Gegenteil,
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Hilfssatz 4. Es bestehen fiir | < a <  die Ungleichungen

{ n(t) X n 5 2
® [ Tas@ldt<C (X4 @=123.)

h i=0 i=0

wo n (t) < n einen von t abhdngigen Index bedeutet;

@) (Fa)i<C.® [| Zae@d (n=NN+1..),
=N E‘. i=N
wobei E C(0,1), |E|> 0 und N won E abhdngig ist.

Beweis. Dies sind Verallgemeinerungen der bekannten
Ungleichungen von Kumrcume; (8) stammt von R. E. A. C., PaLey
und A. Zyomunp 7); in (8’) haben wir das Integrationsintervall
durch eine Integrationsmenge ersetzt. Um (8") zu beweisen,
bemerken wir vor allem, dafl es wegen 1

» n .on « l 1__a
/I_Zaiei(t)idtg (f|2a[.£i(t)| J7dt.|E]T* @>1)
yoi=0 g =0

nur den Grenzfall @ =1 zu behandeln geniigt. Es bestehen nun
die Ungleichungen

©)) f( Zn,’aiei(i))zdt<(f[lé;aisi(t)]dt)%(f(l‘ﬁvaiai(l))fldt )%,

i=N I i=N
(10) f(jaiai(t)>2dt:|E|(Ea?-)+22aiajf£i(t)8j(t) dt.
Fi=N i=N N=iZj

Da aber bekanntlich das Funktionensystem {g,(?) Ej(i)} <)
in (0,1) orthogonal und " ormiert ist, so kdnnen wir V so grofl

: i P _3
wihlen, daf die Ungleichung\/ 2| f & (B 5(0) dt) < |E|272

N=ij g

besteht. ‘Es gilt

N=igj

2 i 2,: Q q; El(t) & () dtl <
/

2( S & o )l( P (fsi(t)ej(z)dt)2)%<2—1|E|(jaf),

N=iLj N=ilj ¥ i=N
und mithin nach (9), (10) und (8)

%) Siche 9,
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n 1
1) (X )r<C &) | Dae®ldt (>N,
i=N £ i=N
mit C, (E) ——=22 ]Ei_"z‘ Cz2 z
Hilfssatz 5. Wenn fiir eine Funktzonenfolge {f, (=)},
f:(x) >0 die Unglezchung

(12) [(Z’f(x)) <M (0<a<w; n=1,2,3..)

i=1

besteht, so gzbt es zu ]edem &> 0 einen Index p(e) mit
(13) f(Zﬁ(x)) x< (7> ).
i=p

0

Beweis. Aus (12) folgt daB die Reihe 37f(x) fast

i==1

iiberall konvergiert und 2 f (x)) < M ist. Da r (x)

1~1
= 2/;(3:) eine monotone Funktxonenfolg'e bilden mit » (x)-0
i=pn--1 1

fast iiberall, so haben wir f ( r. (x) )udx—>0, woraus sich, wegen

1 1

[(2 Zf(x) x< [ (D dx,
(13) ergibt, ’

Satz 5. Von dem OS {9,(x)} setzen wir voraus, dafi es
aus beschrinkien Funktionen besteht und in (L) wollstindig
bezw. in (C) abgeschlossen ist, je nachdem a>1 bzw. @ =1 ist.
Dafiir, daf die Reihe (1) fiir fast jede Vorzeichenverteilung die
Entwicklung einer Funktion aus (L) darstelle, ist notwendig und
hinreichend, daf3 die folgende Beziehung bestehe :

1

(14) [(j*pf qaf(x))%dx <M (r=1,25..).
§ =1

Beweis. 1°. Wir se’rzen

am (1) = max { lZ'p 9, (x) & (&) [ dux) ;

Il\q\m
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q(?) bezeichne denjenigen Index, fiir welchen dieses Maximum
erreicht ist. Nach (8) erhalten wir

[|2p,¢(x) () Fdt < a(ﬁpfwf(x))% (n=1,2,3...; <),

i=n i==p
woraus sich durch beiderseitige Integration und Vertauschung
der Integrationsfolge

1 1 R
(15) F_(dt=[dx|]| 2 P, 9, (x) &,(t)|°dt
froa—fofi3

m

f (2 pioi i d

ergibt. Die Funktxonenfolge {F (@)} ist monoton wachsend;
setzen wir lim F_(t) =F, (1), so ist wegen (15) die Ungleichung

mesw

1
[F(f)dt cf 2p2¢2(x)2dx
O l——ll
erfilllt. Da F, (t) < 2°F (t) (s>n), so folgt hieraus nach Hilfs-
satz 5 die Beziehung
(16) lim F (f) =0

n— o0

fiir fast jedes £. Wegen
1
([1Zp9.@e0de) <F,0)
0 i=n

ist die Orthogonalreihe (1) in jedem Punkte, in welchem (16)
gilt, im Mittel mit der Potenz « konvergent, und stellt mithin
die Orthogonalentwicklung einer Funktion aus (L°) dar.

2°. Wir werden jetzt die Notwendigkeit der angefiihrten
Bedingung beweisen. Es sei also fiir fast jede Vorzeichenvertei-
lung die Reihe (1) die Entwicklung einer Funktion aus (L%); da
die Menge A der ¢-Punkte aus Z, fiir welche [[U(E®)[, < r
(wie dies aus dem vorangehenden Beweise hervorgeht) mefibar
ist, so ist eine der Mengen A, , etwa A _, von positivem Mafle.
Setzen wir

£ (0 = max {f Bl (t)plcp<x>|“dx}— | 5, @m0 dx,
i==1 0 i=1

Studia Mathematica, T. VI. . 3
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wo g_(1) den kleinsten Index bezeichnet, fiir den dieses Maximum
erreicht wird, und ferner llm F (1) =F(). Wir behaupten, dafl

es eine Menge ACA von pOSItIVem Mafle sowie eine Konstante
K gibt derart, dafl F (t)\\F(t) <K (n=1,2,3..)) fir ic A
Betrachten wir zuerst "die Punkte te A, , fiir die von einem ge-
wissen Index an F (f) = F (1) stattfmdet Hat die Menge dieser
Punkte ein posmves MaB, so gibt es offenbar eine Menge A C A4
vom Mafle > 0, so daB fiir ein festes nj und t¢ 4 F, (¢) wF(t)

: oo @ .
Es ist klar, dafl K= (Z' Ipil.l(pi(x)[) dx gesetzt, die Menge
vooi=1
0
A die verlangte Eigenschaft aufweist. Betrachten wir jetzt den
entgegengesetzten Fall. Dann gibt es in A, eine Menge A von
positivem Mafle mit g, (£) - o fiir f€ A, die in jedem ihrer Punkte
die Dichte 1 hat. Bezeichnen wir als i-tes Intervall der n-ten

Teilung das Intervall 6} = ((i—1)/2", i[2") (i=1,2...2"; n=1,2..)),
welches bei der Definition der n-ten Rapemacuer’schen Funktion
auftritt. Setzen wir

= A|27%H, as:(;Ji—3/4.ns)(|ﬁ|—qs/2)“l (s=1,2,3...).

Ordnen wir jedem natiirlichen n und f¢ A das Intervall
07" der g_(f)-ten Teilung zu, fir welches f¢ 0% offen-

in(®) inlt) ;
bar ist lim [tfq’(‘f;) | =0. Es werde mit V' die Intervallmenge
n—w

{dl"'zg)}, teA (n=1,2,3...) bezeichnet. Durch wiederholte An-

wendung des Virar'schen Uberdeckungssatzes beweisen wir die
Existenz einer Folge von Intervallklassen {4}, 4,... L’/J:}, welche
fir jedes s die folgenden Eigenschaften besitzen: a) djse V
(G=42...7); b) .4, =0 fuwr j£7 (G, =12.../);
c) d}.s (j=1,2,.../) gehort zu einer spiteren Teilung als irgend
ein 4,7, 4,7, AT d) |4 A2 814 (G =1,2,.../)}

Js -
e) [24.’[}[14[-—-‘)73/2 (j=1,2,...j). Wir spiegeln die Menge

i=1
J;zzl_ am Mittelpunkte von 4/ und bezeichnen den Durchschnitt
der so erhaltenen Menge mit der urspriinglichen mit B°
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(G=1,2,...7; s=1,2...). Aus d) folgt ]B |

Is
st B'= Y B, so kommt |B’ //(ZJS——l)[241;|>IA|—nS.

j=1 j=1
Wir behaupten, dafl die Menge A =ﬁB' das verlangte
s=1

leistet. Vor allem ist |4|>>]A|/2> 0. Es seien £,¢ A und eine
natiirliche Zahl n vorgegeben; wir wihlen s, derart, daff alle

4" (j=1,2,...J,) einer spiteren Teilung als die n-te angehé-
ren. Es ist § eB“ und somit fiir ein gew1sses Jo B € 4/"‘_~ a7,

wobei u=gq_ (t)>n [——lm(t), m>q, (i) > n. Den Eigen-
schaften des RADEMACHER schen Funktronensystems gemall sind

die Funktionen ]28 @) p; 9, (x)} dx fir 1</ <<u in & kon-

s i=1

stant. Aus dieser Bemerkung sowie aus der Definition von
u=gq, (£) folgern wir, daf fiir jedes ¢¢B™. 0y = ;“, somit auch
fir =1, die Ungleichung

fl & 9 (9" dx\f|2e»(z)pqv<x)| dx (I1=1,2,...)
i=1 0 i=1

gllt Bemerken wir des weiteren |U(e(8))|, < r, fiir teB); da

der M:nge B offenbar mit #, auch der inbezug auf den Mit-

telpunkt von d; symmetrisch gelegene Punkt # angehért, dem

die Vorzeichenverteilung
gy =¢() (=1,2,...0), ()= —¢&,(t) (i=u+1,u+2,..)
entspricht, so ist '
u @ 1
([12 6@ P Fdxfe = | Ul () + U @) .<
hy i=1
Aus den letzten Ungleichungen folgt
fl)Je () P9, ()i <1y,
i=1
und die durchgefuhrte Uberlegung beweist fiir jedes ¢ A4
F @ <K (n=1,273..),
wo K =r]. Durch Anwendung der Ungleichung (8”) kommt
3*
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PETHSI AR [12 o (0)p, 9, (" dt,

woraus sich endlich durch beiderseitige Integration und Vertau-
schung der Integrationsfolge

1 1 n

[(2 7 g@)idx<Cud [di [1 340 no 0l ds

0 i=N A o i=N
LC(AD|A|2ZK=M

ergibt.

Bemerkungen. 1°. Ist das OS {p,(x)} gleichmaflig be-
schrinkt, so ist die Ungleichung (14) mit ﬁ p? < + o Hqui-

i=1
valent. Der sich daraus fiir @ =1 ergebende Satz bildet eine
Verallgemeinerung des von J. E Lirrewoon 8) fiir das trigono-
metrische OS bewiesenen Satzes.

2°. Die folgenden Konsequenzen unseres Satzes verdienen
besonders betont zu werden : Wenn — unter den Voraussetzun-
gen des Satzes 5 — die Reihe (1) fiir fast jede Vorzeichenver-
teilung die Orthogonalentwicklung einer Funktion aus (L% ist,
so ist sie fir fast jede Vorzeichenverteilung: a) im Mittel mit
der Potenz @ konvergent, b) fiir fast jedes x konvergent. Wir
haben a) im Laufe des Beweises gezeigt; was b) betrifft, so
geniigt es zu bemerken, dafl aus (14) die Konvergenz der Reihe

Zm' pf ¢}(x) fiir fast jedes x folgt, woraus sich nach einer geldu-

i=1
figen Methode unsere Behauptung ergibt 9).

Wir betrachten den Raum (V) aller in €0,1) defmlerten Funk-
tionen, die (im gewdhnlichen Sinne) von beschrinkter Variation

sind; die Norm erkliren wir durch |/ (x)[,= |/(0)|+ Var. (f(x)).
Hilfssatz 6. Die Funktionen f,(x) (0 <x 1) sefen im

gewbhnlichen Sinne won beschrinkter Variation; es bestehe fiir
eine Konstante K die Ungleichung

8) Siehe %),
%) Vgl. dazu die unter 3) zit, Arbeit der Herren Paley und Zygmund,
p. 339.
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(17) 13 e OA@, <K (1=1,23..),

i=1
wenn t einer Menge A won positivem Mafle angehért. Dann ist

die Reihe
pyTAGTH
i=1
konvergent 1),

Beweis. Jede lineare, separable Menge im Raume (V) ist
mit einer linearen Menge in (L") dquivalent 11). Sei (V,) die kleinste
auf den Funktionen f(x) aufgespannte lineare Menge in (V);
(L;) bezeichne die mit ihr &quivalente Menge in (L), F.(x)
bezeichne die der Funktion f,(x) zugeordnete Funktion aus (L(l)).

Wegen (17) und 3 &,(f) Fi(x) e (Lé) besteht die Ungleichung

i—l

]25(t)F(x)[dx K(n_123 ,te ),

i=1

woraus sich nach (8’) die Ungleichung
1

f(jﬁ(x))%dx<M (n=1,2,3..)

i=1
ergibt. Diese hat aber die Konvergenz der Reihe

2(f| F)ldx)= 314l

i=1 i

zur Folge1%),

Satz 6. Gegeben sei ein in (V*) wollstindiges OS {f.(x)},
dessen Funktionen dem Raume (V¥) angehéren. Wenn die Reihe
(1) fiir fast jede Vorzeichenverteilung die Orthogonalentwicklung
einer Funklion wvon beschrinkter Variation ist, so muf die Reihe

2 ple, @l
i=1
konwvergieren.

1) Dies ist die Verallgemeinerung eines von den Herren Banach und
Mazur bewiesenen Satzes; siche die unter 5) zit. Arbeit, p. 108.

1) Siehe die unter ) zit. Arbeit, p. 101,

1) Siehe: W. Orlicz, Uber unbedingte Konvergenz in Funktionenviiu-
men (I), Studia Math. 4 (1933) p. 33—37.
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Beweis. Durch eine analoge Schluflweise wie beim Be-
weise des Satzes 5 zeigen wir, dafl die Ungleichung

13 6@ p @l < K

i=1
fiir ein gewisses K besteht, wenn n =1,2... und ¢ einer Menge
von positivem Mafle angehért. Es bleibt noch iibrig, den Hilfs-
satz 6 anzuwenden, um den Beweis zu vollenden.

Bemerkung. Fir das trigonometrische OS kommt die

Konvergenz der Reihe Zm' pf]] q)l.(x)]ﬁ,, auf die Konvergenz der

i=1

Reihe Zw’ n’ (czfl + bi) hinaus.

n=}

(Regu par la Rédaction le 18. 11. 1935).





