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STUDIA MATHEMATICA, T. LIX. (1977)

Beschriinkte Operatoren:
Bemerkungen zu einer Arbeit von P. Uss

von

VOLKER WROBEL (Kiel)

Zusammenfossung. Am Ende seiner Arbeit [6] stellt P. Uss fiinf die Theorie
beschriinkter Operatoren in lokalkonvexen Riumen betreffende Fragen. Die vorliegende
Arbeit setzt sich eine Beantwortung dieser Fragen zum Ziel.

In der Terminologie werden wir uns weitgehend an das Buch [2]
von Floret/Wloka halten. Mit # und F seien stets separierte lokalkonvexe
Réume bezeichnet. Fiir einen lokalkonvexen Raum F sei Uy eine Basis
abgeschlossener, absolutkonvexer Nullumgebungen in H. L, (®,F) und
L,(B, I') bezeichnen den Raum L(¥,F) aller stetigen, linearen Abbil-
dungen (kurz: Operatoren) von Z nach ¥ versehen mit der Topologie
der gleichméBigen Konvergenz auf allen prikompakten und beschrinkten
Teilmengen von 1. ‘

Ein Operator T'e L(H,F) heiBlt beschrankt, falls es eine Nullumge-
bung Ue Uy gibt mit T'(U) beschrinkt in F. Ist dies der Fall, so gilt die
folgende Faktorisierung

E—L sp
r
T

wobei fiir eine beschriinkte, absolutkonvexe Menge A < I unter [A] die
lineare Iltille [4] von A versehen mit der Minkowski-Norm beziiglich
Az verstehen ivt. Die Menge aller beschrinkten Operatoren von F nach
F goll mit B(H, I') bezeichnet werden. Fiir L(#, E) und B(¥, T) schreiben
wit kurz L (1) und B(H). Offenbar ist B(L) ein zweiscitiges Ideal in L (H).
Fiir Ue Uy sei By der normierte Raum (B/p75H(0)), wobei py das Minkowski-
Funktional beziiglich U ist.

1. Invariante Teilviume, Man sagt, ein Operator Te L(E) besitzt
einen invarianten Teilraum, falls es einen abgeschlossenen Teilraum H,
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von' F# mit folgenden Eigenschaften gibt: F, ist ein echter Teilraum, dh.
{0} # H, = ¥ und es gilt T(H,) < B,. Bekanntlich ist das Problem, ob
jeder Operator auf einem Banachraum einen invarianten Teilraum be-
sitzt, selbst fiir Hilbertrdume ungelost. Wir wollen hier das I’roblem fii
beschrinkte Operatoren auf einem lokalkonvexen Raum auf den normier-
ten Fall reduzieren. Sei ndmlich T'e B(#) und Ue Uy mit T'(U) beschréanks.,
Dann ist das folgende Diagramm kommutativ:

E—T1 sy

P i

7 e ——

wobei Po: = Ta fir se B, Ty: = Ty fix ye[T(U)]. ‘

In den folgenden Uberlegungen konnen wir zwei triviale Télle von
in_varianten Teilrdumen ausschliefen: Falls ndmlich XKern I' = {0} oder
T(E) s B, so haben wir einen invarianten Teilraum gefunden. In allen
anderen Fallen konnen wir zeigen

T besitat genau dann einen invarianten Teilraum, folls q' einen solchen
besitet.

. Beweis. Sei B, ein invarianter Teilraum von 7. Aufgrund der
oben gemachten Voraussetzung ist dann Fy: = T(E)nH, von {0} ver-
schieden und ein abgeschlossener Teilraum von 7'(#) in der von ¥ indu-
zierten Topologie. Wegen der Stetigkeit der Rinbettung [T ( U)]—T (H)—F
ist Py auch in [T'(U)] abgeschlossen. Auferdem ist 7y aufgrund der gemach-
ten Voraussebzungen ein echter Teilraum von 7'(%) und invariant unter I
nach Konstruktion. Sel nun umgekehrt ¢, ein invarianter Teilraum von 7.
Dann ist {0} # H,: = P7'(G,) abgeschlossen in B aufgrund der Stetigkeit
von P und B, # B, da G, = T(H). Auferand der Kommutativitit des
Diagramms gilt die Inklusionskette G, > i‘(Go) =) i’ol’(]ﬂo) = o T(H,)
und somit T'(Hy) = P7H(G) = Hy, so daB H, ein invarianter Toilraum
von T ist.

2. Zur Dichtheit von B(E, I') m L,(H, IM. Die Klasse doer be-
schrinkten Operatoren bildet ein Operatorenidenl im Sinne von Piotsch
[5]. Der nachfolgende Satz, der nur fiir den Rawmm der beschriinkten Ope-
ratoren formuliert wird, gilt ganz allgemein fiir die Komponenten eiheﬂ
beliebigen Operatorenideals, wie der Beweis zeigen wird., Anstelle der
Topologie der gleichméiBigen Konvergenz auf den beschréinkton Mengen
von B kann auf L(E, F) die Topologie gleichmaBiger Konvergens aut
-einer Klasse von Mengen hetrachtet werden, die invariant ist unter linearen
stetigen Abbildungen. ’
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Sarz. Sei B ein lokalkonvewer Rawm. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:
(1) B(H) liegt dicht in L,(B); )
(2) Fiir alle lokallonvesen Rinme F liegt B(B, F) dicht in L,(E, F);
(3) iy alle lokallonvenen Riume F liegt B(F, B) dicht in L,(F, E).

Bewoeis. Scien Se L(H, F) und Re L(F, B) gegeben und betrachten
wir die Multiplikationen I' ~>g®(T): == SoT und T~ Pr(T): =ToR.
Dann sind ¢@ und P, stetige Abbildungen von IL,(E) nach IL,(H,F)
und L, (¥, H). Liegt nun B(E) dicht in L, (%), so gibt es ein Netz beschrink-
tor Abbildungen 7T,e B(H) mit T;~1idy in L, (X). Folglich konvergiert
Sol; gegen 8 in L,(#, F) und T;oR gegen R in L,(F, H). Alle iibrigen
Implikationen des Satzes xind offensichtlich.

Zur Mustration wollen wir nun einige Beispiele von lokalkonvexen
Raumen B angeben, fir die B(H) dicht liegt in L, (H). Obiger Satz liefert
dann Beispiele mit B(H, ) und B(F, B) dicht in Ly(#, I') und L,(F, E).
Zuvor jedoch einige Bezeichnungsweisen:

Iin lokalkonvexer Raum B besitzt die Approwimationseigenschaft
(A, falls die endlichdimensionalen Abbildungen von F dicht liegen
in L,(F). Ein lokalkonvexer Raum heiBt Semi-Montelsch, falls jede be~
gehréinktoe Menge schon prakompalkst ist. So sind nukleare Rénme Semi-Mon-
telseh, ebenso jeder lokalkonvexe Raum in seiner stirksten lokalkon-
vexon Topologie.

Brrsprmrm, Fiir folgende lokalkonvexe Réume B liegt B(E) dicht
in L, (I0):

(1) B sei der Raum O(R) der auf der reellen Gerade R stetigen
Funktionen versehen mit der Topologie der gleichmiBigen Konvergenz
auf Kompakta;

(2) B sei Somi-Montelsch und besitze die A.E., also F Dbeispielsweise
nulklear oder ein lokalkonveser Raum ausgestattet mit seiner stérksten
lokalkonvexen Topologie; :

(8) I wei ein lokalkonvexer Raum ausgestattet mit der schwachen
Topologie;

(4) 1 gei oin Produkt novmierter Réume (B = ﬂ B, mit beliebigem

TndexDbereich I) oder ein komplementierter Teilraum eines solchen Pro-
dulets,

Beweis (L) findet sich bereits bei Uss [6], (2) folgt unmittelbar
aus don Voraussebzungen: sogar die endlichdimensionalen Abbildungen
liegen dicht in Iy (H). Um (8) zu zeigen sei {&;, @, - @,}° eine Nullum-
gebung von M, o B'. Da H nach Voraussetzung die schwache Topologie
trdigh, bilden Nullumgebungen dieser ‘Gestalt eine Nul}umgebungsbasis.
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‘Wir kénnen nun nach dem Satz von Hahn-Banach Elemente ®,, s,, ...
vy By e B mit (@, 2> = 8, (Kronecker-Symbol) wihlen. Definieren wir

n
nun fiir we B T,w: = 3 oy, Twday, so ish max [<ap, (T—T,) )| = 0 fiir
i=1 k
alle we< B. '
Wie der Beweis ergeben hat, liegen sogar die endlichdimensionalen

Abbildungen dicht in L, (E). Um (4) zu zeigen, benutzen wir die Aquiva-
lenz (1)< (3). Sei also I irgendein lokalkonvexer Raum und B == [T B,
el

ein Produkt normierter Réume F;, U =[] U; eine Nullumgebung in
1%

B und iy, ..., 4, diejenigen Indizes mit U, s E;. Bezcichnen wir mit o,
die Projektion von F auf die Komponente B, so gilt fiir we F

.’l’w—(ﬁ 7, oTw) X H{O‘}e U
=1 iy,

(wobei O, die Null in B, ist). Offensichtlich liegt der Operator ‘

n

(””fk oT) x [[#00z5

k=1 i#iy
(Opp ist der Nulloperator von F nach F) in B(F,B). Der zweite Teil
von (4) ergibt sich auos der Tatsache, daB fir einen komplementierten
Teilraum H,von F der Raum L, (F, B,) ein komplementierter Teilraum von
L, (F, B) ist.

Die Gleichheit von B(H,TF) und L(E, F) konstatiert der folgende

Satz, dessen Beweis ein einfaches Baire’sches Argument ist.

LORALISATIONSATZ. Sei B ein Baire'scher lokalkomvemer Raum und
T besitze ein abzihlbares Fundamentalsystem beschrinlter Mengen (I bei-
spielsweise ein (DF)-und I ein (F)-Rawm). Dann gilt LB, F) = B(n, ).
3. Zur Vollstindigkeit von B(H, F). Da jedes Te B(H, I iber einen
normierten Raum Hy faktorisiert, gilt B(E,F) = (U L(By, F) (vl
UsU -
Uss [6]). Man kann nun dag induktive Netz {L, (B, zn)}v,ﬁ'u und den Grenz-
raum B(H, F.: = irrfdeb(EU, I betrachten. Falls nun & und 2 voll-

stéindjg sind, so stellt sich die Frage, ob und wann dasselbe fiir BB, F)
der Fall ist.

Ty vollsténdige lokalkonvese Riume B und F ist der Raum B(H, I
im allgemeinen nicht einmal Jolgenvollstandig. ‘

ind
ind

GEGENBEISPIEL. Sei G ein nichtfolgenvollsténdiger, wltrabornologi-
scher Raum (nae.h Kaothe [4], § 31 gibt: es nichtfolgenvollsti’mdige, separierte
(LB)-Riume; d'lese Riume sind per definitionem ultrabornologisch.)
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Nach einem Satz von Raikov iiber ultrabornologische Raume (vgl. Floret
[3], § 6) Jat sich & darstellen als indultiver Limes von Banachréumen
@; mit kompakten verbindenden Abbildungen. Da aber nach Figiel ([1],
Cor. 3.3) jede kompakte Abbildung iiber einen reflexiven Banachraum
faktorisiert, befinden wir uns in der Situation des folgenden Diagramms:

04t

Fal

AV

I{l — -’y

Gy

Damit 148t sich @ darstellen als Grenzraum des dquivalenten Netzes

{H}sq mit veflexiven Banachréumen H; = L,(H; K). Algebraisch i.st

nun nach Floret ([3], § 18) ind L{H,, K) = L(pr?jHi, K). Insgesamt ist
i .

also B (projHy, K)mg = ind L,(proj H;, K) = G nicht folgenvollstindig,
< (=g 1
wihrend K und projH; (als projektiver Limes von Banachriumen) voll-
]

gtdndig sind. .
Bemerkung, Wenn B = projH, ein (FS)-Raum und ¥ = ind F,
“N N n—
ein (LS)-Raum, dann ist B(H, F) = L(H; I') nach dem Lokalisati.onssatz
wd B(E, F)yg = ind Ly(B,, Fy,) ein (LS)-Raum, also vollsténdig (vgl
n-r

Floret [3], § 1B).

4. Zur Maximalitiit von B(E). Im allgemeinen ist B(H) in I(E) kein
maximales Tdeal. Wir geben ein

GEGENBRISPIEL. Sei B, ein nicht normierbarer Baire’scher Raum und
7, Dbesitze ein abzdhlbares Fundamentalsystem beschrinkter Mengen.
Mit #; Dbozeichnen wir die kanonischen PI‘OjBktiOlELGD.. von B: = H,eFH,
auf die Komponen'laen By;. HB(H) sei die Menge der]el‘ngen Operatoren T,
fir die Tom, besehrinkt ist. Dann ist die Inklusion B‘(E) < H_B(E)
gtrikt, wenn. J, nicht normierbar ist. Offenbar ir?*t HB (E) ein _Llnk&ldeal.
Dal HB(E) auch ein Rechtsideal ist, sieht man wie folgt ein: sei I'« HB(H)
und SeL(H), Dann besitzt § die Zerlegung 8 = m,0 80w+ 7,0 Som, -
1,0 80 g -} 70,0 S0 724 Damiti it To8 oy = To yfloS ogty-+T0 90 So‘nl. Der
erste Summand ist beschréinkt, weil Tom, dies ist, und der zweite ist nach
dem Lokalisationssatz angewendet auf m,0 Som, beschrinkt.

5. Zur Beschriinktheit des Spektrums. Bezeichnen wir fir einen
Operator T'e I(H) mit ¢(T) die Menge aller komplexen Zahlen z, s% d(.iaB
(#+idy— D) e (), 80 selo(T): = C_\g(T) das Spektrum von T. ('at er
beschrinkte Operatior besitzt nun en beschrinktes Speltrum. Weiter-
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hin impliziert L(E) = B(H#) die Normierbarkeit von Z. Uss fragt nun
in [6], ob aus der Tatsache, daB o(Z) beschrénkt ist fir alle T'eL(R)
schon folgt, daB F Banach ist. Dies ist nicht der Fall.

GEGENBEISPIEL. Sei # ein unendlichdimensionaler Banachraum
und E, dieser Raum ausgestattet mit seiner schwachen Topologie. Da die
Normtopologie zugleich die Mackey-Topologie ist, gilt L (W) = L(E,).
Damit besitzt jeder Operator Te L(I,) ein kompaktes Spektrum, ohne
da B, deshalb normierbar wire.
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On. semi-Fredholm operators and the conjugate of a product of operators
by
K.H. PORSTER and E.-0. LIEBETRATU (Oldenburg)

Abstract, The first part of this paper contains necessary and sufficient con-
ditions for a lincar operator between Banach gpaces to be semi-Fredholm. In the second
part it is shown that there is a duality between these conditions corresponding to
the duality of ¢~ - and @ -operators. In the third part these results are used to derive
a necossary and sufficiont condition for the equality (') = §'7".

1. Let X and Y be Banach spaces. For a linear operator T': X—Y
with domain D (T), range R(T), and null space N (T), let T denote the clos-
ure and T': ¥'->X’ the conjugate of T, if defined. Let B(X, ¥) and
K (X, Y) denote the linear spaces of bounded and compact linear oper-
ators with domain X and range in ¥, Uy the closed unit ball in X, &~ (X, ¥)
the set of semi-Fredholm operators with closed ranges and finite-
dimensional null spaces, and ¢+ (X, ¥) the set of semi-Fredholm oper-.
ators the ranges of which have finite deficiency in Y.

Wirst the ¢~ and P*-operators will be characterized.

1. TmgoreM. Let T: XY be a closable linear operator. The following
statements arc equivalent:

(1) Te (X, X);
(2) There are a Banach space Z, O0e K(X,Z), and a> 0 such that
loll < allToll+ (Coll for all @< D(T).

Proof. Tt is immediate that (2) is equivalent to

(2) There are o Banach space Z, O0cK(X,Z), and a> 0 such that
for @e DT, ol < o Tel+ |0al.

Thorefore 7' may be assumed. to be closed.

Suppose Te P~ (X, ¥), Z = X, and let 0 be a projection from X
onto N (7). Since N (T) is finite dimensional, 0 is compact. It aeD(T)
and we N (1), then [o] —0u| < (L —0)(@—w)l. Employing the reduced
minimum modulus y (27 ([8], p. 281) we have

]} ~ |0a]l < 1 — Clly (T)7* [Tl = o Ta]
with o = |[[—C]y(T)~! > 0. This implies (2).


GUEST




