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" Opérateurs sommants et factorisations
A travers les espaces L”

par

JEAN-THIERRY LAPRESTE (Clermont-Ferrand)

Résumé. On développe les propriétés de certains idéaux d’opérateurs au sens
de A. Pietsch en faisant le lien avec certains produits tensoriels topologiques et des
problémes de factorisation d’opérateurs A travers des espaces I?. On généralise ainsi
des résultats de Kwapieni [6], Saphar [20] et on répond A diverses questions de Pietsch.
[17] et Gordon Lewis et Retherford [23].

On développe dans cet article les propriétés de certains idéaux d’opéra-
teurs au sens de A. Pietsch [17]. .

Dans le chapitre I, on étend les résultats de Saphar [20] concernant
les opérateurs p-nucléaires.

Le chapitre IT caractérise le dual du produit tensoriel f-normé # @ F

b,r,8
et montre qu’il g’identifie & un espace normé complet d'opérateurs liné-

aires continus entre B et F': Il . (B, F'). La classe I, ,, est un idéal
d’opérateurs que I'on caractérise partiellement dans les espaces de Hilbers..
On montre également, répondant 4 une question de A. Pietsch que Pidéal
I, ., est propre pour 1< m < 2.

Le chapitre ITT met en évidence, dans les cas ou le p-triplet (p, r, s)

1 1 1
vérifie — = - —|——S~ des propriétés de ,,factorisation” des opérateurs de:

II,,,; on fait le lien avec les opérateurs p-sommant [13]. Dans ce cas,.
Vidéal est totalement caractérisé dans les espaces de Hilbert.

Le chapitre IV étudie II,,, du point de vue de l’adjonction des.
idéaux d’opérateurs, on introduit une nouvelle classe d’opérateurs I ,
(opérateurs r —s factorisables) qui généralise la classe I}, de Kwapien [6]
et on démontre que ce n'est autre que adjoint de IT,,,.

Pour cela, on utilise la notion de maximalité d*un idéal et on répond.
par 13 méme & une guestion de Lewis Gordon et Retherford [23].

Le chapitre V relie les considérations précédentes aux propriétés de.
factorisation par les espaces L”. On introduit quelques idéaux associés.

Je remercie ici le Professeur A. Pietsch qui m’a engagé dans ce travail,
les Professeurs L. Schwartz, A. Badrikian et B. Maurey qui m’ont aidé
dans la conception comme dans la rédaction de cet article.
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CHAPITRE 0
NOTATIONS ET RAPPELS

0.1. Les espaces de Banach considérés ici, sont tous complexes mais
tout Darticle reste valable pour des Banach réels. L’application identique
d’un espace de Banach F est notée idy; l'injection canonique de Z dans
son bidual B est notée By. ‘

De maniére générale, les minuscules ,,batons” indiqueront des vee-
teurs d’un espace de Banach, et les gras minuscules ,,italiques” des fa-
milles de ces vecteurs.

Si & = (#;);; est une famille de vecteurs de K, on notera confor-
mément & [21]: ‘ '

@, = I@dierly = ( ) I},
el
loelly = sup {I(<@is D )iedllp; 7 By Il < 1},
quand 0 < p < 4 o0;
el = Nl = sup o).
- el

Les lettres p,r, s désigneront des .éléments de ]0, +oo]. L’espace
vectoriel des opérateurs 7 d'un espace de Hilbert H dans lui-méme qui
admettent une représentation de la forme:

o0
T:H—H: w—>2 A (ny @) s
n=1
olt €= (€,)nen e f = (f)nen sont deux systémes orthonormés de H et
A = (Ay)newelpN ey sera désigné par &, (H, H). R

Le signe A indiquera le début d’une démonstration, ¥V sa fin.

0.2. Suivant A. Pietsch [13], nous appellerons idéal d’opérateurs une
sous-classe &/ de la clagsse £ des applications linéaires continues entre
espaces de Banach, qui contient la classe # des opérateurs de rang fini
et telle que chacun des ensembles <7 (H, F) = Z(H, F)n« satistasse les
conditions suivantes:

1) o (B, F) est un espace vectoriel.

2) 8i Sek (B, F), ReZ(G, B), TeZ (¥, K) (oh B, F,d K sont des
espaces de Banach), alors ToSoRes (G, ). :

0.3. Side plus, on a défini sur e/ une fonctionnelle « 4 valeurs dans R*
vérifiant les conditions suivantes: .

N1. 8i ne B et ye F, alors a(n®y) = IIli-lyll, (ol 7@y est opé-
rateur H—>F: x->{w, n)Yy). )

N.2. a est une p-norme (') sur </ (B, F) pour chaque couple (I, F)
d’espaces de Banach. .

() Pour la définition d’une p-norme (¢f. [3], p. 160).
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© N3, S Ses/(H, F), BReZ (G H), TeZ(T, K) alors a(ToSokR)<

ITlla(8) IR : \
On dit que (#, a) est un idéal normé. Si chacun des espaces p-normés

o (B, I') est alors complet pour cefte p-norme, Pidéal sera dit complet.

0.4. (11, m,), 0 <7 < --oo désignera 1'idéal des opérateurs r-sommant
(ef. Pietsch [13]).

0.5. Rappelons entin qu'uno p-norme tensorielle n'est autre qu’une
fonctionnelle o, telle que (#, a) xoit un idéal p-normé (on confondra par
abus do langage BQI ot F (I, F)), a vérifiant de plus la condition sui-
vante:

| Ae2(H, 1)
i
BeZ (G, H)

avee |41,
avee [|B| > 1.

Alorg Vopérateur AQ B« Z(HQG, FQMH) est également de norme infé-
rieure ou égale & 1.

CIHAPITRE T
LE PRODULT TENSORIEL (p, 7, s)
LES OPERATEURS (p, 7, 5)-NUCLEAIRES

§ 1. Le produit tensoriel (p, r, 8). Soient 7 et #' deux espaces de Banach,
% un élément de H®F. On pose alors:

Hhp (W) = E{[I21], ] Iy 5} 5

la borne inférieure étant prise sur ensemble des représentations de u
de la forme u = }' A2, y,.

On a alors le ﬂl‘émllﬁaﬁb suivant :

L1, Tutorivie. Pour towt triplet (p, r, 8) tel que Von ast L ﬂl«%— e *'js: =-%
2Ly fpas 680 une f-norme tensorielle [20] sur HQ T

Dang le cas contraive, ¢est-d-dive si %— o : - %—< 1y phy,ee €8t identi-
quement nalle. ‘

A Lo démonstration de la premidre assertion est analogue & celle de
Saphax ([20], théordme 8.1); effectuons-1d eependant.
Soient done w, ot wg doux 6léments de F®F. On peut éerire:

" K

hl N
Uy s ‘}4 ﬂs.ﬂ’f.f@?/fm J=1,2.

twal
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Par homogénéité, on peut choisir des représentations de u, et u, telles
que, pour ¢ donné réel positif, on ait:

1/r

(i )icnllr < (//'p r,s (%) +8) y
IWig)icnlls < (10,5 () +8)'7%
(s ) sl < (85,0, () + €)%,
j=1¢2
Et par conséquent:
3,533,515 << (1,5 (W) + 128 10 (02) +22) 7,
(a1 2i 10 < (M 5 (200) - 14, () 28],
Aa,5)e,5 1 < (D6 () + 2 1, (%03) +28) .
Puis:

004,30, 500 105,02, 08 1A )i, <<
Done:

(.ug,r,s(’u’l) + :uf;,r,s () +25)1/ﬁ-

;./"p,r,s(ul'[‘uE) < (/’Lz,hs (’u’l) +#£,T,S(u9))1/ﬁ'
Il est facile de constater, d’autre part, que u,,, est positivement homo-
lgéne. Reste done & montrer que 8i 0 < <1, pp,, sépare les points et,
est raisonnable (c¢’est-4-dire que pour tout couple (v, y) de F x F, on 'a
.""p,r,s(m®y) = |1zl yl).
Notons ici (cela ne servira plus par la suite), pour «'e¢ B'@F":

== ind {4’ ll, o' Il " la}»

la borne inférieure étant encore une fois prise sur 'ensemble des représen-
tations de u de la forme Y A#;®y;.

eaa,r,s('”")

7
On sait que H@ F et B' @ F' sont en dualité séparante. Soient ue BQ F,
w e B QF.
On a alors puisque 0 < <1

Koy Wyl = | 3 dedidas, o> <uiy 453
]
<| 3Tl 51° Kwss 317 Kya w15
0
et, par conséquent, d’aprés l'inégalité de Holder généralisée:
1wy w1 < WA Ag)e sl 1<y @)l <G5 Y10)1, 505

Alors, en revenant & la définition de || |, ’on a aisément:

(1) 1<, D <

Bp,r,s () Bp,r,s(’u’l) .

Done py,y,s(#) =0 entraine » = 0.
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Le dernier point & démontrer est que py,,, st raisonnable, des véri-
fications faciles permettant alors de voir que uy,, est tensouelle Il est
clair, d’aprés la définition que Pon a:

s (@®7) < 2] 9]

Drautre part, tout ce qui précéde permet de plonger canoniquement
E®F dans (B ® F)Y, dual topologlque de #®F muni de la f-norme

IL‘ £ 3 !
o Soru | llpse la norme induite par (B ® Fy sar BQF. Si (¢,y)
e xF', on a:
@y, v Y =<, @'y <Y, Y3
et 1'on a,:
Ke®@y, & @Y < 0" @Y lprs" tho,r,s(¥®Y)-

Mais le théoréme de Hahn-Banach assure alors lexistence de a, et ¥,
de norme 1, avec:
llell - Ny 115

Ko®y, 5 @Yo =

on en déduib
12 ® Yollp, s < 1
en effet, d’aprés (1),

6 @ Yolly,r,s < 0(@0 @ a) < ol lyoll < 1

Et done

ol - Iyl < prp,r,s (2@ Y) -

Démontrons & présent la seconde assertion. Nous avons vu, dans

1

1 1
la premiére partie, que quelque soit § > 0, tel que ; +w + — = 1—3-, Ho.rs

est une f-norme et donc si > 1 up,., @b 1den131quement nulle v
Pm la. suite, on wupposera toujours que 0 < f<1, clest- d-dire

1
— +~“ -+ M? 1.
p o r 8
1.2. Tmvvs. Soient & = (0)iny Y == Yadiews » = (A)ay dos suites
@éléments de B, I, O, respectivement, telles gue:

fla I llylly < Aed

Alors la famille A,x,®y, est sommable dans le complété EN@HF de BQ I,

A Oest trivial si [yl ouw [jzlly == 0, sinon:
g0it & > 0. Il existe alors une partie B, de 'ensemble N des entiers

< ‘{“001 —}-OQ, IMH_U< -]-OO et

naturels telle que pour toute partie finie J de N vérifiant JNB = =@,
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on ait

&

A < —5—-
“( 1,)15.7”1) < nw“T Hy”5

Done
W2seally I @sealF W ieals < e V
1.3. Prorosirion. Soient B ot I deuw espaces de Banach, w wn élément

de B @ P.

D758 i
o) Alors 4l emiste des suites (@;);, (¥5);, (A); d*éléments vespectivement
dans B, F, C vérifiant:

1 lel:< +o0, lylly < +o0, [IAll, < + o0, ie g

2. U = 2, 2, @93, la série convergeant dans B ng}s I
8) De ];ius, on a: ”

= Inf {JIAl, lleells - byl 3

la: borne inférieure étant cette fois prise sur Vensemble des représentations

f‘p,r,s(u)

de u de la forme szim@ Yiy 4y T, Y ayant les propriéiés indiquées ci-dessus.
A =) Soit ueE ® F. 11 existe par définition une suite (W) ey 616~
ments de HQF, zwec
lim gy, o (U, —u) = 0;
R0
et 'on a =E’°(u — Uy 1) %

En 1empla,gant il le faut, (u,),.v par une sulte extraite, on peut
supposer que

1
o, (U, — U 1) < Pt
Alors
K(n)
Uy — Uy = 2 A;’Lm‘i®y:1
i=1

et Pon peut choisir ces décompositiens de sorte que:

1 . 1 R 1
i 2
1(2%)i<zmylls < i (@) eyl < o (Y3 icmlle < 7

On a done:
A% sl <

e (Af);ne Co.

Foo,  M@iwlh < +00, (L)Wl < +oo,

icm°®
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La conclusion est immédiate & partir du lemme 1.1.2, en prenant
pour @, y et A les suites obtenues en plagant bout & bout les (), (¥5), (AL).
) Calculons & présent la norme de #. D’aprés ce qui préecéde, on
peut éerive, si ue B & F;
LX)
oo
=D 458y,
=l
et on peut méme supposer que pour toub & positif, il existe un m, tel que
m > m, entraine:

(1) ”(Z.'/)f>m”}a < &y ”(mj)h»m": <8, ”(yj)jwn]g <8
Posons
n
m= 2 h0y;.
i=
On a:

:“p,r,s(um = ”(Z'j)j’m”p ”( )j&m”r ”(yj)_] ﬂn“s
Done & la limite:
Fi s () < (1Al el 1 -

11 existe un m, tel que . (4, —u) < & et les inégalités (1) soient vérifices.

Dun autre c6té, pour j < m, on peut choisir ;, a;, y; de sorte que:

“(zj);iﬂn”p' ”(wj)ﬂgm”r' ”(yj)jf.;m”: < ."‘m,r,a(%m) +&
< gy () + (L A-1[2100 D).

Done il existe une constante ¢ ne dépendant que de u telle que, pour
j<'m, on puisse choisir 4;, @, y; avee:

*

”(%)]Qn”]) < Q, ”(wj)j(,111”: \<\ @, “(%‘)jgm”: < [
11 1
Alors puisque %Q %;, — ~f}- - Tﬁ—, on obtient successivement:

(il llelly - iy 15"
< LI jeallf A+ 1Al (1)) = (W)l )|
< [, n,0 (%) ~1~(' 142" g1 -3 (K?8)” 3 (Ie")" 427
K e (U) -
L’inégalité en sens contraire tant triviale, ceci achdve la démonstration.
14. Remarque. Il est facile de constater que u, . . D'est autre
que la norme IT de Grothendieck [2] et que, plus généralement, si p est

tupérieur ou égal & 1, g, o0 6 iy, 50,00 80NT respectivement les normes g,
et d, de Saphar [20].
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§2. Opérateurs (p, r, s)-nucléaires. La norme tensorielle u, , , permet
de définir de manidére naturelle un idéal quasi-normé d’opérateurs.

2.1. PROPOSITION. Soient B ot I deux espaces de Bamach. L'injection
canonique de B' ® F dans P (B, F) est continue, et se prolonge en une

54

application lméafwe contmue de norme inférieure ou bgale & 1 de B & T
dans & (B, F) notée w-14. s

A Boit ue B'QF, u = ZA,-m@y{; on a pour tout we B:
i=1
n
(%) (@) = > Ailng, 0 ys.

=1

Donc

it (@)]) = sup{|_2nzi<n,«, @) (i O 1£1< 1, §e I}

<supf| ¥ 1 0 1<y EP 1,

=
" puisque <1,
< Al g3 Tl ol

en utilisant I'inégalité de Holder. De plus, ce caleul étant valable pour
toutes les représentations de 4 sous la forme (), on en déduit:

& (@) < vp,n,s(%) Il V
On dira qu’un opérateur T continu de F dans ¥ est (p, r, s)-nucléaire
§'il appartient & Pimage de E' ® F par Dapplication définie ci-dessus.

I’ensemble des tels opérateurs est noté ./Vp”(E .
On a le résultat suivant:

2.2. PROPOSITION.. 8%, pour Te N, (1), vp,..(T) désigne la borne
inférieure des quamtités Al llnlly Iyl telles que Von ait:

Vae B, I'(w Zl@f:w)h

=]
Alors le couple (N p gy Vpr,s) 688 un idéal B-normé complet (%— == }; —+
+3+5)
roo8
A Cest une vérification tatillonne des conditions de 0.3. ¥V

2.3. Remarque. 1. 8i E' et F possédent la propriété d’approxi-
mation métrique, on sait que 'application de B’ ® F dans Z (B, F) est
injective ([20] 4 — proposition 1.2).

2. La définition de A4, ,, est identique & celle de Pietsch. [17].
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2.4. ProposITION. Tout opérateur (p,r,s) nucléaire est compaot.
A Si T est (p,r, s)-nucléaire, il est limite en norme ,, o d’opérateurs
de rang fini, et done cette propriété est :’m fortiori réalisée pour la norme
usuelle des opérateurs. V

D'un autre coté, cette classe d’opératenrs peut s’exprimer en termes
de factorisation & travers les espaces l,, de la maniére suivante:

9.5. Tutorinve. 1. 84 Pon a 8 =1, 4l est équivalent de dire que T est
un opératewr (p, 7, s)-nucléaire, ou quil admet lo Sfactorisation suivanie:

B F

1 1
A 3, ?-{-}7:1,
1, 57 Ty

oiv A et B sont des opératewrs linéaires continus, et M, est un opérateur de
multiplication par ume suite A = (Ay)nen de by (60 83 p = --00). De plus,

on a: .
Voo L) = int {| 4] IAll,|'Bll; BM;A = T}.

9. Sion a s < 1 Dassertion reste valable en prenant soin de remplacer s’
par oo, et en supposant que B est mon seulement un opérateur continu
mais encore un morphisme de Vespace & dual quasz -normé o (ly, 1,), [22].

A Si Tep,, (B, ), il peut s'écrive T = 2%%@%: avec:
(%) “]'“p“’?“r ”y”s Vpra(T)+3

Considérons alors les opérateurs:

A: E""l $—>(<w, 77'n>)ncN7

MZ l "*l (SQL)HEN—> (A' En neN?
1B B 5,1 £ ({Yny £ )new (B ost application A *Zln% del,, dans F).

T est alors facile de voir que 'on a T' = BM AA et que

B = lylly, (Al = lInly;
co'est-d-dire
(%) | 1A Al FBI < v 0,0 (L) -5

Réciproquement, si T = BIM, A et si (xx) est vérifie, on pose:
n=(4earns Y =B (6= (8in));
et Pon voit que 2, 7, y vérifient les conditions de 2.1 e 'inégalité (x).V
Dang le cas oll % + % +--:-:m- =1, on peut préciser le résultat de la

maniére suivante:
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1011
2.6. Proposirion. 8% —p— + " +~S— =1, et M, est un opéf"atem diagonal

de I, dans 1y, on.a | M) = Yp,ra( M)
A TIlest aisé de voir dans ce cas que || M| = IAlly 5 le résultat s en suit car:

I < v s (A3) << W, = (1)1 W7

CHAPITRE II

LE DUAL TOPOLOGIQUE DE ¥ ® F
0,718
LES OPERATEURS (p, 7, s)-SOMMANTS

§1l. Ledualde ¥ @ F.

D,7.8
1.1. Nous allons déterminer le dual topologique de B @ F. Soit
n 0,7.8
done %= > 1x;®Yy; un élément de E@F; si T .est une forme linéaire
. i=1
continue sur # ® F, on a:
n,r,s

i 1T ()| < TN, (06) <L 1AL ool )2 5
Mais 7' définit une application linéaire 7 de B dans par

W v
T(w) = ' 2(Tw;, y5),
1=1
et on a finalement pour toutes suites finies (@)icny Yidienr Aidiecn®
| 3 Ay 9> | < T il ol
Introduisons la définition:

1.2. DernrrioN. Un opérateur linéaire continu de X dans B est
dit (p, 7, s)-sommant 8’il existe une constante e(T) ne dépendant que
de T telle que, pour tout entier naturel n et pour toutes familles finies
T = (%)icn; 1 = (N)sen Q€ Vvecteurs respectivement dans ¥ et ', on ait:

(%) (X KZwe, m 1) < o (1) el I
L’ensemble des opérateurs (p,r, §)-sommant .de B dans I gsera noté
11, (B, F). '

On pose si Te Hp,,.,S(E,’F):
T o(T) = inf o (T pour lesquels (x) est vraie.

Il est facile de voir que pour chaque couple (E, F) d’espaces de Banach,
I,,.(B, F) est un espace vectoriel. On 2 le théordme:
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1.3. TutiorimMe. L'espace (B ® F) muni de lo norme dw dual est
un espace de Banach ea/noniguemmiir‘;somém'que & Despace:
Ijp+ifp' =1lsi p=1,
P = +oo 8 p<<l.
Daprés 1.1 es la réciproque de l'inégalité de Holder généralisée,
on 4, 8t Te(B @ BY, Telly, (B, ') ot m,,(F) < ITI.
Réciproquement, si T'ell, (X, F'), on voit en prenant des suites

S

réduites & un élément, que I' est un opérateur continu de B dans F', et
done définit une forme lindaire sur E® F par:

(Uy:’,r,s(E: FI): 7"']7’,1‘,9) avee

T(u) = 3 AlTo;, v

A=l

Alors:

T (w) = | X' 3:(Twi, vy
gl

< Wi ( 3 1<, wp1)

< Nl T, s () Tyl o215 5
puisque 1 est (p', 7, s)-sommant. Mais comme cette inégalité est valable

n
pour toutes les représentations de u de la forme u = Y L#,®y;, on
obtient : =1

|i7(%)[ \<~ ﬂj;’,r,s(T) np,r,a(’“’)' v

§ 2. Les opératewxs (p, 7, s)-sommants. Ces operateurs ont 6té intro-
duits par Pietsch dans [17], oll il en donne, sans démonstration, les pro-
priétés élémentaires. Rappelons-les en démontrant bridvement les plus
intéressantes.

, , Lo 101 1

2.1. Tutiorime. 1. S le m,plet (p, 7, 8) vérifie E~<~r— +—8—, (L 09
T p,a) €88 alors um idéal d’opératours quast normé complet. (En fait normé s
p =1, p-normé si p < 1).

2. Dans le oas contraire, pour tout couple d’espaces de Banach I1,, , (B, F)
= {0}.

A De méme que pour 1.2.2 il g'agit de vérifier les conditions de 0.3.
Nous ne le ferons pas. V '

2.2, Tutonivm. 8¢ les denw triplets (po, 7oy 8o) €6 (p, 7, 8) vérifients

O Po<p, 107, §<3,

1 1 1 1 1 1
e [ e e s
® Do (7"0 So)/p (" L S)
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On a
BysT:80 orss 66 Topirs, Z Tp,rse
. 1 1 1 1 1
/A Posons -1— =-— ——, — =-— ——. Par hypothése, on peut
m, o o my Sy 8
écrire également:
1 1 1 1 1 1 ,
e~ = 4  avec —=— =1,2
Po P Ky * ky ky = omy g ’

Soient alors A, x deux familles de » scalaires avec ||M|k1<

1, Dl <1
Cela entraine: )

”MIml < 19 “H”m2 <1

Done:

(VMWW#W@%mMﬂW°a%MMﬂMMNMM

i=1
< Tyt (L) Nl Il -
Finalement, on a par la réciproque de Dinégalité de Holder:

(Zﬁ@%wm)

g=1

< Ty re,0 () 1217 l10ll5 - 7

2.3. Remarques. 1. L'déal (IZ,,,,=,,, est un idéal régulier,
c’est-a-dive que 8i Te Z(H, F) et BpTe ﬂ'p »s(H, F''), alors Teﬂp o (Hy F).

2. Il est équivalent de dire TelIl,, (B, F), et Tell,  (F', B').

Donnons & présent d’autres propriétés des opérateurs (p, r, 8)-sommantt.
Le théoréme qui suit décrit partiellement la situation dans le cas des

espaces de Hilbert.

2.4. TmioriMe. 8 H est wn espace de Hilbert et si pe[1, +o0], on
a pour tout triplet (p,r,s), tel que (r, s)e R%: (12, +o0])%:

1 1 1 1
.1, (H,H e L
Lo Dy o(H, H) = (B H)y 8 = e = = o 4120
2. I, , (H, H) = %(H, H), i m = +oo.
A 1. («) Supposons d’abord que r<<2 et 82 il existe alors deux
1 1
réels p, et p,, avee — = — +-~ vérifiant de plus:
r V21 D2
SV SO S VAP S SN S PO
my P r 2= 'm‘a_‘pa "5'+2/

Bi TeS,(H,H), T peut évidemment alors s’écrire:

T =T,0T, avec ‘Tye, (H,H), Tye P (H,H).

icm

. On vient de voir que II,,,(H, H) =
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Le théoréme (2.1) de Kwapied [4] assure alors que 'on a:

1€[pl,aoo(H H); Ty 172¢oo(HaH)'

Alors:
(X KTs0Tamey yo i) < D) 1Tao? T29?) 7,

ge ] fm=1

nw n

<( ) 1mamd) 3 1T,y ie)
feal i=1

< 0,00 L) T 1,00 L) 1 Ty 1

(On remarque que I7,, , ., n’est autre que I'idéal noté I7, , dans [4].) Réci-
proquement, par le théoréme de croissance II.2.2, on sait que dans les
hypothéses ci-dessus, on a I, ,  (H, H) < IT,, , ,(H, H), et donc il suffit
de voir que IT,, , ,(H, H) est inclus dans &,,(H, H), mais c'est un résultat
connu [16]. :
(B) i r<< 2, $>2; on a par le théoréme II.2.2:

Iy p0 = 1,

0,78

< IT,

7,000

S wm(H, H) comme le théoréme de
Kwapie déjh cité donnait IT,,.(H, H) = &, (H, H), on a le résultat.
(v) le cas 7> 2, s <2 se déduit de (B) par transposition.
2. Il suffit évidemment dans ce cas de considérer IT,,,(H, H) et de
voir que
idye ﬂm,l(H: H),
on a:

e gl < (3 et (3 )™
Te=l .
< 71,00 (1) IS 19115

puisque H possdde la propriété d’Orlicz. ¥V
Au chapitire suivant, le théoréme IIT donnera un résultat plus complet

1 11
dans le cag particulier ol ~- ==~ o —,
p s

Rappelons & présent 1a définition suivante concernant les idéaux
d’opérateurs

2.5. DemNizroN. Un idéal d’opérateurs ./ est dit propre si pour
tout espace de Bamach 1/ de dimension infinie on & idy¢ ey, n).

Nous montrerons (résultat déja connu) que IT,,, n'est pas un idéal
propre.
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~ Mais nous pouvons affirmer, répondant & une question de A. Pietisch,

que l’on a:

2.6, THEORRME. §i m < 2 Pidéal (I, ., s ) €St propre.

Pour démontrer ce théoréme, nous aurons besoin du:

2.7. Lemme. L'injection eanonique j de 1, dans 1, n’est pas (m, 2, 2)-
sommante st m < 2.
A Bij était (m, 2, 2)-sommante e si M, est un opérateur diagonal de 7,
dang I, défini par la suite aely; on aurait:

]V[aoje Hm,z,z(lw lz),

et donc ael, d’aprés le théoréme 2.4, de qui est évidlemment en général
faux.

Démontrons ‘done 2.6:
A  Lethéoréme de Dvoretzski [10] affirme que pour tout entier naturel »,
il existe deux opérateurs w, et v,, u,e L (ly, B), v,eZ(H, 1) avec v,01,
= Juy [0l )l < 2, (00 j, est I’injection canonique de 77 dans I%).

8i idge L, ,,(H, B), on a alors que Vopérateur:

1, U, », 7,
T by "o B s [0 —2s ]

(ol IT, est la projection canonique de I, sur 1y et o, l'injection canonique
de Iy, dans l), est également (m, 2, 2)-sommant et de plus que

7Um,2,2(Tn) < 2-7"m,2,2(idE) .

Done, par définition de m,, .5, on a:

( Z KT\20 9> )" < 2t 2(idz) [ Iy

=1

Mais T, converge simplement vers j; donc en passant & la limite:

( D) 15, g 1")"™ < 21,50 (1) el Ty

i=1
ce qui contredit le lemme 2.7. vV

2.8. Remarque: II,, , n’est pas un idéal propre.
A A. Pietsch a montré [16] que pour qu'un opératenr I'e%(E,TF)
soit (2, 2, 2)-sommant, il suffisait que pour tout 4, B opérateurs continus,
respectivement de I, dans F et de I dans I;, BTA soit de Hilbert—Schmidt.
O’est le cas pour idL1 ou ide d’aprés Grothendieck [27].
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CHAPITRE Iil .
COMPLEMENT SUR LES OPERATEURS (p,r,s)-SOMMANTS
1
DANS LE CAS — = — + —
P T

OPERATEURS DE TYPE /7,17,

I 1 1
§ 1. Opérateurs de types ‘I,I/,. Dans lo cas ol 7 = —|—~S—, nous

7
allons voir que les éléments de I7,, , s'expriment simplement en fonction
de ceux de II, et IT, (cf. 0.4); plus précisément, nous avons le théoréme
démontré par Kwapied [6] dans le cas p = 1.

1.1. Tutorimu. Soient r=1, s= 1, T et I deun espaces de Banach;
les propriéés suivanies sowt équwalemes

® TeIl,, (B, F).

@ Il emiste une constanie finie o et deuw probabilités de Radon u et v,
portées respectivement par les boules unités Uy et Up. de B' ot I, ielles
que pour towt & de T et n de B’ on ait: '

@ KIe,mi<e( [Ko,adlau@)”( [ Kn, pyra )™

Uge U

s

® T admet la factorisation suivante:

w v ty
B >, u, o

By

F

Dams ce diagramme G, est un sous-espace de L' (Qy, piy), Hy le dual de H,
sous-espace de L8(Qg, s) (824, u;) cspaces probabilisés); v est un opérateur
continu, w est r-sommant ¢t ‘u désigne le transposé de w opérateur s-sommant
de I dans H,.

@ Il ewiste un espace de Banach G e devw opérateurs A, B: A r-som-
mamt de B dans @, ‘B s-sommant de T’ dans &, avee' T' = BoA.
A Nous nous canfonnerons au cas ol # et ¢ sont différents de oo
Tin eflet, 87 = - 00 I, , o = II,, el le résullat n’est auntre que 1’ex1m.enne
de la factorisation de Pietsch d*un opérateur r-sommant [13]. 8i ¢ = - oo,
le vésultat se déduit du précédent par transposition.

Nous allons montrer @) = @ = @ = @ = O.

® = @ Considérons l'espace topologique faiblement compact IK,
K = Upy x Upn, ot soit ¢ le sous-ensemble de @ (K) constitué par les
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fonetions de la forme:

(&;m) = g(&, n)

~ 2,2 Z Koy 114 %2 o] - ; Kmi, 1,

1=

ol (%), €6 (¥:)icy, SONG deux familles de vecteurs respectivement dans
B et F'. C’est évidemment un eéne convexe de fonctions réelles. De plus,
la, relation:

(2 <o) (3w )" < 2 e, 5>|"+-§—$ Ky 1,
=1 =1 =1 =1

puisque % +% =1, et la définition de =,,,(T) montrent que chacun

des éléments de C atteint sur K un maximum positif ou nul.
Le théoréme de Hahn-Banach donne alors 1’existence d'une mesure
de probabilité 4 sur K telle que A(g) soit positif ou nul pour tout g de C.
Appliquons ce résultat & la fonction:

i) = 12, [ Lo, 51+ L iy, 5¢| - ko, P

On a alors:

() KTy <1, (D2 [ orasen+L [, raen)
S k4 E

Soit alors 6 un réel strictement positif. Par homogénéité, on voit que
dans (++) on peut remplacer  par 6o et y par y/0 sans modifier le premier
membre; on conclut alors en utilivant 1’égalité élémentaire:

1
p

et en prenant pour u et » les projections de A respectivement sur Ug
et Ugn.

® = @. Boit w, Vapplication de B dans I"(Uy, u) définie par:

1 o
a-b = inf (— 6%a% = O‘ﬂbﬁ), des que e +
>0 \ @ ﬁ a

=1,

wo(®) () =<w,n> pour. ne Uy

et de méme u, de B’ dans L*(Ugw, »):

Uy (y) (&) = (&, 9> pour, e Upn.

icm
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Posons G, = w,(B) (adhérence dans L' (Ug, u); Hy = uo(F') (adhé-
rence dans L*(Ug, u)); et soient w et u les applications w, et u, consi-
dérées & présent comme 4 valeurs dans G, et H, respectivement. Les
opérateurs w et % sont de maniére évidente respectivement r et s-sommant
et de plus IT,(w) < 1, I, (%) <1.

D’un autre c6t6, étant donné 1’inégalité (x) ’application bilinéaire
de wy(H) x Uy(F') dans C: .

Vot (w(w), u(f‘/)) =Tz, y>,

est bien définie et continue; donc elle s’6tend en une forme bilinéaire
continue v, de G, x H, dans C avec conservation de la norme, et induit.
naturellement une application linéaire continue » de @, dans H,.

Alors, on a, si e B et ye F': '

Cuvws, y> = Cows, uyy = vy(wn, uy) = <BpTw, 5.

® = @. Il suffit de constater que ‘uow est en fait 4 image dans F"
et de poser A = w, B = ‘uow.
@ = (. Cest une simple conséquence de l'inégalité de Holder. vV

1.2. Remarques: a) Il est facile de constater que I'on a m,, (T}
= inf {m,(4)m,(*B)}, la borme inférieure étant prise sur Pensemble des.
décompositions décrites en (®.

B) Sir<l, s=1 le théordme est encore vrai.

8i r=1, s<1, on n'a plus de factorisation du type (@ mais.
encore () < @ < @ en appliquant le théoréme & 7.

Sir<il,s<1,on atoujours @ = @ < @. On peut se demander
si en fait on a dans tous les cas @ <= (2

Les derniéres remarques (2) suggérent ’introduction de la définition
suivante:

1.3. Darinrrron. Si T est un opérateur linéaire continu de # dans F,
on dit que T ext de type IT,-IT, si ot seulement s’il existe un espace de:
Banach & et deux opérateurs 4, B: A r-sommant de B dans &, 'B s-som-
mant de F' dany @ avee T == Bo.d.

Lensemble des tiels opérateurs de B dans I sera noté ‘I, IT.(B, F).

On pose si T¢I I, (B, F):

l”"s'nr(-’ﬂ) "'"""inf{na(tB)'”r(A)}’
la borme inférieure étant prise sur l'ensemble des factorisations de 7.

(3) Ainsi que la dernidre partie du chapitre V.


GUEST


icm°®

64 J.-T, Lapreste

Dans les 3 premiers cas déerits par la remarque IILL.2 (‘7,-IT,,

. 1 11 )
4+ 7,) eoincide donc avec (ILy 0,5y iy, s) OU ; = + s et on a en général

le théoréme
1.4. TetorimE, (4T,-I1,, 'y m,) est un idéal quasi-normé @ opérateurs.
A La démonstration aisée est laissée au lecteur. '

§ 2. Exemples d’operateurs de type 'I1,17,.
2.1. TukoriME. @O Pour tout couple (r,s) on o Vinclusion:

12
ﬂl/z,w,w < Hs'”r'

1 1
@ N\ _7" +?<17 ‘/Vl,oc,oc < tﬂs']Ir'

® Boit i une suite de 1y ; si A¢ lijns Vopératewr M, de 1., dans 1, nest
pas de type T, IT,.
A @ 11 suffit évidemment (ef. 1.2.5) de montrer qu’un opérateur dia-
gonal de [, dans I,, défini par une suite de 1y, est de type “IT,-IT,, pour
cela, considérons le diagramme:

My
(=] "ll

1

A=My3 M =B

Iy —————1,
ol 4 est Pinjection canonique de 1, dans 1,. :

On sait que ¢ est g-sommante pour tout g positif [21]. De plus, on
peut remarquer que ‘B =40My;. Done ‘B est également g-sommant
pour tout gq.

(® est un cas particulier du fait que pour tout idéal normé contient
les opérateurs nucléaires [17 1

@ Boiti (e,), la ,,base” canonique de l; si M,e'll,-I1,, on a, en
. particulier:

r o » .
(25 = 2 Ky, )" < fmamy (1) el ol < (M)

ce qui contredit i¢ bp- V

Si H est un espace de Hilbert, on peut caractériser totalement les
opérateurs de type ‘II,-IT, de H dans lui-méme.

2.2, TH’E}OREME. ® ‘O, II.(H, H) =% (H, H). -
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" ® Bir =400 et 8 fooour £ too et s = oo, 0n a:
I IT(H, H) = &,(H , H)

(opératewrs de Hilbert Schmidt).

® Birs # +oo, UI,-IT,(H, H) = &,(H, H) (opérateurs nucléaires).
A . Lassertion (O est triviale; @ a été démontrée par Pelezyriski [12].
Montrons @.

Bi T'e &, (H, H) il est bien connu que T peut s’6éerive TyoT, ou T,
et T, (done Ty et T',) sont des opérateurs de Hilbert-Schmidt). Done,
Qaprés Passertion @ 'Tye I, (H, H) et Tye IT,(H, H) soit par conséquent
T 'l II,(H, H). Réciproquement, si T est de type I,-II,, T est en
particulier 7-sommant. Comme H est réfléxif T est done compact [13]
et on peut par conséquent se ramener par la décomposition spectrale
des opérateurs compacts d’un espace de Hilbert (cf. [19] par exemple)
aun cas ot I est diagonal:

00 .
T == 2 A ® €,
=l
ol (6,)pen 0856 un systeme orthonormal de H et A une suite de ¢ .

Soit alors § = VT Popératewr de multiplication par la suite VA.
8i 8* désigne Padjoint de 8, on a:

8 =8 et T =48%04.

Soit ¢ = sup (7, §). Par le théoréme IL.2.2 T est (4/2, @, g)-sommant, et on
a done: ‘

( 3 vsmre = ( 3csa, sapiee

Tl 4wl

n
= ( 3 Kwsy @)™ < g g,0(T) ()
4wl

ce qui montre que § est g-sommant et par conséquent d'aprés @ Vie 123
done Aely b Te &y (H, H). V )

Un théoréme de A. Pietsch [16] permet alors de prouver le corollaire
suivant

2.3. CororrAmrE. 8i le couple (v, s) appartient ¢ (10, 4-oo[)2, on'a:

© Lidéal 11,11, est inclus dans ‘1T, IT,, Végalité ayomt liew si v ot s
sont supéricurs ow égaum & 2 et Vinjection de ‘IT, IT, dams 'IT,-IT, est dans
tous les cas continue. : ‘

® Un opératewr de type “IT,-II, est »p-sommant of son iramsposé
8 q2-sommant. oo

§ — Studia Mathematica LVIL1
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® Le produit de deun opérateurs de type 'IT,-II, est mucléaire.
A @® Linclusion 'I7,-II, « II,-II, provient de la conjonction du
théoréme TIT.2.2 et de [16]; 1'égalité dans le cas ol r et 8 sont plus
grands gque 2 est une conséquence du théoréme II.2.2. La continuité se
démontre par un argument de graphe fermé.

® C’est évident d’aprés 'assertion ().

(® Le produit de deux opérateurs 2-sommants est nucléaire! [13].

2.4. PrROPOSITION. (O 8i 1< p <2, un opératour diagonal M, de 1,
dans 1, est de type

I,-II, ssi  Aely, avec %:—;——1—%; (%+v:-1-7=1).

@SM’

A " Montrons d’abord que les conditions données dans (D et @ sont
suffisantes.
® 81Ky

1 1
7+? <1, M, est de type I, -IT, ssi Ael,.

2 alors M admet la factorisation:

s M
L=l s T, =51,

avec a = ¥, B = 1% ef; olt 4 est I'injection canonique. Mais { est #-som-
mante pour tout 7 et M, est de Hilbert—Schmids.

® 8i p > 2 les conditions impliquent que 1,-IT, est un idéal normé
et que M, est un opérateur nucléaire.

Réciproquement, pour montrer la nécessité, il suffit de le faire en
supposant que T'e [T, II,(l,, I,). D’aprés TI1.2.2 si M, est type “I,-IT,
il faut que pour tout opérateyr T, T':1,—1,, on ait

MoTe (L, 1y).

En particulier, si ' = M, il faut que fiel,. Mais Mg ne définit pas tou-
jours un opérateur de I, dans l,; il faut, dans le premier cas que Bely,
1 1
(73 T
2.5. PROPOSITION Tout opérateur diagonal de 1, dans ¢, (dans I)
défini par une suite de ¢, est de type 'II,-II, pour towt couple r, s.

A L’injection canonlque J de 1, dans ¢, s’éerit § = nod, ol 4 est I'in-
jection de 1, dans I, et ‘u =i. vV

= 1), dans le second Bely. Dol la conclusion. ¥/

2.6. Remargues. Notons qu’une simple application du théordme
de dualité (L.3) permettrait d’obtenir la traduction en termes d’opérateurs
nucléaires .de 11:2.2, IE2.4, 1I1.2.2, II1.2.3. Nous ne le ferons pas ici.

icm
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CILAPITRE IV
LES OPERATEURS DE TYPE (7, 5)-FACTORISABLE
L’ADJOINT DE ‘7,17,

1

1
§1. L’adjoint de (A", ,. ,, 7., ,) dans le cas ~15— + - + — == 1. Rappelons

§
tout d’abord la définition suivante due & A. Pietsch [14].

1.1. DaFNImioN. Lladjoint (s2% ¢*) d*un idéal normé (57, a) est
défini par la condition suivante: T'eo/™ (B, F') ssi il existe une constante o
telle que pour tous espaces de Banach X, ¥ de dimension finie, tous
opérateurs g, u, b appartenant respectivement & #£(X,B), #/(¥, X) et
Z(F,Y) on ait:

) trace (whTg)| < oIkl gl a(u),

et on pose ag(T) ecomme égale & la borne inférieure des o vérifiant (1).
On peut montrer que (=%, a*) est alors un idéal normé complet.

1.2. Remarque. Dans ce chapitre et ceux qui suivront, le triplet

- 1 1 1 R
(p, 7, 8) vérifiera toujours la condition ; +-;‘~ —|—-§— =1, ce qui implique

en particulier p > 1, =1, s> 1.
Les nombres p’, 1, 8’ bemnh alors définis respectwement par
1 1 1
-+~,=1; =t =1 ~—+—,~=1.
p P r 7 8 s

On peut noter également que dans ce cas le théoréme ITL.1.1 s’applique
et que par conséquent 'II,-II, s’identiftie & IT,, ..

- 1.3. TrtoriME. Lidéal adjoint de (N p gy Vpps) 68t Vidéal (47,17,
ERENE
A @ Supposons que Te A, (B, F) et considérons le diagramme (non
commutatif!), ;

D ——
A I

¥
AU

iy

ot % désigne 'espace R™ muni de la norme induite par I, et ol A B, M,
sont définis par:

LA T T 0 (K8, 10 )ians

B:I—By =Ky, b0 )icws

Mo BT (Edian =+ (0 Edigns
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On peut écrire alors:
BTM,A = D) o0,@T(n);
et ’
ftrace(BIM, 4)| = | X 0,(Tn;, b,
< Vo (L) Vo (ML) IBI] 14

Mais par la proposition I.2.6, nous savons que

L r’(Mo') =
outre Bl = [BI, 4] = Inll¥, cest-a-dire o

| 3 0Ty b | <9 na(T) ol I I,

et done puisque o est une suite arbitraire de # complexes.

() KT, )" < (D) DI I

par conséquent, d'aprés la remarque IV.1.2 on a T eI, IT, et

B (L) < 7,0,0(T).

® Réciproquement, considérons le diagramme:

B«—u=% _F
4
g h
’
v
\ Xt ¥

répondant aux conditions de la définition IV.1.1.

Comme X, ¥ sont de dimension finie, on peut al
ors é¢ = Y A
®n?, avee de plus R e ‘2‘ s

121, 1815 1r° 1 << 9,0 () 2.
Alors: :

[Trace(uhTg)| = ]Z R <hTgmt, b?)’
< Wl ‘- v () 1B g Tl 1ot
< (vppelu )+8)’ﬂr'ﬂs(T) 1]l g1,

ce qui achéve la démonstration puisque ¢ est arbitraire \v4

lolly; en
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§2. Les opératenrs factorisables. Ce sont, si I'on veut, des opérateurs
,,intégraux’ par rapport aux opérateurs (p, 7, §) nucléaires [18].

2.1. DipNiTIoN. Un opérgtenr T continu de B dans F sera dit
(r, 5)-factorisable s'il existe un espace mesuré (Q,7,v) une fonction ¢
de LP(R, 7, v) et des opérateurs continus 4 et B tels que le diagramme
suivant soit commubabif:

T
B e i

M, ,
(@, 7 L2, 79)

olt M, est Popérateur de multiplication par Q. L’ensemble des tels opé-

rateurs de # dans X sera noté I, (H, F).

2.2. Remarques. () 8ir =s', on reconnait I'idéal I, défini par
Kwapien [6] et Te I, .(H, F) signifie simplement que BT se factorise
par un espace de type L.

® Tout diagramme commutatif conforme & la définition 2.1 sera
dit (r, s)-factorisation acceptable pour T

Nous alloni voir que si » s §’, on peut avoir des précisions sur la -
factorisation d'un élément de I (H, F); on a la proposition:

2.3. PrROPOSITION. Si Tel), (B, F) et r 5 s', alors T admet une
factorisation acceptable:

B0, 7, )L IF(R, T, p) > B

ot est wne mesure de probabzlzté et § Vinjection canonique de L'(2, T, u)
dams L (9, T, u).
A Soient », @, 4, B les éléments de la factorisation acceptable de T
déerite en IV.2.1. ‘

Posons py = |@|”+v; py est alors une mesure finie.

Définisons 4, cornme Vopérateur:

1y ]0—>L”'(Q,./ .

) 2> Q1P Ax);
flaaa

A, se factorise alors en:

J-_—>LT(Q T, “”‘”)C d ”‘Ls’(!‘?iy1 H::‘:“)’
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puisque 1—p/s” = pfr. De plus, Iapplication fi— (@7 F[u, |~V définit

une injection isométrique K de L”'(.Q, T, Nl
KA, = My(A); . ) A
La factorisation: ‘

) dans ¥ (2,7, ). On a

4 ; "
BE—=I'(2,7, 01> 12,7, u) 25 7,

ol W=

Hy
el

est donc acceptable pour 7.

2.4. TudortME. 8i y,,(T) désigne la borne inférieure des produits
AW | Myl | Bl sur Vensemble des Sactorisations acceptables powr T, alors
(.65 ¥rs) €8t wm idéal normé complet.

A Montrons seulement la sous-additivité de Vr.s- Soient Ty et T, deux

élé.ment‘zs de I, .(#, F) et considérons deux factorisations acceptables
respectives: : ’

MQI

. z
B L@y, Fy, p) > ¥ (8, 7y, ) ﬂ‘> 7,

Mg,

A N
B L7($2yy By, o) e L2y, Ty, ) *]32—’ ¥

Soit K = 2,4 0, somme djéjointe de 2, et 2, et soit u 1
sur K définie par: - ’ - h SRS

H(By+Ry) = $(p1 (By) +pa(Ry)),

ol R; est un sous-ensemble mesurable de Q51 =1,2.
Soient alors: :

A: B> L (K, p): @ > A, (@) 1, + A4(2) 1o,
B: LK, p)>F":f = By(f 15) +By(f 1a,),
et @ la fonction de L?(K, u) définie par @ = Q1 +Qa1, .
On voit simplement que la factorisation: ' *
F4> 1K, w2 T (K, ) -2 B
est acceptable pour T' = T, 4 T,,
Un calcul de norme donne alors:
A < 27 (LA + 1Ay
Ml < 2“1"’(”1%1“”4"HMQEII”)””;
1Bl < 2 (IByI* + IB,l) .
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Et donc en faisant usage de la relation:
1., 1 1
ab-¢ = inf {—Z’a’+——l“”n”b”+~y“’a’}
2,10\ T ¥4 s
. e 11 1 ' .
qui est vraié puisque }7 -l——,r— —l——; =1, on obtient:

1,1 1

1\:z ,
AL 1Ml 1B < (—5)* B (LAl Mgyl 1Bl -+ LAl Mg, IBol) -

Ce qui achéve la démonstration. V
(Pour la complétude de I, ef. IV.3.7).

2.5. Remarques. (D Si r = ¢, il est facile de montrer que y,,(T)
est également la borne inférieure des produits [4,[ B, sur les factori-
sations définies en IV. 2.3. ‘

® La proposition I.2.5 montre que si I' est un opérateur (p,r, s)
nuecléaire de B dans ¥, alors il est (r, s)-factorisable et on a:

Vs (L) 2 Ve (T)

2.6. LuvuE. 8i B et F possédent la propriété @ approwimation métrigue,
si T est un opérateur de ramg fini de B dans F, on a:

1‘1,,,.’3(1’) < 7’1’,8(11)7

dés que p, r et &' sont fimis.
A Nous allons procéder par étapes, chacune d’entre elles étant une
congéquence de la précédente. -

(D Commengons par supposer que T est-tel qu’il admet la factori-

sation:
B4 170, 5) 2 132, u) 2> 7,

avec: "
w) B: I¥+F: f > Y {f; 1,0%, ot les A; sont des sous-ensembles
gl

mesurables de £ disjoints deux d deux et 2, des vecteurs de F. (£, u)
et un espace probabilisé.

n
B) @ = Y ALy, A suite de scalaires.
fes] . "
v) A B-L (2, p): w-—:%‘ {Yiy ¥y 1 g, ol les g, sont des vecteurs de B'.
Un caleul facile montre que:
IBI = | (eats (40) el l3
1221 = || (A (A )inllos
A= || {ge (A" sccallr -
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Posons alors
Bo= 24P, 0 =1, m, g = g4, 8 = s (A,
. On a pour tout z de B:
7% ’ n
T(@) = 3 hyssy (Ao, = 3 A<yl wdels

gl

.

et
121, 1yl 12115 = 1B (| Mgl 114

Done v, ,(T) < |A| |1yl |B]. .
® Conservons 4 et B tels que dans Pétape () et prenons ¢ quel-
conque dans L?(Q, u). ‘
On a pour tout z de E:

n
© T(e) =BMaA(@@) = D<@ 1) Ly, Qe
=1
Il est évident que I'on peut remplacer ici ¢ par @ 1, ;3 done il existe
%
une fonction en escalier @, subordonnée & un recouvrement plus fin que
les 4; de U 4;, telle que 'on aif:
&
1@ —Qoll . < Y U417 1B A Iyl ) 1.
Oons@dérons T, défini par: T, = BMQOA, Ty vérifie manifestement les
conditions de () et on a donc:
Vom,s(To) < IA[ 1Mo, Il IBI < 14| | Mgl 1Bl +¢/2.
D’autre part, il n'est pas difficile de voir que:
p,0,8(T — L) <11Q — Qoll o Iyl 21} < ¢/2.
Donc
o, {L) < Vp,s (To) /2 < 1A | M)l 1B] +e.
® Supposons seulement & présent que 4 et B sont de rang fini:
: i n n
4 =2%®fi5 B =Zgj®zj~
t=1 =1
Donce pour tout = de E:
T(w) = 2(?/;‘1: > {fiQ, 9%y,
%7
avec
Y5 =Y, § = 3 eeey ) zij-‘—:zj,i~'=1,...,%.

@
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4
7 étant un réel positif donné, il existe alors une famille finie (C)) de sous-
ensembles mesurables de @, digjoints deux & deux et deux familles de:
fonctions en escalier subordennées aux Op:
(Fg)inl,.,,,q ) (g}’)]aﬂ,...,n’
aveec: .
”Fm“ln;)”ﬁ{ 7y b =1, .., D; Hm—ggllm’é 7, j=1, ey M
On peut éerire alors, en posant:
Ay == Z ¥ @I,
fml

T = By My Ao+ (B~ By) MgAo+BMy(A—A,).

By = /i’? 9 ®2;
Et done:
sl T) < vy a(Bo Mg Ag) v, o((B—By) MyA) —|—vp,,,s(BMQ(A—AO))..
Alors By My A, vérifie les hypothéses de @ et on a:
Vp,ma(Bo My Ao) < Lol | Mgl 1Boll < A1 Ml 1Bl +2/3,

dés que 7 est assez petit.

De plus, il est facile de voir que les quantités:

Vo (B—Bo) Mgdo) et v, (BMy(4 —Ag))

sont également inféricures a £/3 dés que I'on clhoisit % convenablement..

Done finalement on a:

p,r,s (1) < AN M 1Bl + .

Passons & dernidre étape.
(® Supposons que T = AM,B,

n
T = Zzn”‘w,®yn7 one B eb Yne F.

fyom)
Comme B’ possdde la. p.aan. (%), pour tout a il existe un opérateur ‘G
de rang fini de B’ dany lui-méme avec:
“(la'(a‘n,) . “n)n-ﬁw”f 5 a3
et e méme si ' possdde la p.a.m, il existe K de rangfini de I' dans I avec:
(K () =~ Yol < -
Soiti Ty défini par 7'y = KBM,4G. On a
I = Ty (B—EKB) Mg AG+BMy(A —AG).

(®) Abrégé pour propriété d’approximation métrique.
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Par la méme technique que dans @ on déduit alors:
s (1) < [1A] | Mgl 1B+,

ce qui achéve la démonstration en passant & la borne inférieure sur les
-décompositions acceptables pour T. ¥V )

2.7. Remarques. (O Si r = 4+ o0, § =1, le résultat est encore
vrai, méme siun seul des deux espaces possédelap.a.m. (cf. [18], Lemma 7).

® 8ip = +00,8 51, le résultat est encore valable et sa démons-
tration plus facile.

2.8. TutoriME. 8i B et F possédent la p.a.m.; on a alors pour tout
opératewr (p; 7, s)-nucléaire de B dans F':

Vp,r,s(T) = 7r,s(T)' )
Un opérateur T est (p,r, s)-nucléaire de B dans F si et seulement §'l
est limite en norme y,, dopérateurs de ramg fini.
En effet, la remarque IV.2.5 @ nous donne:

Yprs(T) 2 Vs (1)
De plus, si T est limite pour la norme w,,, d’opémteurs de rang fini,
I Yest a fortiori pour la norme y,,; done:

Ypra(L) = limy, . (T,)
n
< limy, (T,), d’aprés le lemme IV.2.6,
n

< 7ol D).

2.9. COROLLARE. L'adjoint de Vidéal (L5 ¥rs) S'identifie & Vidéal
(LI, 'my - av,).
A Clest une conséquence directe de la définition de l'adjoint et du
théoréme 2.8. V
A T'aide de ce résultat, on peut voir simplement que l'on a:
(Fr,ai Vr,s) < (‘H Ha: Tg* ”r)‘
Mais cela ne montre pas encore que I, est en fait 'adjoint de g1,
Ce dernier résultat, quirépond & une question de Pietsch [17] (15.3.6)

et de Gordon Lewis et Retherford [23] va étre Pobjet du paragraphe
suivant.

§3. Maximalité de 1%idéal (I},; ¥, ,). Nous voulons montrer ici que
Tadjoint de Pidéal (1, IT,; 'n, =,) n'est autre que (Ls5 ¥s,s)- L corollaive
1V.2.9 montre qu’il suffit pour cela que (I,55 ¥r,s) 50it égal & son biadjoint.

A. Pietsch a démontré [14] qu'une condition nécesgaire et suffisante

pour quun idéal soit égal & son bmd]omt est qu’il soit maximal dans
le sens suivant:
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3.1. DErmNrrIoN. Un idéal normé (7, a) est mawzimal si et seulement
si chaque ensemble o (H, ) posséde la propriété suivante: ‘

Soit Te Z(H, F); supposons que pour tout sous-espace M de di-
mengsion finie de H, pour tout sous-espace N de codimension finie de
F Vopérateur IlyT Sy, (ol JFy est Linjection canonique de M dans X,
ITy la projection de F sur F'[N) soit dans .o (M, F/N) avec

a(llyTsy) < @ < oo,

indépendamment de M et N; alors Te o (H, I") et o(T) < o.

Pour démontrer donc la maximalité de (I, ,; 7,,,) nous utilisons des
résultats de J. L. Krivine et Dacunha Castelle [1] sur les ultraproduits
d’espaces de Banach.

Rappelons tout d’abord la définition et les propriétés élémentzures
des ultraproduits.

3.2. DriwiNrrroN. Soient (H;);; une famille d’espaces de Bamach
indexée par un ensemble I préordonné filtrant et lm((Ei)M) Tespace des
familles ¢ == (2;);7, avee @;¢ B, et supjal < oo

Soit # un ultrafiltre tendant vers --co sur I. On définit une sems-
norme Sur lo((H);er) par:

|| = 1{;111 llglf -

On appellera ultraproduit des B, le quotient complété de To((H;)ws) par
cette semi-norme; et on le désignera par [JB,/%.

Si nous supposons données & présent une autre famille (F;); d’espaces
de Banach, et une famille (u;); d’opérateurs de E; dans F'; respective-
ment, si (u;); est uniformément bornée, on en déduit de manidre
naturelle un opérateur, ,,ultraproduit’’ des opérateurs w;: 4 = ]"]ui %, de
]"[Di % dans ] [F,/% vérifiant de plus:

flael =‘—‘l§[1n||%;|| < oo,
a

Donnons & présent le lemme essentiel:

3.3, Lummm,  Soient (£, v)i; une famille (préordonnde filtrante)
despaces de probabilités, 1, Vinjection canonique de L7 (I1;, »;) dans L (£, v;)

(s < 7). On o alors:
yea{ [ [3d) <1
On sait d'aprds (1] que
[1 =@ et ][22/
i v
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sout des espaces réticuléds pour l'ordre défini par: f< ¢ si et seulement.

si il existe des représentants (f;); de f, (¢;); de g avec pour chaque 4 f; < g,.
Il en résulte aussitét que [ 14:/% est un opérateur: positif.

De plus (et c'est le dern1e1 résultat profond sur les ultraprmhu%.

dont nous aurons besoin),

”L (2;, "’z‘)./% et 2;y v)|%
p

ks

y'identifient comme espaces de Banach réticulés & L7 (Ry, ») et L% (2,, v,)

respectivement, ol (2., »;) et (2, »,) sont des
néeessairement avec des mesures finies).

II suffit done de montrer que siu est un opéla,teul positif de L(£2,, »,)
dans L(Qy,9,) il est dans I, (I7(2y, %), L (2y, #,)).

espaces mesurés (non

Mais d’gprés un résultat de B. Maurey [9] un tel opérateur admet.

la factorisation:
pi e .
u: IN(Qy, v1)—>L (R, 92) =L (24, 9,),

avec Qe IP(Qy, »,) et ol Q<L st [lu] <1
D’aprés IV.2.4. cela démontre le lemme. v/

3.4. ProrosITION. Soit (u); wne famille dopérateurs respectivement
de B dans F;. St pour chaque § on & v, () <1, on a alors p, o([Ju %) < 1.
™ Nous nous contenterons de démontrer la proposition si r # §'; pour
r = ¢g", elle est plus facile!

Supposons done u;e I, ;(H;, F;). Par la remarque Iv.2.5,
la factorisation acceptable suivante:

BT (@, )L (@5, v) s,

avee [|A]|<1+elBill <1+
Par passage & l'ultraproduit, on en déduit:

HEi/ﬂZlii»”L' (@, %—~anl} (2, %) /%—>[]1w"/ﬂz/

et le résultat découle du lemme IV.3.3. V
Enfin on a le théoréme:
3.5. TuEorEME. L4déal (I,,; v,,) est magpimal.

A Dés1gnons par I Vensemble des couples (M, N) ol M (resp. N) est
un sous espace de dimension finie (resp. codimension finie) de B (resp. I,
ordonné par: (M, N) < (M,, N,) si et seulement si M est un sous espace
de M, et ¥, un sous espace de N. Il est; facile de voir que I est préordonné
filtrant. Soit # un ultrafiltre tendant vers Pinfini sur I. 8i ¢ = (M, N)
convenons de poser M = M;, N = N,. Par hypothése, on a pour chaque
1¢ I un opérateur u,; de M; dans F|N,;, (u, _HNquM) avee y,, (%) < o.

u,; admet
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'On en déduit pour & = [ (%, opér aﬁ;eur de H M, |% d%ms ]]P/N %, que

Vre(B) < 05 mais il est fa,ule de montrer qu ’il existe:
1) une injection isométrique K de B dans []M,/%,
i

2) une projection de norme 1, IT de [ [F/N;/# dans T*'. D’autre part:
%

]'Ioﬁo]f = Buou

d’olt le résultat. ¥

8.6. CororLARE. L'adjoint de (1T, IT,; 'n,  m,) est identifiable & Vidéal
‘(-lwr,ér; yr,a)'

3.7. Remarque. On ne s'est jamais servi dans ce qui précéde du
caractére complet de I, ,. Comme un idéal adjoint est toujours complet,
le résultat s’en suit: I, est complet.

CIHAPITRE V
CONSEQUENCES DE LA THEORIE
QUELQUES NOUVEAUX IDEAUX

§ 1. Conséquences de la théorie. Nous allons commencer par démontrer
un théoréme, généralisant celui de Kwapied [4] sur la factorisation & tra-
vers les espaces de type L.

L1. Tuxorimu. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un
opérateur w appartionne & I, (B, F) est que pour tout espace de Banach G,
et tout opérateur v appartenant & IT(F, @), on ait (vu)e S, (G, B') (*).

(® Considérons le diagramme (non commutatif): :

B

N

w17 G

A L]

\d
Koo ¥

.

ol X et ¥ sont des espaces de Banach de dimension. finie, we I, (B, ),
ve T, (I, 6.

Dapros Ia définitiop TITL3, on a: wgwe ‘Il IT (T, X).
utilisant la définition de Iadjonetion, on obtient:

Done en

< 7’:‘,3(7‘090)7/7'.9(“) 1B
= ]Tr(lw) g LL (0) vy, s (9} IR

[trace (wgouh)|

() ((Fpe ) dpr) AbsTENO T'idéals des epératours r'-intégraux [ 18], c’est-d-dire (I Voo, r)-
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Comme trace (wgvuh) = trace((wgouh)), cela montre que ‘(vu) e I1} (G, B'),
done ‘(vu)e S,.(G", B') et de plus I (v)y, . (u) < i.{ (vu)).

® Reciproquement s0it we £ (B, F) vérifiant la propriété de 1’énoncé.
Par un argument de graphe fe1 mé, il est facile de voir qu’alors 'application
W défmle par:

i IIS(F! G) H'fr’(G’i El)’

v = (),

est continue; par conséquent, il existe o(u) avee d{*(vu)) < o (u)I,(v).
Congidérons alors le diagramme:

E > B

A

h lﬂ
¥

X g Ger-¥

avec ve II,(Y, @) et '0e IT(X', &).
On a [trace(fvguh)| = [trace(*h!(vgu)'6)| mais par hypothése

Hogu)e S (G, B').
Dono
[trace(foguh)| < [Bl 1T, (*6)4,(* (vgu))
< BN, (*6) o (w) I, (v) llgll;

ce qui montre que ue I, (B, F) et p, (1) < o(u).
On remarque que le meillenr g(u) n’est autre que y,,(u). V
Montrons quelques corollaires. D’abord un théoréme df & Persson [7].
1.2, TréorkME. 8i re Il (L, ) alors 've S, (B, L%) (1 < 8 < -+ ).
A On applique le théoréme V.1.1 en prenant # = id;s opérateur qui,
évidemment, appartient & I, (L% L°)! ¥
On peut alors ,légérement améliorer un ﬂ}éoréme de Kwapien [6].

1.3, TetorEME. 8i les réels s, ¢, p,r sont tels que: 1< s<g<p<r
< o0} tout opérateur continu u de I" dans L° appawtiem & Iy (L7, L),
A D’aprés le théoréme V.1.1 il suffit de montrer w 'y appm tient &
L@, L") dés que we Il (L5 @). Si ve IT, (L% @), puisque p’' < s, il
appartlent a fortiori & II,(LS, G); par V.1.2 on a done e S, (@, L*) et
done 'ulve £, (G, IM). ‘
Scindons & présent le probléme:
® 8i ¢, s<r<2 on sait que IL(L", ¢) = IT,(L", &)
exemple); par adjonction, on obtient alors que 5, (G’ L’)
ce qui démontre dans ce cas la proposition.

) (ck. [B] par
Fp@, I7),
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® YLe cas 2<8, ¢ <7 se démontre comme () par transposition.

® Pour le cas restant, c’est-d-dire s < 2 < r, on sait classiquement.
[8] (mais on pourrait le démontrer par la méme méthode que (1)) que »
se factorise par L2

Dautre part, & partir du corollaire ITI.2.3 on déduit par adjonction
I, , pour tout couple (7, 8) de nombres réels avec s’ < r. Ce:
qui donne un résultat meilleur que celui annoncé.

1.4. COROLLAIRE. Dans les mémes conditions que le théoréme V.1.3.
on a: :
® ‘]Ia-Hp’(Ls? L'y = JVl,oo‘eo(Ls’ Lr):

1 1. ;
@ NIy L) = K(I', L) (7; -+ I +~;~ = 1) (opérateurs com~

pacts) c’est une simple application de P’adjonction. ¥/
1.5. Remarque. On peut facilement montrer que l'on a:

(L2 LY) =" Iy (L%, 1Y) et Iy(LY L®) = Iy, (L L),
Dans le cas des espaces I, le théoréme V.1.3 peut s’énoncer ainsi:

1.6. COROLLATRE: 86 les réels 8, 4, D, 7, SONE tels que: 1< s< g pr
< r<< oo tout opératewr continw de 1. dans 1, est (f, q, p')-nucléaire.
A Ceci provient du fait que dans ces conditions, on a K (I,, l,) = Z(1,, ;).

§ 2. Quelques nouveaux idéaux.

2.1. @® Notons I3 linjection canonique de l’espace de Banach F-
dans I, (Uyp) et @} la surjection canonique de I, (Uy) sur E. Si alors («, a)
est un idéal normé (complet), on peut lui associer de maniére naturelle
quatre autres idéaux appelés respectivement enveloppes injectives &.
droite, injectives 2 gauche, projective & droite, projectives & gauche, de
o, notés: (N, a\), (o, [a), ([, af) et (\&Z, \a); et définis par:

1) Test \(B, F) si et seulement si S Teot(B, 1, (Up) e oN(T)
= q(IfoT). ‘ : :

2).Te |t (B, F) si et seulement si T-Qhes(l,(Ug), F) et [a(T)
= a(T-Qh).

3) Teo|(H, I si ot seulement si il existe §es?(B, 1, (Uy),
T =Qu8, et a/(T) = a(8).

4) T'e \of (I, I') wi et seulement si il existe Sest(l,(Up), F), avec
T = 8I%, et Na(1) = a(8).

® De plus, on peut montrer que:

((Jo)*s (o)) = (o[, a*]), et ((2\)"5 (@\)*)

2.2, Nous allons & présent déterminer les adjoints respectifs de-
Hug\y [N pgr [N pe>. Pour cela, délinissons 4q7,-#, comme la classe des
opérateurs qui s’écrivent comme le composé Bod d’un opérateur A

avec

= (\aZ*, \a¥).
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#-intégral, et d’un opérateur B dont le transposé est s-sommant. On définit
une norme sur cette classe en posant:

i, (T) = int{m, () i,(4)), o

la borne inférieure étant prise sur les factorisations possibles pour T.

De méme, on définit “#,-II, et *#,-#,. On a alors la proposition:

2.3. PrOPOSITION. Les adjoints respectifs des idéauw

(Wp,s,r\ 3 "’p,s,r\): ' (/'/Vja,s,r; /"’p,s,r) et (/'/Vp,s,r; /Wp,s,r)
S'identifient &:
(tl];'jr; LTSN (tfa'Hﬁ Yy my) et (‘s “Fs %s"ir) -

A Nous nous contenterons de démontrer la proposition dans le cas

de (AN ¥per>) les autres démonstrations étant similaires. D’aprés
V.21 @, il suffit de voir que l’on a:

(NI ITs N'mge ) = (8,5 w4,
Par définition, si Te'Il#,(E, F) on peut écrire:
T: B4GEF, ou A< (B,Q) ot 'Bell,(¢, ).
Comme Ae £, (B, il admet une factorisation
BAL®(Ug, p)>@,  avee  velL(L*(Ug, u), G) (cf. [18]).

Si ’on considére injection I de B dans 1, (Uy), la propriété d’extension
de L*(Ug, u) (cf. [11]) permet de prolonger  en une application % de
lo(Ug) dans L™®(Ug, p) avee |ull = fi&] et &I = u.
On & done T' = Boiily, avec Boi dans UI,-IT,(1,(Uy), F); de plus,
comme 7,(v) = 4,(4), on a également:
tﬁ.’s‘ir(T) < 7y m, (Boih) = \tﬂs'nr(T)'
Réciproquement, si Te\'II,-IT,(F, F'), .on a le diagramme:

B el —
‘ *(Ug) .

avec 8¢l 11, (1°(Ug), F). Mais § s'écrit alors B, - A, avec'B, II(F, &)
et Ay I (1.(Ug), Gy).

Il est bien connu -[18] qu'un opérateur r-sommant partant d'un
espace de type L* est {-‘intégml, ce qui achéve la démonstration puisqu’
alors égalemhent: \'my 7, (T) = @, 7, (8) <'myi,(T).V
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D’on autre coté, si la détermination explicite de Hprs™s [N pms
ou [N p,. savére difficile on a la proposition suivante concernant L,

2.4. PROPOSITION. @ Te I ,N(B, ") si et seulement si T admet
une factorisation:

’

. l f ‘ .

)
IR, )~ I¥ (2, p)

- i !
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ol (2, p) est un espace mesurd; 8, ot 8, des sous-espaces fermés de L7 (8, ),
L7 (8, u) respectivement et od Vapplication j, esi induite par j & Vaide des
injeclions canoniques 4y et dy; § est comme Youjours Vinjection camonique
de I7'(Q, u) dams I¥(Q, p), u est une mesure de probabilité si r + '
® De méme Te [I, (B, ') si et sewlement si ByT admet la foctori-
sation :

A = h B "
B > Qr Qa’ ¥
A
1 . 17y

L', p) "'“j"“’I’s’(Q7 )

ot ici @, et @, sont des sous-espaces quotients 'de L'(Q, u) et L°(2, u) et
ot j, est induite par j & Vaide des projections II, et IT,.
® Te [, N, F) s ot seulement si T admet la factorisation:

B4s 89,25 89, 25 F,
Ju nduite par § sur les sous-espaces de quotients 8Q, et 8Q, de L7(R2, u),
I (9, u) respectivement.

A Démontrons simplement (D). Supposons que 7' admette une telle
factorisation, On a le diagramme

Bt sy e A
n N :

'rll lel I

B v

I, ) (9, )= Lo (U

la propriélié extension de () permet de prolonger ISB en un opé-
rabeur By de L* (2, u) dans [ (U ), co qui montre que I55-T est dans I}, ..
Réciproquement, si T'e I, N(H, 1), IRole D, (B,1.(Up) et on a la
factorvisation : : A

T2 L (R, p) ==L (9, w)=Ta( Up)
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Soit S, = A(H) (adhérence dans I'(Q, u), 8y =3(8,) (adhérence
dans I (Q, u))- :

Il est facile de constater que B(S,) < I et le théoréme est démontré.
D’autre part, on peut remarquer en se basant sur la définition des diffé-

rentes barres que on peut démontrer des lemmes point pour point ana- -

logues & I'V.2.6, et on peut montrer le théoréme dont on laisse au lecteur
le soin de déduire les conséquences.

“2.5. TrforEME. O ue [I}, (B, F) ssi pour tout espace de Banach G
et tout opérateur ve II(F, @) on a “(vu)e II. (G, B').
® we I, \(E, F) ssi powr tout espace de Banach G et tout opérateur
ve S (F, @) on a (vu)e £,.(G', B').
® we [T, ,\(E, F) ssi pour tout espace de Banach G et tout opératewr
ve S (T, &) on o Yvu)e I, (G, B'). ‘
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