icm®

STUDIA MATHEMATICA, T, LVI. (1976)

Conditions de bornitude et espaces de fonctions mesurables
par

P. TURPIN (Orsay) .

Abstract. If 77 and J ave topological lincar spaces (generally not locally convex)
and w: E->F is a linear operator, we consider the following conditions: («) % (U) is
bounded in I for some zero-neighbourhood U in &; (3) 4 (B) is hounded in Fif B = H
is ,additively bounded” in X, ie., if, for overy zero-neighbourhood U in JF, there,
exists an integer N > 1 sueh that B U+ ... + U (N terms U). We consider also
some ,galb” conditions [Lecture Notes in Mathematics 831, p. 224, Springer, Berlin
19731 () and (y) verifying (x) = (8) = (y) = (3). We are interested in converse
implications (false in genoral). Wo study in details the case where « is the inclusion
between modulared spaces L% < L (for the modulars [o(l#(w)|,w)dw, @ = v, p):
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for example, if ¢ =y, (x) and (8) are equivalent in most cases (this improves a result
of 8. Rolewiez, Studia Math. 18 (1959), pp. 1-9).

8, Rolewicz a établi en [10] qu'un espace d’Orlicz relatif & I'un des
espaces mesurés usuels (0,1), R (avec la mesure de Lebesgue) ou N
(pour la mesure cardinale) est localement borné x’il est localement ,, quasi-
convexe”, c'est-a-dire il est une limite projective d’espaces localement
bornés, ou, c’est équivalent, 8’il posséde une bagse ¥~ de voisinages de 0
tels que, pour tout Ve?", V absorbe V4 T.

D'autre part, 8. Simons demande en [12] 4 quelle condition un sous-
ensemble B d'un espace vectoriel topologique est borné deés qu’il est
additivement borné” (définition 6), c’est-d-dire deés que supv(w) < o0

pour toute F-geminorme continue » de H (propriété mtéressan‘ne dans
la théorie des mesures vectorielles par exemple: proposition 8, infra).
I1 observe que tout espace localement quasi-convexe posséde cette pro-
priété.

§i W et I sont des espaces vectoriels topologiques et u: 10~>1’ est
un opératenr linéaire, on étudie dans cet article les conditions suivantes.

(@) % est bornitiant; autrement dit 4 appligue quelque voisinage de
0 dans ¥ sur un borné de I (définition 3, infra).

(8) w est galbé par If; autrement dit, pour tout voisinage V.de 0
dang B il ewae un voisinage U de 0 dans T et des scalaires a, > 0, n> 0,

véritiant ) _},‘ a,w(U) = V (détinition 4).
Nz=Q 0 .
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(Y) w est galbé par 1; autrement dit, pour tout voisinage V de 0
dans F il existe un voisinage U de 0 dans B tel que, pour tout entier
N =1, V absorbe u(U)+...+u(U) (N termes u(U) (définition 5).

(8) u applique tout sous-ensemble additivement borné de Z sur un
borné de 1.

Un cas important est celui ot B = F et ot u est Papplication iden-
tique iy de H. Quand iy vérifie () on dit que K est localement borné;
on dit que H est galbé par I (resp. %) quand iy vérifie (B) (resp. (y)).

Dans le §1, on étudie sommairement ces conditions (caractérisation
des espaces galbés par 77 (proposition 2), par exemple), on établit les im-
plications assez évidentes

) (@) = (B) = (v) =(3),

on caractérise les sous-ensembles additivement bornés d'un espace de
Musielak—Orlicz L} (définition 2, théoréme 1), .

Dans le §2, on étudie les réciproques des implications (1).

On démontre d’abord trés simplement que (8) = («) pour des opé-
rateurs positifs entre des espaces réticulés trés généraux, comprenant
la plupart des espaces de Musielak—Orlicz (théordme 2). On a 13 une pre-
miére amélioration du résultat de S. Rolewicz sus-mentionns.

Dans les théorémes 3 efi 4 on détermine les couples (g, v) tels que
Pinclusion Lf = L§ vérifie (x) (resp. (), (v), ().

-Cela permet de démontrer que, pour l'application identique d'un
espace de Musielak-Orlicz presque quelconque, les propriétés (u«)—(5)
sont équivalentes (théoréme 5). (Pest une seconde amélioration du théo-
réme de 8. Rolewicz. (est aussi une réciproque (dans un cas particulier)
de ’observation de S. Simons citée plus haut.

Une telle réciproque est fausse en général: on donne en 2.6.2 un
espace métrisable (intersection dénombrable d’espaces de Musielak—
Orlicz munie de la topologie limite projective) véritiant (3) mais pas (v)-

On a vu aussi en [17] et [19], § 3.2, qu’un espace de méme type peut
étre galbé par I (condition (B)) sans étre localement quasi-convexe.

On démontre toutefois (théoréme 6) que pour 'application identique
d’une intersection d’espaces de Musielak-Orlicz (de méme que pour une
inclusion L} < L), (B) et (v) sont équivalents (ce qui est faux en général:
[158], [19], n° 6.6.4). .

§1

L.1. Espaces de Musielak-Orlicz. Soit © un espace mesuré, c’est-a-
dire un ensemble muni d*une tribu & de sous-ensembles et dune mesure
positive o-additive définie sur &, notée dw. On supposera dans cet article
qu’un sous-ensemble de 2 est mesurable (resp. de mesure nulle) 8’il a une
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frace mesurable (vesp. de mesure nulle) sur tout élément de & de mesure
finie.

DiwrNrrioN 1. Une fonction & Orlicz est une applieation ¢: [0, oo]
—[0, o] croissante et continue & gauche, nulle et continue en 0, non
identiquement nulle.

Une fonction de Musiclak~Orlicz sur Q est une application ¢: [0, co] %
X 2-[0, o] telle que, pour tout e, Papplication t->p(f, @) soit une
fonction d’Orliez, et que, pour toul ¢ 0, I'application w - (i, ®) soit
meyurable.

Notons que d’aprés la continuité & gauche on a

(@) 7(o0, @) = supg (t, ).
<00
DirINIoN 2. Soit ¢ une fonction de Musielak-Orlicz sur .
Pour toute fonction scalaire # mesurable sur 2 (définie & une fonetion
négligeable prés), & valeurs finies ou infinies, on pose

I5(@) = [g(l()], v)do.
Q

Bt on pose, en prenant les fonetions # finies presque partout.
LY = {w] s > 0, If(sw) < oo}
et
Ba(r) = {n| If(@) <7},

Pespace vectoriel Lf étant muni de la topologie vectorielle admettant
pour base de voisinages de 0 I'ensemble des eB%(s), &> 0.

On dit que Lf est un espace de Musielak—Orlicz ([8]). -

Quand ¢ (¢, ) ne dépend pas de o, ¢ est une fonction d'Orlicz et L3
un espace d’Orlicz.

Les eB%(s) définissent bien une topologie vectorielle, car on a
' aBR(r) +bBE(s) = (a+-)BE(r +5).
Lf est un espace vectoriel topologique métrisable et complet.
Par exemple, si Q est un ensemble muni de la mesure cardinale (tout
S < Q est mesurable et de mesure Cardinal(S)), on a
Ih(@) = Y'o(lo(w)l, o),
wefd

ot s de plus 2 est Vensemble NV des entiers # 3> 0, L% se note souvent I°

Remarque 1. Tout espace de Musielak-Orlicz L% relatif & un espace

mesuré Q purement atomique ost de la forme L% ol 4 est Densemble
des atomes de 2 muni de la mesure cardinale et od, pour tout aed,

0<r< oo,

@)

¢’ (1, 0) = (1, a)my,
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m, étant la mesure de Patiome a (on a 0 < m, << oo) et ¢(i, a) la, valeur
‘‘essentielle” de ¢(t, ) pour we a. )
8i, pour ne N, @(f, n) =t"s, oll 0 < p, < oo, I” se note souvent (cf.
[13] et références de [13])
(4) L),
8i- 2 est un espace mesuré, on note
Lo
Tespace des (classes de) fonctions sealaires mesurables ob prosque partout
finies sur £, muni de la topologie de la convergence en mesure sur tout
sous-ensemble mesurable de £ de mesure finie.
Remarque 2. Pour tout espace de Musielak-Orlicz L% on a LY < A
avec injection canonique continue. '
Pour tout ensemble mesurable § < @ (implicitement muni de la
structure d’espace mesuré induite par ), on identifiera L% et LY aux
- sous-espaces de L% et LS constitués par les fonctions presque partout
nulles sur O\8.
On note yx¢ la fonction caractéristique de §.

1.2. Opérateurs bornifiants. Rappelons quun sous-ensemble B d’un
espace vectoriel topologique E est dit borné quand tout voisinage V
de 0 dans E absorbe B (autrement dit, ¢eB < V pour quelque &> 0).

DirrNirron 3. Soit u: H—F un opérateur linéaire entre espaces
vectoriels topologiques ¥ et 7. On dit que u est bornifiant quand il existe
dans F un voisinage de I'origine U tel que u(U) soit borné dans JF.

On dit qu'un espace vectoriel topologique B est localement borné
quand il posséde un voisinage de 0 borné (autrement dit, quand l'appli-
cation identique de B est bornifiante)

L.3. Opérateurs galbés par 1. Suivant [20], si B est un espace vec-
toriel, A < B, (a;);; est une famille de scalaires, on pose
®) 2 wd = U > aa,i Vi, aed,

iel J o CieT

ot J parcourt I'ensemble des parties finies non vides de I.

DEFINITION 4. Si F ot F sont des espaces vectoriels topologiques,
on dit qu'un opérateur linéaire w: H—>F est galbé par 1) quand, pour
tout voisinage ¥V de 0 dans F, il existe un voisinage U de 0 dans 7 et
une suite de scalaires a, >0, n = 0,1, ..., vérifiant (ef. (B))

(6) N au(v)< V.
nz=0

On dit que ¥ est galbé par 1 quand Tapplication identique de B
est galbée par 1.

@ ) .
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Pour justifier les expressions ,,galbé par I ou (ef. infra) ,pav [P
on renvoie & la définition des galbes ([19], ou [14], [18]); I} et I}, ainsi
que les galbes, sont des espaces de suites munigs d’une structure & con-
vergence: % ext galbé par I (resp, 1) quand 1 (resp. 1Y) est contintiment
inclus dans le galbe de .

Les définitions 4 et 5 wuffiront pour la compréhension de cet article.

ProvosintoN 1. Toul opbrateur borwifiant est galbé par 1.

En offet, supposons «: B-—+I bornitiant. »(U) est borné dans F pour
un voisinage U de 0 dans H. Soit ¥ un voisinage de 0 dans F. Il existe
une suiter (V) de voisinages de 0 dans F vérifiant V,,, -V, = V.,
Vo+Vy < V, puis des a, > 0 tels que a,4(U) < V,,, d’ol (6).

Remarque 3. On sait ([7], [11], [19], n° 2.3.2.6) qu’'on peut dire
mieux pour un espace localement borné F: B est localement p-convexe
pour un peJ0,1]. Autrement dit, B possdde une base (V,) de voisinages
de 0 vérifiant

4 ) -
:S M’nw <1 = y a, V= V.
=~ -

La véeiproque de la proposition 1 est vraie dans certains cas: voir,
plus loin, les théordmes 2, 3, 4, b.

PRrorosUIIoN 2. Pour qu'un espace vecioriel topologique 1 soit galbé
par 1 il fawt et il suffit quil soit une limite projective filtrante ,bornifiante’’
despaces vectoriels topologiques.

Autrement dit, il fawt et 4l suffit que B soit limite projective dun systéme
projectif filtrant d’espaces wvectoriels topologiques (I, wy: Ej—->Ei)M’j,1,i§j
vérifiant lo propriété suivante: pour towt ie I il ewiste j = i tel que uy 80t
bornifiant.

On trouvera en [19], théorémes 6.1.1 et 6.1.3, des énoncés plus complets
(par exemple, les H, peuvent &tre supposés semimétrisables).

‘Démonstration. Supposons que F soit limite projective filtrante
bornifiante du systdme (H;, uy); soit u; I'application canonique H-»H;.
Soit ¥ un voisinage de 0 dans B. V = u"(V,) pour un voisinage V; de 0
dans un By, 1’aprds la proposition 1, il existe j 2 4, un v?isina_gle ¥y de 0
dans 3, ot des a, > 0 vorifiant Y a,uy(V)) = Py, Aol 3 a,ui* (V) < V.
B est done gnlbé par 15, 0 ‘

Réeiproquement, supposons # galbé par . Soit (V) wne bm%e
de voisinagos équilibrés de 0 dans H. Pour tout ¢, soit 7, la topologie
vectorielle la plus fine sar K rendant ¥, borné: 77, admet pour base de
voixinages de 0 Vensemble des Y a, 7y, ol (@,) Dparcourt Pensemble des

v ..
suites de |0, co[ ([20]). Par hypothdse, tout V; est‘un voisinage de 0
pour un 7 (done Ia topologie de K est la borne supérieure des 7), eb V,

étant borné pour 7, Uapplication identique (B, ;) (B, 7;) est borni-
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fiante. B est done limite projective filtrante bornifiante des (H, 7,), en
posant ¢ < j quand J; est plus fine que 7.

1.4. Opérateurs galbés par IJ. Si  est un espace vectoriel et A < B,
on pose, pour fout entier N > 1

(7 +NA {S’wm Vn, eA}

n=1

DEFINITION 5. Si B et I sont des espaces vectoriels topologiques, on
dit qu'un opérateur linéaire u: B—TF est galbé par o quand pour tout
voisinage V de 0 dans 7 il existe un voisinage U de 0 dans ¥ tel que,
pour tout N, V absorbe ~+~u(U).

On dit que F est galbé par 1) quand lapplication identique de I est
galbée par 1J.

Evidemment, tout opérateur galbé par If est galbé par 1.

La réciproque est fausse en général ([15], [19], n° 6.6.4). On verra
qu’elle est vraie dans certains cas (théorémes 3, 4, 6).

1.5. Propriétés de stabilité. On Stablira aisément que los sous-espaces,’

produits, images pav des opérateurs linéaires continus presque ouverts,
complétés, limites inductives dénombrables (pour la topologie vectorielle
limite inductive). d’espaces vectoriels topologiques galbés par 2 (resp. l°)
sont galbés par If (resp. par ).

Le composé (& gauche ou & droite) d’un opérateur galbé par ¥ (resp. Ij)
et d’un opérateur linéaire continu est encore galbé par I} (vesp. ).

1.6. Ensembles additivement bornés.

DEFINITION 6. Un sous-ensemble B d*un espace vectoriel topologique
B est dit additivement borné quand pour tout voisinage V de 0 dans ¥ il
exigte un entier N > 1 tel que B = +V7V.

Une F-seminorme d’un espace vectoriel B est une application »:
E->[0, cof vérifiant, pour ze¢ B, yec B, v(w+y) <»(@)+2(y) et, pour s
scalaire, »(sw) < »(2) si 8| <1, v(s2)—>0 quand s—0. .

On sait que toute topologie vectorielle peut étve définie par une
famille de F-gseminormes. En effet, pour toute suite de voisinages de 0
équilibrés V,,, — oo < n < oo, d'un espace vectoriel topologique H vérifiant
Va+V,c V,_y il existe une F-seminorme » de F (continue) wvérifiant
([20], p- 2)

@) <27 = weV, = v(@)<2™"

Cela donne aussi 1’énoncé suivant.

PROPOSITION 3. Un sous-ensemble B d’un espace vectoriel topologique
F est additivement borné si et seulement si supv( ) < oo pour toute I-semi-
norme continue v de H.
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Limage d’un ensemble additivement borné par un opérateur linéaire
continu est additivenent bornée.

Tout ensemble borné est additivement borné.

La réclproque ext fausse en général. On a cependant le résultat suwant

PROPOSINION 4. 87 B et I sont des espaces vectoriels fopologiques,
lout opératewr linéaire w: H->I galbé par 15 applique tout sous-ensemble
additivement borné de B sur un borné de F.

Hn effet, noient B un sous-ensemble additivement borné de Z ot V'
un voisinage de 0 dans F. 11 existe un voisinage U de 0 dans F tel que V
absorbe (-~ U) pour tout N. Comme +VU > B pour N asses grand,
V absorbe u(B). u(B) est donc borné dans F.

On verra que la réciproque est fausse en général (proposition 8)
mais quelle est vraie dang certains cas (théoréme B). .

Déterminons par exemple les sous-ensembles additivement bornés
d’un espade de Musielak~Orliez.

Tohorime 1. Soit ¢ une fonction de Musielak—Orlicz sur un espace
mesuré 8.

Un ensemble B < L% est additivement borné dans Lf si et seulement
8t 0N & ]

(i) 41 emiste s > 0 tel que sup [e(slo(w)], o)do < oo; et, quand Ven-

aeld Q2

semble A des alomes de § n'est pas vide,
(i) Bupﬂu})(/)(]im(a)[,a}mu—a—{) quand t->0, m, désignant la mesure
weld aes

de Datome a.
Démonstration. Supposons B additivement borné. B < +¥ B%(1)

1 -
pour quelque entier N 21, d’ol »ﬁ—B < B4(N) d’aprés (3). B vérifie

done (i). 8i A #@, la topologie I sur Lf définie par la F-geminorme
(1
lwly = inf{s > 0] supg (—— lw(a)!,w)ma< s} .
aed 8

est localement convexe et moins fine que la topologie donnée de L
pour 7, B est additivement borné, done borné, d’ou (ii).
lwmproquemenb, supposons (i) et (quand A @) (ii) véritiés eb
prouvons que B est additivement borné.
On peut gupposer que, pour tout we B ot pour tout ye Ly, < |2
= e B On a alors
B < B,+B

avec B, = sB ob B, = {0} si 4 =@ et, quand A @,

B, = {0esB| Yacd, p(jo(a)l, ajm, < e},
B, = {we 8B| & = Zw(m)xu ot Yaed, o(a) =0 ou ¢(|a(a)l, a)my > 8}-
ae.d
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Soit e B,. On pose ©, = @ si I5(2) < 2¢. Sinon, il existe un ensemble
mesurable 8, = 2 vérifiant & < I§ (#) <2¢ et on pose @ = zyg. On
répete cette opération sur @yo.s,. En itérant, on trouve une parutit‘ion
de £ en ensembles mesurables 8§, 0<h <k, avee IE (2)< 2¢ pour
0<h <k o I%(®) > & pour h <k, dol ke < m si gy

m = sup If(sx).
ael3

k.
Si @y, = ayg, ona &= Du, do
h=0

(8) B, = +¥B%(2), avec N =1--[m/e].
D’autre part, si #e B,, #(a) # 0 pour moins de m/e atomes a. Grace

& (ii), on a done, pour un entier N’ assez grand,

@ m
sup Ig (”1(77) < —sup supy ( Im(@'
& :EEB’E aeA" N

) a) m, < 2e.
msB;
Dol
sB < B,+B,c +¥Y By (2)
et B« +M2:B%(2¢) si 265 > N+ N'. B est done additivement borné.
On a les cas particuliers suivants.

1.6.1. 8i ¢ est une fonction de Musielak—Orlicz et si 2 est un espace
¥nesuré sans atome, B « L} est additivement borné si et seulement si
il existe s > 0 vérifiant

sup [ (slo(w)], o)do < co.

zeB O

1.6.2. 8i ¢ est une fonetion A’Orlicz et 2 un ensemble non vide muni

de ]a mesure cardinale, B < L est additivement borné si il existe s > 0
vérifiant (ef. (2))
sup g (s fo()]) < p(o0).

xeB gen

1.6.3. 8i p, > 0 et p,—0, un ensemble B < I (cf. (4)) est additive-
ment borné dans 1% gi et seulement si on a

o
sup 3o, < co b supla, P,
xeB G xel3

Notons ([1]) qu'un ensemble B < %) egti borné dans I si et seule-
ment si on a

[>] ¢ o
su ,,]”
wl?)zo:l nlf7 < oo et i?llvaglwnl”nvw quand N-—-oo.

L?', notion d’ensemble additivement borné se rencontre par exemple
dans Pétude des mesures vectorielles. On a en effet, le résultat suivant.
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PROPOSITION §. Soit I une tribu de porites d'un ensemble X et soit
us T B une fonction o-additive & valours dans un espace vectoriel topologi-
que B. p(7) = {w(8)] 87} est alors additivement borné dams I.

11 suffit en offet d’appliquer [2], corollaire 4.5, et la proposition 3
précédente. :

Jo conjecture qu’il existe une tribu 77, un espace vectoriel topologique
7 ot une fonction c-additive d’ensembles u: 7 —B telle que u(J7) ne soit
pas borné dans H. (*)

11 faudrait savoir ce quil en est quand B est un espace de Musielak—
Orlicz (non loealement borné): cf. [19], n® 7.2,.7.3. *

§2
Tiudions les réciproques des implications (1) de lintroduction, pour
quelques bypes d’opérateurs.

2.1. Opérateurs positifs. Rappelons gu'un espace vectoriel topologique

réel réticuld T est dit localement solide quand il possbéde une base (V)
de voisinages de 0 solides, c’est-d-dire tels qu'on ait
@eVi yel, <o) = yeVi.

Trohorimvm 2. Soient 1 et T des espaces vectoriels topologiques réticulés
localement solides. On suppose que J possdde un voisinage V de 0 tel que
toute suite (w,) © V positive et croissamte soil bornée dans F.

Tout opérateur lindaive positif w: H->F galbé par 10 est alors bornifiant. -

B particulior, I est localement borné $'il est galbé par 7.

Démonstration. Il existe dang H un voisinage de 0 solide U eb
des a, > 0 vérifiant (cf. (8)) 3'a,u(U)<= V. Montrons que () est borné

n
dans F: si #,¢ U pour n = 0,1, ..., la suite des X a,u(lw,)), =0, est
0
e suite croissamte ot positive de ¥V, donc bornée. Corame {a, % (%)
3
< Yau(lw,)) et que I est localement tolide, Uensemble des a,u(@y),
0

n 3 0, ext borné dans I, Cela prouve que u(U) est borné dans I puisque
(m,) ost une suite arbitraire de U.

ConoLnATRE 9.1, Soit I un sous-espace vecloriol réticulé de Ly (no 1.1),
mauné d'une topologie vectorielle localoment solide et possédamt un voisinage
V de 0 borné et fermé doms L (£2 est un espace mesuré guelconque).

(a) ' ost alors localement borné il est galbé par 1.

(b) Plus généraloment, si B est wn espace vectoriel topologique rétioulé
localement solide, tout opérateur lindaire u: BT positif et galbé par 1
est bornifiams.

() Conjeoture vérifide en [23].
(*y Probléme particllemont pésolu: [21], [22]1, [24]
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En effet, si (,) est une suite croissante et positive de V, et si 2(w)
= lima, (w) pour w2, @(w) est fini pour presque tout w car V est borné
dans Ly, done e F car V est fermé dans LY, done (w,) est bornée dans F
puisque 0 < o, < @ et que F est localement golide.

Le corollaire 2.1 s’applique par exemple si F est un espace de Mu-
sielak~Orlicz L%, aveec ¢(co, w).= oo bour toubt o (2.3.3, exemple 2,
infra). Dans ce cas, le (a) ci-dessus sera renforcé plus loin (théoréme 3).

W. Fischer et U. Schéler ont, indépendamment, obtenu (a) dans le
cas particulier ol F est un espace d’Orlicz L%, la fonction ¢ vérifiant la
condition 4;: supe(2t)/e(f) < co (communication personnelle).

>0

Ontrouvera en [19], théoréme 6.4.1, une généralisation du théoréme 2.

2.2. Opérateurs définis sur un espace localement additivement horué.
Voici une autre fagon de montrer qu'un opérateur est bornifiant.

Si un espace vectoriel topologique B est »localement additivement
borné” (posséde un voisinage de 0 additivement borné), un opérateur
linéaire défini sur B est bornifiant s'il véritie la condition (8) de Yintro-
duction, a fortiori s'il est galbé par I (proposition 4).

On en tire les conséquences suivantes.

Prorosrrron 6. Supposons que Q soit un espace mesuré sans atome
et ¢ une fonction de Musielak-Orlice sur £, ou bien que 82 8056 un ensemble
munt de la mesure cardinale et o une Jonction @ Orlice.

Alors, pour tout opérateur w défini sur Lg, les conditions (e), (B), (¥),
(8) sont équivalentes. '

En effet, d’aprés 1.6.1 et 1.6.2, Lj est localement additivement
borné.

Pour un opérateur défini sur un espace de Mugielak—Orlicz quelconque,
aucune des réciproques des implications (1) n'est vraie. On verra que
(8) = (v) (2.8.3, exemple 3). (Y) # (B) car il existe un espace vectoriel
topologique métrisable complet et séparable B galbé par ¥ mais pas par
% ([18], [19], 1° 6.6.4); Q’aprés [19], n° 0.3.11, B est un quotient dun
espace de Musielak—Orlicz I° et d’aprés [19], n° 2.4.7, Vapplication canoni-
que %: I’—H est galbée par I) mais non par 1. De méme, (B) (e).

PROPOSITION 7. Q étamt de mesure bornée et sams atome, SuppPosons
qu'un espace &Orlicz LY, admette un quotient séparé non mul galvé par 1.
11 emiste alors p > 0 vérifiant LY < IZ,

Car si F' est un quotient de L% galbé par I3, F est localement borné
d’aprés 1.5 et la proposition 6, done localement p-convexe pour un p e 10, 1]
(remarque 3). Par conséquent ([16], [19], proposition 3.4.1), si F est
séparé et non nul, I¥ = I¥ avee (1) = L/p@t), Aot

limsup ¢ 2y (t) < co et

liminft~%p(4) > 0,
0

t—oa

d’ot L% = IB.
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Jo ne sais pas #i, réeiproguement, la condition L < L, o 0<p<1,
entraine que L% admet un guotient séparé non nul localement p-convexe.

2.3. Toclusions entre espaces de Musitla:alé—?rlicz. S(}izent £ un espace
] ey fonctions de Musielak-Orlicz sur £
meﬂul]\;%uza :;z»zligzixs dans les théorémes 3 et 4 ci-.d.esslous 2 (;m.ell‘ei con-
dition on a L% < L%, el surtout & quelles qopdltlong ee‘?.tée‘émc uﬂszg)n
(eest-d-dire V'injection canonique L%->L%) véritie les prop{1 1 st (o) Som;
Le premier point a déjd é66 étudié en [5] dans }e cas 0111 ® eéféiﬁences
comrexeé en ¢ ot en [4] dans un cas plus général (voir aus&g (;s j terences
de [4]); on redonne ci-dessous (parties (a) des thé.prémeg et 4)
ditions de ces articles, sous une forme un peu différente. ‘
TuhoriME 3. Supposons Q purement atomique: on con:wndm (re-
marque 1) que, pour tout weQ, {w} est un atome de mesure 1.
8ie>0,4>0, a>0, we, posons

(9) by s a(w) =sup{t = 0] y(t, w)<e 6 ‘P(M7 o) > ayp(t, ©)},

qup@ = 0: on & 01 (0) < o ‘ . :
e (aJ)P Pour que L% < L% il fout ot il suffit qu’il existe &> 0, A> 0,
o< o, §> 0 vérifiant
> (sta,1,0(0), @) < .
0edd
i ii) oi-dessous somt équivalentes.

(b) TLes conditions (i) et (ii) oi- ,
(i) Tout sous-ensemble additivement borné de LY est um .bf)'mé de L.
(ii) Pour tout o> 0 4l ewiste ¢> 0, A>0¢e 8>0 'of@r'z,fwnt (10).
(¢) Les conditions (ili), (iv) et (v) ci-dessous sont équivalentes (et en-

tratnent les préobdentes). ,

(i) L% < L% et oette inclusion est galbée par lg.

i ¥ te i i t galbée par 1.

(iv) L% = L% et cetie inclusion es .

(v) Il ewiste &> 0 tel que pour toul o> 0 on puisse trowver 1> 0 et
¢ > 0 vérifiant (10) et tel qu'on ait

Dlo(o0, 0) < 00, ok
well,

(d) Les conditions (vi) et (vii) oi-dessous sont bquivalentes (et entratnent

les préebdenies): -
(vi) LY = L et cotle inclusion est bornifiante.

(vii) inf y (o0, ©) > 0 @b 4 existe &> 0 tel que, pour tout a>0, on
Q

(10)

(11) 2, ={wel] p(oo, 0) < 8}.

pUL8se tro‘;’;var A0 ot § > 0 vérifiant (10). ,
‘ " 1(‘ / ‘ san 0 . . tgs_
On voit que 8 infyp( oo, w)> 0, (iil), (iv) et (vi) sont équivalen;

h weld ,
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THEOREME 4. Supposons 2 sans atome. Pour 2 >0, a> 0, wef.
POSonNs
(12) fopa(®) = SUD{E > 0] p(M, ©) > ap(t, o)},
avec sup@ = 0. )

(a) Pour que L% < L% il faut et &l suffit qu’il ewxiste 2> 0, a < co
et's > 0 vérifiant

(13) frp(stm,;_,,l(co), w)dw < oo,
a

(b) Pour que L% < L} avec inclusion bornifiamte 1 fawt ot 4l suffit
que pour tout a> 0 il ewiste A > 0 vérifiant
(14) too,1,0€ L
. D’aprés la proposition 6, cela équivaut aussi & chacune des conditions
(i), (iil), (iv) du théoréme 3.

Remarque 4. 8i LY < L}, on verra dans les démonstrations eci-
dessous que les théorémes 3 et 4 restent vrais si on remplace ¢ par w
et s par 1 dans (10), (13) et (14). :

2.3.1. Démontrons le théoréme 3. '

D1: Supposons qu’existent &> 0, 1> 0, a> 0 et s> 0 vérifiant
(10). Soit e L véritiant If(a) < oo et soit K = {weR] p(l (o), w) > s}.
K est fini, done il existe r véritiant 0 < r < inf{l, s} et I&(rw) < oo. Si
w¢I on a
(15) p(ria(o)], o) < sup {oy(z(0)], o), ¢ (st,;,.(), o)}

d’ol
I3(r0) < aly(2) -+ I§ (81,5, o) -+ % (1) < co.
Done we L, d’ott L) = L. )

D2. Inversement, si on a L% < L%, prouvons qu’il existe &> 0,
A> 0, a < co vérifiant
(16) I (2,5,6) < 0.

Supposons cela faux: pour tout entier n>1 on a

I.Tlfll(tlln,lln,n) = 00,

Dlaprés (9) il existe des 4, ., weR, vérifiant 0 <1, , < co eb

() Pty ) < —,
N
(18) =
14 ';{tn,an )= n‘/"(tn,m: (1))7
(19) D ¥ty 0) = co.

weR

e ©
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Puis, grace & (17) et (19), il existe des ensembles J, = £ vérifiant

1 . 2
(20) < ) Wl @) <

wedy,
o1
Si o, (0) = —Et""" pour wed, et 4, (w) =0 pour w¢d,, on voit que,

quand #->oco, &, tend vers 0 dans Lj (par (20)) mais pas dans L% puisque
de (18) et (20) on déduit If(w)> 1. Mais cela est absurde car, d’aprés
1o théoréme du graphe fermé (remarque 2) Vinclusion L < L est continue.

11 existe done &> 0, 4> 0 eb a < oo vérifiant (16). Comme Lj = L%,
on. voit qu'il existe en outre s > 0 véritiant (10) (remarquer que 51 Q < @2

et Y p(o0, w) < oo, alors Y p(oo, ) < 00).
‘weld) weld’

D3. Supposons (ii) vérifié, prouvons (i): soit B un sous-ensemble
additivement borné de LY, montrons que B est un borné de L%

Soit 7 > 0. Posons
(21) a=n/M,
ol M > 0 est tel que B%(M) absorbe B (théoréme 1), puis, appliquant
(ii), soient &> 0, 2> 0 et se 10, A] vérifiant (10).

Tl existe un ensemble J < 2 ayant un nombre fini N d’éléments
et tel qu’on ait

(22) IE\J(Stc,Z,a) < 7.

Daprés (a), (i) entraine L « L, contindment d’aprés le théoréme
du graphe fermé. B est done additivement borné dans Lf et (théordme 1)
il existe » > 0 vérifiant, pour tout we 7B,

Ife) < M, Sllgw(lw(w)l; w) L8, Su‘?‘]’(s l@{w)l, C‘)) < [N,

dot, en appliquant (15), (21), (22)
7 (s0) < al'h(@) + I o (8t,1,0) T 15(82) < 37.

Done srB = B5(37), ce qui prouve que B est borné dans Lj.

D4. Montrons que (i) entraine que pour tout a>0 il existe 6> 0
eb A> 0 véritiant (16); ol (i) car (i) entraine aussi L} « L.

Dans le cas contraire on voit comme en D2 que pour a > 0 conve-
nable et pour tout entier # 3> 1 on peut trouver des fonetions @, (w), we 2,
vérifiant 0 < @, (w) < oo et

1
(23) 1/)(09%(0)), ‘D)< '

(24) (3 anta), o) > evfan(o), o)

6 — Studia Mathematica LVIL1
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1
(25) 1—~n— < Th(m,) <1,

D’aprés (26) et (23), ®,¢ Bh(1) et supy)(mn(m), w}~>0 quand n->oco,
wef

done {z,| »>1} est additivement borné dans L} (théoréme 1). Maiy
cet ensemble n’est pas borné dans Lj (en contradiction avec (i)) car
d’aprés (24) et (253) on a

Eeb-2)

D5. Supposant qu'il existe 7> 0 tel que B%(1) absorbe --¥BY(7)
pour tout entier N > 1, prouvons que (v) est vérifié (avec ¢ = /2). On
en déduira (iii) = (v).

La condition (11) est vérifiée avec e = u: si wef,, Bh(n) contient
le sous-espace vectoriel engendré par y.,, donc BZ(1) contient le sous-
espace vectoriel engendré par {y,,| we®2,}, Aol _)J; (o0, w) L 1.

weln

Montrons en outre qu’on a, pour N entier et pour tous > 0, 1> 0,
(26) (Nae> 1 et A+Y BY(2¢) = BR(L) = I%(tes.) <2Ns.

On en déduira que, si & = /2, pour tout a > 0 il existe 2 > 0 véri-
fiant (16), done (10) avec s> 0 convenable car I’hypothése entraine
Ly = L, done que (v) est vérifié.

Supposons qu'on ait I(%,,,) > 2Ns, avec Nas>1. Il existe des
t,e [0, oof vérifiant

Pltay 0) <6y My 0) > aplly, ©), D) p(ts, ©) > 2N,

weR
puis N ensembles finis deux & deux disjoints J, « 2 vérifiant

8 < 2 w(t,, 0) < 2e.
wedy
Si alors @, Z Yo Xgap 7

wedpy

w,e BY(26) et

N
2 D)@, ¢ BE(1)
1

puisque .
I”"( Z ) 2 er(ltw,w >24 Zavp(iw, )y > Nae > 1.
n=1 wef, 1 oy,

On a donc (26).

D6. Comme (iv) = (iii), on voit que (iv) = (v).

D7. Prouvons que (vii) = (vi). Soit ¢ > 0 vérifiant
27) 0<e<infy(oo,w)

weR

et tel que, pour tout e > 0, on puisse trouverld > 0 et ¢ > 0 vérifiant (10).
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Montrons que B%(s) est borné dans L.
7> 0 donné, soit

(28) @ =ne

et s0it 2> 0 ot s > 0 vérifiant (10). Grice & (27), ?, 5 .(0) < oo pour tout
wef, done on peut prendre s assez petit pour avoir

L5 (8e0,0) <1
Daprds (16) on a, pour tout xe Bh(e),
TG (sw) < alfy (@) + Th (st 4,0) < a6 4-1 = 2.
Done $BY(e) = B(27), et Bh(e) est borné dans Lj. ' )
D8. Prouvons (v) = (iv) (ce qui, avec Db et D6, établit (c)).
Lf, (ef. (11)) est localement convexe (sa topologie est celle de la

convergence simple sur 2,) done linclusion L} < L§ est évidemment
galbée par 1.

D’autre part la condition (vii) est vérifiée sur 2, = O\Q,, done,
d’aprés D7, Vinclusion LY < Lf; est bornifiante, et par suite galbée
par I{ (proposition 1). On a done (iv).

D9. Supposons (vi). Cela entraine (iv), done (v) d’aprés D6, et la
geconde condition de (vii) est vérifiée.

En outre BY(e) est borné dans Lj pour &> 0 assez petit, done,
pour tout weQ, lespace vectoriel engendré par x, n'est pas contenu
dans B (s), d’ott p(oo, w) > ¢ (vii) est done vérifié, et le théoréme 3
démontré.

2.3.2. Démontrons le théoréme 4: 2 est maintenant sans atome.
Tw,2,0 €55 mesurable car 'si on pose pour tout rationnel re 10, oof

(29) 8(r, A, a) ={wel| p(ir, w) > ap(r, w)}
on & tm,ﬁ.,d == §Uup TZS(,.M.{,).
T

La suffisance des conditions de (a) et (b) s’établit faeilement, -comme
dang la démonstration du théordme 3 (D1 et DT).

Inversement, supposons qu'on ait LY < .L§ et prouvons qu’il existe
2> 0 et a < oo vérifiant

(30) I%”w,l,a) < o0

(@0l (18) pour un s > 0 convenable).

Prouvons que 8i A >0, a> 0, M >0, on a
(81) ABY(M) < BY(aM) = Th(tew 1) < M

Supposons le second membre faux. Il existe une fonction mesurable
(de la forme SUPryeem,ymm, OU 7 parcourt un ensemble fini de rationnels
r B
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(cf. (29))) vérifiant pour tout «

0 < m(w) < oo, (A (w), 0) > ap(@(@), w), Ih(z)> M.

Puis (car y((w), o) < co pour tout o), il existe un ensemble mesurable

A = Q vérifiant
(o) = M.

Alors @y, e BY (M) mais sy, ¢ Bh(aM) (ce qui prouve (31)) car on a
o (o) > alfy (@) = aM.

Or, d’aprés le théoréme du graphe fermé, Dinclusion L} = Lj est
continue, done il existe 4, ¢ et M < oo véritiant le premier membre de (31),
d’olr (30).

Supposons en outre l'inclusion IY < Lg% bornifiante. Il existe M >0
tel que BY (M) soit borné dans Lj: d’aprés (31), pour tout o > 0 il existe
4> 0 tel que I%(fy 0 < M. Cela entraine que % . appartient & LY
(et done & IL3).

En effet t,,;, est fini presque partout car si § = Q est mesurable
et si [p(co, w)dw < oo, Lf est additivement borné dans L} (n° 1.6.1),

8

done borné dans L, d’oit L% = {0} et S est de mesure nulle.
. 2.3.3. Exemples.

BxeMprE 1. 8i ¢ et p sont des fonctions d’Orliez, avec 0 < p(t) < oo
pour 0 <t< oo, 5i I’espace mesuré & est 1) un ensemble infini muni
de la mesure cardinale, on 2) de mesure bornée non nulle et sans atome,
ou bien 3) de mesure non bornée sans atome, posons

@ (A1).
(1)’

oit la limite supérieure est prise pour {—0 dans le cas 1), t—oco dans le
cas 2), 1—2 dans le cas 8). Alors L} = Lj si et seulement si sp(@, p) < oo
(c’est la condition usuelle), et cetite inclusion vérifie 1'une quelconque
des conditions («)—(8) de lintroduction (équivalentes en vertu de la pro-
position 6) si et seulement 8i (g, ¥) =0 (quand ¢ = y c’est la condition
bien connue pour que L% soit localement borné).

11 suftit d’appliquer les théordmes 3 et 4 en observant que, ¢ et v
étant des fonctions d’Orlicz, les fonctions f,,, et fe,,, 5006 constantes.

Bxzwere 2. §i Q est de mesure bornée non nulle sans atome et L
un espace de Musielak-Orliez, Vinclusion L = LY, est bornifiante si et
geulement si y(oo,w) == oo pour presque tout w.

En effet, LY est Pespace d’Orlicz L si ¢ = ¥y, L condition (14)
équivaut alors & ce qu'on ait, pour presque tout o, too 1,0(®) < 00, Cest-
a-dire (cf. (12)) w(f, w)3>1/a pour ¢ assez grand.

sa(p, ) = inflimsup
>0 4
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ExmMrLr 3. Considérons des espaces I7n) et 1'% (ef. (4)), avec 0 < p,,
¢, < co. En appliquant les théoremes 3 et 4 on obtient aisément les as-
sertions suivantes. o

S SiT = {n=0 q,<p,)etsir, = 6,/(Dy— q,) pOUr neT, 1) < [
si et seulement si il existe s > 0,4 > 0, a > 0 vérifiant } %A% g™ < oo.
. . nel'

S8i supp, < oo, on retrouve les conditions de [9] et [137]: I < law
gi et seulement si il existe o> 0 vérifiant » a™ <. co.

nel

2) Si q,->0, pour que tout sous-ensemble additivement borné de 1¥n)
goit borné dans 1@ il faut et il suffit que 1 < liminfg,/p,.

3) 8i ¢,~>0, pour que I = @ avec inclusion bornifiante (resp.
galbée par 1), resp. par 1) il faut et il suffit que g,/p,—co. '

Prouvons 2) et 3). On verra a posteriori qu’on peut supposer p, < ¢y,
quitte & remplacer p, par inf{p,, q,}. Si alors »(t, n) = t%» et ¢(f, n) = t%,
t1,a(n) (cf. (9)) vaut 0 si Angtln < ge et &¥n dans le cas contraire. Done

Y p(tysa(n), n) < oo si et seulement si A7ne@/Pn~! < o pour tout » asses
n

grand. I1 reste alors & appliquer la remarque 4 et le théoréme 3, (D)
ot (d).

24. Conditions pour qu’un espace de Musielak-Orlicz soit localement
bormé. Appliquant les théordmes 3 et 4 & L’application identique d’'un
espace de Musielak—Orlicz on obtient le résultat suivant (I’équivalence
de (i), (iii), (iv) ou (iv') est démontrée différemment en [19], n® 6.6.7;
en ce qui concerne l’équivalence de (iii) et (iv), voir plus haut le
ne 2.1). ‘

TiuBorEME 5. Soit LY un espace de Musielak—Orlicz. Soit A VPensemble
des atomes de £2, et pour tout aed soit my > 0 la mesure de a.

Supposons d’abord qu'on ait A =@ ou inf g (oo, a)m, > 0.
. aed
Les conditions suivantes sont alors équivalentes.

(1) Tout sous-ensemble additivement borné de L est borné dans Lj.
(i) L% est galbé par 15.
(iii) L% est galbé par 1.
(iv) L% est localement borné.
8i A #G et iniiqn(po, a)mg = 0, chacune des conditions (i), (ii), (iii)
LLF
est équivalonte &
(iv') L% est somme directe d'un espace do Musielal-Orlioz localement
borné et dun produit dénombrable de droites. '
Remarque 5. D’aprds la remarque 3, on voit donce que tout espace
de Musielak-Orlicz vérifiant (i) (ou (ii), (iii)) est localement p-convexe
poar un pe J0, 11 :
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Remarque 6. En faisant ¢ = ¢ dans les théorémes 3 et 4 on obtient
immédiatement une caractérisation des fonetions de Musielak~Orlicz ¢
telles que L% soit localement borné.(*)

Démontrons le théordme 5. On a évidemment (§1)

(iv) (resp. (iv')) = (ifl) = (i) = (i).

8i Q est sans atome on a (i) = (iv) (proposition 6). .
1l reste & examiner le cas d’un espace mesuré 2 purement atomique,
en fait muni de la mesure cardinale (remarque 1).
Supposons (i) vérifié et prouvons (iv) ou (iv’'), selon le cas.
Soit Be 10, 1[. D’aprés le théoréme 3, (b) et la remarque 4 il existe
e> 0 ot we ]0,1] vérifiant
’ I?J(ts,p,ﬁ) < 0,

1,,.5 étant obtenu en faisant y = ¢ dans 9).
Soit @ > 0 et soit N > 1 un entier tel que gV < . On a, pour tout o,

/"Nts,;‘N,a(w) < ts,y,ﬁ(w) .

En effet, de (uVt, w)> ap(t, ») on déduit qu'il existe un entier
ke 11, N vérifiant ¢(u*t, ) > fp (4", ), avee p(u*™'t, 0) <& 8l (4, 0)
<& Aot pVit< pF K, , 5 (0).
On a alors
TG (e, ,v,6) < 0.

On voit donc qu’il existe &> 0 tel que pour tout «> 0 on puisse
trouver A> 0 et s> 0 vérifiant (10) (avec s = 4).

Si inf @ (o0, @) > 0,la condition (vii) du théordme 3 est vérifiée (avec
wefd

p = @), done L% est localement borné.
Supposons qu’on ait inf p(oo, w) = 0. 8i 0 < a < 1 ef si p(oo, ) < &
weR

il est clair que ¢, (@) = oo pour tout 4> 0. La relation (10) (vérifiée
pour quelque A > 0) entraine alors

D p(oe, @) < oo
rwefdy
ot 2, = {w] ¢(o0, &) < &}. LY est alors la somme directe du produit dé-
nombrable de droites Lf et de I'espace L. q,, localement borné d’aprés
la premiére partie de cette démonstration.

2.5. Opératewrs ,,conservant I'orthogonalité”. Supposons 2 de mesure
o-finie. Les théorémes 3 et 4 peuvent s’appliquer & tout opérateur linéaire
%: Lp ~L, ot L est un autre espace de Musielak—Orlicz, vérifiant « () u ()

(®) Indépendamment, M. Ehrlich a obtenu une condition voisine quand Q est
gang atome [Archiv der Math. 26 (1975), pp. 273-283].

: ©
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=0 sl oy = 0 et tel que |u(m,)|—lu(2)| presque partout sur X dés que
@,—>® presque partout sur 2, avec 0 << &, < #yy,-

En effet, # admet une factorisation u = wir olt 7 est Popérateur de
restriction & un sous-espace mesuré @, = £, ¢ est linjection canonique
de L, dans un espace de Mus}elak—Orlicz Lg'-;u = Lgo, et » est un iso-
morphisme de 4(Lg) sur u( %) (pour les topologies induites par Lj
et L%). On voit alors que chacune des conditions (a), (B), (v), (3) de l'intro-
duction est véritiée par w si et seulement si elle I’est par 4.

Oela est une congéquence immédiate de [3]. On pose pour we L}

o(@) = Ip{u(®)).
On a o(0) = 0, o(@-+9) = o(@)-+o(y) 8l 2y = 0. Supposons que &, ye L}
n

w
et que |#] < ly|. Siw et y sont simples, on a @ = 3 &z, ety = Yz,
gmal ge=l
les A, étant deux & deux disjoints, avee |&|<C |y, d'ol

(@) = 3 1&] )l < Dl [w(xa)l = (@)l

Dans le cas général, o] (vesp. |y|) est limite presque partout d'une suite
croissante de fonctions simples 7, (resp. s,), avee 0 <7, <s,. On a alors

()] = Ym |u(r,)| < lim |u(s,)| = [uy).

On voit done que g(z) < o(y) si |2 < lyl et que e(@,)—>e(w) si @, tend
presque partout vers ® en croissant. D’aprés [3] on & alors

o) = [g(a()l, 0)do
0

pour une fonction ¢ induisant une fonetion de Musielak-Orlicz sur I'en-
semble
R, = {weQssup p(t, w) > 0}
i<co

muni de la structure d’espace mesuré induite par £.
7 st la restriction Lh-+Lp . On a L, < L @ est l'injection cano-
nique. Enfin, v: ¢(Lf )—L5 est défini par v(i(w)):m w(m).

2,6, Intersections d’espaces de Musiclak-Orlicz.

2.6.1. On a vu en 177, [19], §3.2, qu’il existe des intersections d’es-
paces de Musielak~Orlicz (munies de la topologie limite projective) galbées
par ¥ sans dtre localement guasi-convexes. On. verra plusg bas que pour
Papplication identique de ces espaces la condition (3) (voir Tintroduction)
n'entraine pag la condition (y). On montre cependant ci-dessous que les
conditions (B) et (y) restent équivalentes.

TmiORBME 6, Soit @ un ensemble non vide de fonctions de Musielak—
Orlioz sur um espace mesuré Q. Munissons Vespace vectoriel B = N LS
de la borne supérioure des topologies induites par les Lj. e

s
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(a) Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) B est galbé par 1. ‘

(ii) B est galbé par 1.

(b) Supposons en outre que, pour tout pe D et pour presque toul we Q,
@( 00, w) = oo, et que Vintersection des Lf soit filtrante, ¢'est-d-dire que
pour tout ensemble fini F = @ 4l emiste ye P vérifiant Lj < ﬂ L. Alors (i)
et (ii) équivalent &

(iii) Pour tout pe D il ewiste pe D et ¢ > 0 tels que BY(e)NH soil borné
dans L.

Démongtration. On a (iii)
@) = ().

Etudions les réciproques.

On peut supposer filtrante Pintersection des L%, pe @, car si '« @
est fini, (M) L% est un espace de Musielak—Orlicz: c’est Iespace LH™PY.

pe I

Soit done E galbé par 1, et soit ¢pe &.

D1. Supposons £ purement atomique, en fait muni de la mesure
cardinale (remarque 1). Il existe ype @ et ¢ > 0 tels que Bj(1) absorbe
+Y{EnBY%(e)) pour tout entier ¥ > 1. F contient les fonetions simples,
done ENBY(¢) est dense dans BY(s) pour la topologie induite par LY.
Par suite B% (1) absorbe --¥ B%(s) pour tout N. D’aprés la démonstration
du théoréme 3 (partie Db) on en déduit que linclusion I} < L} véritie
la condition (v) du théoréme 3, done qu’elle est galbée par Ij, et méme
bornifiante 8i y (o0, ) = co pour tout w (théoréme 3 (d)).

D2. Supposons £ sans atome. Soit » > 0. 11 existe pe P et > 0
tels que BY(r) absorbe 4+~ 'BnBY(e), pour tout entier N > 1. Par suite,
2 étant sans atome, B%(r) absorbe HABY(m) pour tout m < oo (démon-
stration du théordme 1). Soit, pour m < oo,

= (ii) (proposition 2), et évidemment

(32) ={we| yloo,w)<m}, 8§ =48, 2Z=0\8.
Pour fout m < oo, By(m) contient I'espace vectoriel {wys, | we B} et il
en est donc de méme de ‘Bj(r ) Comme § est réunion croissante des -
on en déduit
(33) By = {ays| e B < BY(r).
Prouvons que BNBY(1) est borné dans L%. Cela entrafnera (iii),
aingi que (ii). En effet, on trouvera comme dans la démonstration de
la proposition 1 des a,> 0 vérifiant Y'a,(HnBY (1)) = Bg(r). Comme
Ey est un espace vectoriel il vient (cf. (33))

D) 6, (BABL) « By+ Y a,(B0B3(1) = BY(r)+Bh(r) = Bj(2r).
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Cela prouvera que H est galbé par .

Soit 4 = X un ensemble mesurable de mesure o-finie. Il existe un
ensemble mesurable D < 4 tel que ENLY soit un sous-espace dense
de LY. Bn etfet, si B est la fermeture de BNLY dans LY, il existe un en-
gemble mesurable I < 4 vérifiant x,e F (I contient done les fonections
simples portées par 1)) et x, < xp presque partout pour tout ensemble
mesurable 4 < 4 tel que x.-LEF Dow I = LY.

On voit alors que, pour tout wm, HNBY(m) est un sous-ensemble
dense de BY(m) pour la topologie induite par LY, et que Bj(r) absorbe
BY(m). On déduit de (31) que pour tout « > 0 il existe 4> 0 vérifiant
I8 (leo,2,0) < 00, €6 done fy,.xpe LY puisque (oo, w) = do pour toub
weD ot que LY, < Lf-BY(1) et par suite HNBY(1) sont done bornés
dans L% (théordmes 1 et 4).

Supposons alors BNBY(1) non borné dans L%. Il existe une suite

1
(@,) e ENBY(L) telle que ’y o, ne tende pas vers 0 dans L%, chaque x,

Gtant porté par un ensemble K, de mesure finie. 4 = (JK,, est alors de

k2
mesure o-finie, et HNBY (1) n'est pas borné dans L§, en contradiction

avec ce qui préedde.
~2.6.2. 11 existo des intersections d'espaces de Mublelajk—mllcz (munies
de la topologie limite projective) non galbées par Ij mais dont tout sous-
ensemble additivement borné est borné. Donnons deux exemples.
Exuvrrr 1. Soit I un engemble non vide, munissons l’espace vec-
toriel B == RY de la topologie vectorielle la plus fine.
I étant muni de la mesure cardinale, soit I' l'ensemble de toutes

. les fonctions de Musielak—Orlicz sur I. On vérifie aisément que ¥ = (M.LF,

@el'
et la topologie de X est la borne supérieure ces topologies induites par
les Lf.
En effet, si » est une F-norme de H et si ¢(?, v,) = v(tyg), on voil
que @el' ot que » est continue pour la topologie induite sur B par LF.
On sait ([6]) que dans B tout ensemble additivement borné B est
borné. Tn effet, pour tout pe I'il existe s> 0 vérifiant sup 3 ¢ (sa;, )
xeB 1el

< oo (théordme 1), Oela entraine que B est contenu dans un RV, J = I
fini, et donc borné dans H.

Hn. outre B n'est pas galbé par 15 si I a au moing la puissance du
continu.

Cola pout ge démontrer & la manidre dé [6]: Vintervalle (O 1) étant
muni de la mesure de Lebesgue, il existe une application linéaire continue
presque ouverte de J sur Pespace Lﬂ,,]), qui n'est pas galbée par if; appli-
quer alors 1.5.

Voici une démonstration plus explicite. Il existe une surjection
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i—>qp; de I sur lensemble de toutes les fonetions d’Orlicz ne s’annulant
quen 0. pe I' si g(t, ) = (). 8i B 6tait galbé par I il existerait ye I’
vérifiant avec ¢ la condition (v) du théordme 8 (voir la démonstration
du théoréme 6): il existerait &> 0 et, pour tout entier n =1, 1, > 0 et
8, > 0 vérifiant :

(35)

2?7 (Snta,ln,lln (7’)7 q,) < 00.
tel .

Or, soit ;
J = {ieI| infsupne(i,t,i) > 0}.
i>0 nzl
Pour tout ¢, il existe n el que i,,, y,(¢) > 0. J n’étant. pas dénom-
brable, cela contredit (35).

ExeMPLE 2. Soit une suite p,—0, ne N, avec 0 < p, < oo. 8i

F= 1% ol

Pty m) = trkﬂ”’
keN

est muni de la topologie borne supérieure des topologies induites par
les 1%, tout sous-ensemble additivement borné de ¥ est borné, et F n’est
pas galbé. par 1. :

En effet soit B additivement borné dans #. Pour tout %, B est addi-
tivement borné dans 17+1, done borné dans I+ d’aprés 2.3.3, exemple 3.
B est donc borné dans F.

Si 7 était galbé par 1), pour tout & il existerait b >  tel que I'inclugion
1" < 17 soit bornifiante (car F est dense dans I%), d’aprés le théordme 6
(b). Mais cela est faux (2.3.3, exemple 3). F étant métrisable et complet
on peut énoncer ce qui suit.

ProrosITION 8. Il existe un espace vecioriel topologique métrisable

et complet non galbé par Ty, et dont tout sous-ensemble additivement borné
est borné.

Probléme (cf. [12]): caractériser les espaces métrisables dont tout
sous-ensemble additivement borné est borné.
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