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Operatorenalgebren mit einer endlichen Anzahl
von maximalen Idealen
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Zusammenfassung. 1Miir den Banachrawm J = = Ip, @ . Bl (md B =1, ®.
.. ®Iﬂ°n—1®°°’ L& Py <Py << oo < Py <<+ 00) wird geaexgt daB c8 in der Alaebm
L(E) der stetigen, lincaren ()pom(,own genau n maximale zweiseitige Ideale gibt.
TFerner werden alle zweiseitigon Ideale bestimmt, die das Ic'leal S () der streng sin-
guliren Operatoren enthalten,

1. Einleitung und Ubersicht. Nach Porta [6] gibt es in der Algebra
L(H) der stetigen, linearen Operatoren des Banachraumes F = l,®1,
(L<p < oo, p #2)genau zwei maximale Ideale(l) (vgl. auch Pietsch [4],
8. 60). Dieses Resultat wird in der vorliegenden Note wie folgt verall-
gemeinert.

Samz 1. Man bilde den Banachraum
= lpl@ @... @lpnv

wobei 1< Py < py<... <P, < +oo gilt und statt by, auch der Raum ¢,
genommen werden Lann. Dann besitet die Algebra L(E) genaw n mazimale
Ideale.

Zum Beweise werden in der nachfolgenden Nr. einige algebraische
Uberlegungen angestellt, aus denen sich Satz 1 in Nr. 3 mit Hilfe der
BErgebnisse von Gohberg, Markus und Fel'dman [1] sowie von Pitt [5]
oder Goldberg und. '131101]) [2] leicht herleiten 14846,

In Nv. 4 wird fiiv den Fall n =3 (dh. B = by, @y, ®lp,) ein abge-
schlossenes Ideal J 5 L(H) angegeben, das mit dem Ideal S(&) der streng
singuléiren Operatoren aus L (M) nicht vergleichbar ist (d.h. es gilt weder
J < S(X) noch 8(#) s J). Nuch Porta [6] kann es solche Ideale im Falle
% =2 nicht geben.

errn Prof. Dr. H. Heuser und Herrn Dr. U. Mertins danke ich
sehr herzlich fitv wesentliche Anregungen und Literaturhinweise zur
vorliegenden Arbeit, -

(*) Mit Tdeal ist stets ein zweiseitiges Ideal gemeint.
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2. Algebraische Betrachtungen. In dieser Nr. sei F ein Velktorraum
(itber einem beliebigen Kéorper), und es gelte

P =EQH®.. ®E,.
Py: B—E; geien die zu dieser Zerlegung gehdrigen l’rojektionen,‘ und
I;: B> seien die Binbettungen der Vektorrdume Iy in # (j = 1,2,
vivy B)
Ferner sei A eine Algebra von linearen Operatoren 1': 71, wobei
. k3
LiPy I Py, ..., I,Pyed (also anch I = 31, Pjed, I = Identitit aut &)
J=1
gilt. Dann sind Ay, = P;AL, = {P,TI,| Te A} (j, &k = 1,2,..., %) Vek-
torrdume von Operatoren, die Ay sind sogar Operatorenalgebren (mib
Binselement, da I = P;IL;¢4;), und durch

T, ... T, [P OO O
(1) T—]....... =|.... . ...,
Ty ooo Ty . pP,TI, ... PTI,
wird ein Isomorphismus zwischen A und der Matrizenalgebra
‘ i All Aln,
(Apl=]........
_Anl A‘Mﬂl
hergestells. Die Umkehrabbildung zu (1) ist
N
(2) [Tyl D) 1;TyP,.
Jr k=1

Statt der Pfeile in (1), (2) wird im folgenden einfach ein (ileichheitszeichen
geschrieben.

Ledyta. Ist oJ ein Ideal in A, so sind Ji =D, (j,h =1,2,...,n)
Unierriwme der Ay, die Jy; sind Ideale in Ay, wnd es gilt

' [ /TR
(3) : J=|.. ..., .
Jnl s Jmt .

Beweis. Zuniichst ist klar, daB Jj, ein Unterraum von A, ist. Die
Ideal-Bigenschaft der J; folgt mit ALP;J < J baw., JLPA s J aus
Ay = PALD I € PydI; = J

und
Jidyy = Py JLPAL € Pyl = .

(3) exgibt sich wegen I,P;JI, P, < J aus der durch (1), (2) beschriebenen
Isomorphie zwischen 4 nnd [A;.1. .

icm°
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Sanz 2. Wiir j = 1,2, ..., n sei J; ein mawimales Ideal in Ay, wobei
(4) ApAdy s ;. (J,h=1,2,...,n; j # k).
Fir M<{1,2,...,n} sei

Iy = {8 A| P;SIed; fir j¢ ).

Dann gilt: -

(a) Die Abbildung M-+Jy vermillelt einen Isomorphismus des Ver-
bandes P({1,2, ..., 0})(%) in den Verband der Ideale von A.

(b) Ist J ein J, wmfassendes Ideal wvon A, so ewistiert ein M <
e {1,2,..., 0} mit J = Jy. )

(¢) Gibt es fir j ==1,2,...,n auper J; keine maximalen Ideale in
Ay, s0 besitet A genaw n mawimale Ideale.

Beweis. Zundchst ist

Dy 4y ... A,
A,, D,
(5) JM = E s ] A4, .,
Ay v Ay D,
mit | ;
] : g, fir j¢ M
(6) ‘ D; == Dy(M) = 7 )

Ay fir je M.
Daher ist fie A, N < {1,2,...,n}

Mc N o D{M)ys DyN) (j=1,2,...,n) « Jy = Jy,
und zum Beweise von (a) gentigt der Nachweis der Formeln
(7) Ady s Iy, JTyd < Iy .
Sei alvo [T]€ A, [Sy,]e Typ. Dann ist [Ty, ][8;] = [Zy] mit Zy, leITﬂS,,C.
Offenbar ist Zjye Ay, fir § o4 b, und ey ist Zye Ay = Dy, falls je M. Tst
Jé¢ M, so ist wegen Spye Dy = J; und (4)

3 n
Zyy = Myt 3 Ty Ay dy+ 12? Ay < Iy = Dy
th i ‘

Damit gilt [y, ]eJy,, und analog kann [8;]1[L]e Jy gezeigh wer(‘:lep,
d.h. (7) gilt. Zum Beweise von (b) werde ein J, umfassendes Ideal oJ in

® P({1,2,...,n}) bezeichnot die Potenzmenge der Menge {1,2, ..., n}.
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der Form (3) geschrieben. Mit

Jp Ay o A4y,
Ay J, ... .
J, = . c. .
: Ce Ay,

A‘il,l e A‘nn*-l JWL

ergibt sich damn Jy; =2 J; und Jy o= Ay (5,6 =1,2,..., Wy £ k).

Da Jy; nach obigem Lemma ein Ideal in 4, ist und da J; maximales

Ideal ist, kann nur Jj; = J; oder Jy; = Ay sein. Selzt wan M = {41 J,

= Ay}, 50 folgt J = J,,. Damit gilt (b). !
* Wegen (a), (b) hat A4 mindestens » maximale Ideale

Jag, o1, 401, w (F=1,2,...,m).

Nun sei J; das einzige maximale Ideal in 4y (fir §j =1,2,..., %), und
es sei J irgendein maximales Ideal aus 4. Dann gibt es ein je {1, 2, ..., n}
mit

(8) Jy 7 Ay
(Jy aus (3)), da anderenfalls '
Iy O ..., O,
I= 2 : e
0

Ony oo Opy Iy,
, sein miiBte (2), was nicht geht. Aus (8) folgt J, < o, P
folgt weiter (8) folgt Jj; < Jj, und mit (5), (6)
J< Iy,

y =1, 041, L, n}
Die .Ma;ximalitéit von. J liefert hier Gleichheit, und damit ist auch (¢)
bewiesen.

. _31. Beweis des Satzes 1_. Firl<p, <py<...<p, < +oosei By =1,
(J C?r,z,‘...,“n-—l) unq B, =1, oder B, = ¢, Weiter seien Ly, Sj,i
und K, die Riume der linear-stetigen, streng singuléiren bzw, kompakben
Operatoren 7': BBy (4, % =1,2, S OR .

Dann gilt

lec =4 Sﬂc =2 Ifﬂ‘,.

mech Pitt [5] (vl Lindenstrauss und Tyzafriri [3], 8. 31, Theorem 1.2.7)
ist ’ o

9) Ly = Ky, (j< k),

(®) Oygp: By->E; hezeichnet den Nulloperator.

©
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und nach Goldberg und Thorp [2] ist
(10) Ly, = Sy (5 #%).

AuBerdem ist K nach Gohberg, Markus und Fel’dman [1] das einzige
abgeschlossene, eigenfliche, Xdeal in Ly (vgl. auch Pietsch [4], 8. 59):
Bildet man den Banachraum

B =000 ... O,

so kann in Nr. 2 A = L(#H) genommen werden. Damit ergibt sich zunschst
Ay =Ly, (Jok=1,2,...,n). Ferner sind die Voraussetzungen des
Satizes 2 (insbesondere von Teil (e)) mit J; = K, erfills: (4) erhslt man
aus (9) wegen '

Ay = Kylyy s Ky = J; (§< k),
Apdy = LKy < Ky =J; (5> F),

oder aus (10) wegen
Apdyy = 8SpSy s Sy =Ky =Jd;  (j #F).

Somit folgt Satz 1 aus Satz 2.
4. Bemerkungen. Mit 7 wie in Nr. 3 und J; = K;; = S, in Satz 2
wird (wegen (10))

Daher beschreibt Satz 2 alle Ideale der Algebra L(H), welche das Ideal
S(B) der streng singulidren Operatoren enthalten. (Diese Ideale sind
iibrigens abgeschlogsen.)

AuBerdem gibt es fiir » > 3 abgeschlossene Ideale*J in L(E), die

-, weder S(I) enthalten noch in S () enthalten sind, so z.B.

(11) o oy Ty

J&l JSZ J!l&h

im Falle n == 3: J o §(H) ist wegen Jyy = Ly, unmoglich, und S(B) < J
steht im Widerspruch zu Jpy = K. (Man beachte, daB die natiirliche
Rinbettung ly,~>lg, (bzw. 1, —0,) nicht kompakt ist, also ist nicht Sy,
= Ly  Ky,.) Die Formeln

JLI s J, LEJIcI

L, K, Kyl
=18, K, K

_J—ll J12 Jl.")»
J o=
Sy Ky By

ergeben gich aus (11) mit (9), (10), also ist J ein Ideal.
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Toeplitz operators for a certain class of
function algebras

by
J. JTANAS (Krakéw)

Abstract. In this paper we desceibe a joint approximate spectrum of a p-tuple
of Toeplitz opoerators Lox o certain elass of funetion algebras (approximating in mod-
ulug), We also give a characterization of a (™*-algebra generated by Toeplitz oper-
ators modulo commutator ideal.

Let 4 be a function algebra on a compact Hausdorff space X. Suppose
we are given a finite, regular Borel measure x4 > 0 on X. Denote by #2(u)
the Hilbert space of all complex-valued u-square integrable functions.
One can define the H*(x) space as the closure of A in ¥*(u) and H* (u)
as the set of all functions e L* (u) such that pH*(u) = H*(u). For ¢ e I (u)
we ‘define the Toeplitz operator T, on H*(u) by T,f = P(p-f), where

feH*(u) and P: #*(u)->H*(u) is an orthogonal projection. Denoting

by L, tho operator of multiplication by ¢ in £*(u), we can write
T,f = PL,f.

Leét L(H) be the algebra of all bounded linear operators on a complex
Hilbert space H. Denote by oy (L, ..., L,) the joint approximate point
spectrum for a gystem 1'y, ..., T of commuting operators in L (H) (see [1]
for the definition). In the case where X = I'is the unit circle, A the disc
algebra and u the Lebesgue measure on X, it is well known that

Ol s oony L) 5= 0 (Lyy vy Xg), Where e H™ (u) for i =1,.,.,s.
Let M, be the spectrum of L®(u). Since
Oyl ligyy ooy dip,) = {(‘%l(m): ey Po(m))y me MLoo}7
where ¢; denotes the Gelfand transtorm of ¢, we have
Ou(Lgpy oo Ty,) = {(‘;’1(""/)7 vy Pa(m))y me ~MLoa}-

The lemma which we shall now prove shows that the above equality
is true in & more general wetting.
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