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that since M, is continuoils, 8 > ¢q. Inspection of Theorem 9 (i)-(iv) shows
that this provides a contradiction when s > 2 (so that s’ < 2). But if M,
were r-summing from L°(Q, u) into L%, u) for some s < 2, M, would
be r-summing from IL2(Q, ) into L(Q, u), since L2(Q, u) = L°(2, u),
and we again obtain a contradiction.
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Sur Panalyse harmonique du groupe affine
de la droite *

par

IDRISS KHALIL (Nancy et Rabat)

Abstract. Nous définisgons et étudions la transformation de Plancherel pour
le groupe @ des transformations affines de la droite. Nous en déduisons une caractéri-

sation des fonctions f de L (@) telles que les opérateurs m(f), ol me é, sont compacts.
De plus, nous étudions l'algdbre de Fourier A (G) et l'algdbre de Fourier—Stieltjes
B(&) de ce groupe, établissant notamment une ,,décomposition de Lebesgue” et
prouvant que A (G¢) = B(&)N%,(G).

Introduction. Soit & le groupe affine de la droite, c’est-a-dire des
transformations @ —~az-++b, de R dans R, ot ¢ > 0 et b gont réels. On .
connaft par Gelfand et Naimark la description compléte de 1’ensemble @
des (classes de) représentations unitaires irréductibles de &. Cet ensemble
contient, & équivalence prés, une famille indéxée par B de représentations
de dimension 1, et deux représentations, », et wx_, de dimension infinie,
opérant dans le méme espace hilbertien I* (R ). BEn analysant de prés @,
on voit gue seules les deux représentations s .. et z_ jouent un réle essentiel,
en tout cas dans les questions que nous avons abordées. Cela tient au
fait bien connu que l'ensemble des deux points =, et m_ est dense, au
sens de la topologie de J. M. G. Fell, dans . '

Le troisiéme paragraphe de ce travail est consacré & établir une
formule de Plancherel explicite sur ce groupe @. Blle précise notablement
dans ce cag particulier, et par des méthodes différentes, le résultat de
Kleppner et Lipsman [19]. Nous avons ici & vaincre le fait que G n’est
pas unimodulaire, et aussi que, méme pour des fonetions f suffisamment
réguliéres, il peut arriver que les opérateurs =, (f) et m_ (f) ne soient pas
des opérateurs compacts, encore moing des opérateurs de Hilbert-Schmidt
sur I*(RY). Cependant, en composant ces opérateurs par un opérateur
convenablement choigi 6 non borné de I*(RY) de domaine dense, on
aboutit aux résultats que 2, (f) = om, (47Y2f), ol 4 est la fonction

* Cet article constitue le chapitre 3 de la thdse de Doctorat ds Sciences, soutenue
par Pauteur le 18 juin 1973 devant 'Univorsité de Naney.
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module du groupe @, est un opérateur de Hilbert—Schmidt de L (RY),
et que, pour toute fonetion f dans L'(G)nL* (), on & IFE = N2 (O os+
+11Z_(f)]|/%g- On obtient alors, via la~transformation «de Plancherel»
F=2(f) = (P (f), Z_(f)), un isomorphisme isométrique entre L*(¢) et
Pespace de Hilbert I’ (+) des couples d’opérateurs de - Hilbert—Schmidt
sur I*(R%) avec la morme évidente. Tei la tramsformation de Plancherel
# est done différente de la transformations de Fourier #, mais néanmoins,
Tensemble de ces deux transformations se comporte bien vis-a-vis de la
convolution, puisqu’on a la formule

2(fxg) =F (NZ9),

pour f dans L'(G) et g dans I7? (). En étendant, au paragraphe 4, la trans-
formation de Fourier 3 Tespace OV,(@) des opérateurs de convolution
de I*(@), nous obtenons aussi, par analogie avec le cas abélien, un iso-
morphisme isométrique entre 'algébre OV, (@) et lalgébre L™(4) des
couples d’opérateurs bornés sur I? (R} ), ainsi qu’entre Palgdbre de Fourier
A (@), étudiée en général par P. Eymard [9], et 'espace L'( ) des couples
d’opérateurs & trace sur I*(R}). De plus, on 2 une formule d’inversion
de Fourier: si & la fonetion u de A (@) correspond le couple (S, 8_) de
- I*(+), réciproquement:

w(@) = Tr (m, (2)8,) +Tr(z_(2)8_).

On en déduit la décomposition A (¢) = 4, ()4, (), o 4, ()
[resp. 4, (G)] est l'espace de Banach engendré dans I'algébre de Fourier—
Stieltjes B (G) par les coefficients de =, [resp. w»_]. Nous démontrons
aussi que 4, (@) et A, (G) sont des algébres (sur ’étude générale des
espaces A,, on pourra consulter les travaux de G. Arsac). Il serait, nous
semble-t-il, intéressant d’étudier davantage ces algébres, notamment. du
point de vue de la synthése harmonique, car, le dual de A, (ou A, )
s'identifiant & Pespace de tous les opérateurs bornés sur I?(RY), on serait
amené 3 poser le probléme de la synthése non seulement des convoluteurs
de I*(RY), mais de tout opérateur borné de I*(RY).

Au paragraphe 6, nous caractérisons complétement ’ensemble, noté
PF,, de tous les convoluteurs T de I? (G) dont Vimage de Fourier est un
couple d’opérateurs compacts sur I*(RY). Ceci a lieu si et seulement si
T est une pseudofonction sur G et vérifie de plus une condition algébrique,
4 savoir que la moyenne de T par le sous-groupe des translations soit nulle.
Comme application, nous retrouvons le fait connu que le groupe G n'est
pas liminaire. En fait, nous précisons en quelque sorte le degré de non-
liminarité de G en caractérisant 'ensemble des fonctions f de L'(G) pour
lesquelles m, (f) et w_(f) sont des opérateurs compacts. Une autre applica-
tion intéressante est que l'algébre de Fourier A (@) s'identifie & l'espace
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de Banach dual de la sous-c*-algébre PF,. Cela nous permet de réaliser
une version non abélienne de la décomposition de Lebesque: B(G) = A(G)
@B, (@), ou ici- B,(G) est le sous-espace des fonctions de 1’algdbre de
Fourier—Stieltjes B(@) qui sont constantes sur les classes modulo le sous-
group des translations. Il y a lieu de remarquer que 1’analogue B,(G) de
Tengemble des transformées de Fourier—Stieltjes des mesures singuliéres est
une algébre, alors que dans le cas abélien il est bien connu qu’il existe des
mesures singulidres dont le carré de convolution est absolument continu.
Nous avons aussi une caractérisation trés simple des fonctions de 4.(G)
parmi celles de B(@): une fonction f de B(G) est dans 4 (@) si et senlement
§i f tend vers zéro 4 l'infini. Sur ce point le groupe affine de la droite est
moing pathologique que la droite elle-méme! D’autre part, si nous res-
treignons au sous-groupe N des translations, la décomposition de B(@),
nous réobtenons aprés V. Flory [14] le fait remarquable que leg restrictions
4 N des fonctions de B(@) sont réduites aux fonctions de A (N) plus les
constantes; ceci précise notablement le contre-exemple de Douady
sur Pimpossibilité d’étendre un caractére non trivial du groupe N en une’
fonction continue de type positif sur @.

Je tiens & exprimer & Monsieur P. Eymard toute la gratitude que je
Tui dois, pour m’avoir constamment aidé tout au long de ce travail aussi
bien gur le plan scientifique que sur le plan moral et humain.

1. RAPPELS. NOTATIONS

Le groupe affine de la droite. Soit G le groupe des transformations
affines #+—+ax-+b de R dans R, olt ¢ > 0 et b sont des nombres réels. On
notera ¢(b, @), ou simplement (b, a), le point générique de G qui peut
&tre représenté matriciellement sous la forme

ab

01)
Ainsi le groupe G peut g'interpréter comme un sous-groupe fermé de
GL(2, R), done est un groupe localement compact.

Soient ¥ le sous-groupe des éléments (b, 1), et K celui des éléments
(0, a). On voit que @ est produit semi-direct de N et X, la loi de groupe

" étant définie par

(b, a)(b’, a') = (ab' b, aa').

En identifiant a (resp. b) au couple (0, a) (resp. (b, 1)), les sous-groupes
X et N g'identifient respectivement & R et R.

On munit G de la mesure de Haar & gauche dg(b, a) = da-db/a®
Les espaces IP(G), ol 1L < p < oo, sont relatifs & cetite mesure.
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Observons que G n’est pas unimodulaire, et on peut vérifier que
dbda/a est une mesure de Haar & droite sur G-

Signalons enfin que le groupe G est moyennable, car, comme on le
vérifie facilement, il est résoluble.

Pour toute fonction complexe f sur &, adoptons les notations suivantes:

floy =f@™);  f@) =f@™);
of (@) =flam);  fal®w) = f(wa).

Le dual de ¢. On connait, par Gelfand et Naimark [15], la description
compléte de I’ensemble G des (clagses de) représentations unitaires continues
irréductibles de G. T est: constitué des représentations m;, Ae R, de dimen-
sion 1 définies par: (b, a)—=m;(b, a) = ¢, et de deux représentations
de dimension infinie, =, et x_, qui opérent dans le méme espace de Hilbert
I?(R") des fonctions de carré sommable sur le groupe multiplicatif R
muni de la mesure de Haar dt/t. Les représentations =, et =_ sont
définies par:

7w (b, 6)E(t) = e" E(at);
m_(b, a)E(t) = e £(at),
ol £ est dans I*(RY).

Lorsqu’on munit @ de la topologie de Fell, 'ensemble {m }u{r_}
est dense dans é, car chacune des représentations =; de dimension 1 est
faiblement contenue dans «, , et aussi dans n_. Plus précisément on a le

TrtorEME (Fell [1]). Un sous-ensemble W de G est fermé dans @ si
ot seulement $’il satisfail auvw conditions suivantes:

i) 8im, ou m_ est dans W, alors toutes les représentations de dimension
1 sont dans W;

ii) Sinon, Pensemble {A|:rzls W} est fermé pour la topologie ordinaire
de R.

Pour les questions d’analyse harmonique sur & que nous allons étudier,

seule la partie (dense) de @ formée des deux points x, et m_ va jouer
un rble essentiel.

2. QUELQUES ESPACES CONSIDERES

2.1. Les espaces Z,. Notons H = L*(R}, di/t) Vespace de Hilbert
des fonctions de carré sommable sur RY, le groupe multiplicatif des nom-
bres réels muni de la mesure de Haar di/s.

Yy = Z(H) est Pespace de Banach des opérateurs bornés sur H
pour la norme ordinaire des opérateurs définie par

I81les = Sup{|I8- &, &< H, ||&]| < 1}.
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Si 8 est un opérateur hermitien positif sur H et si (¢,) est une base
hilbertienne de I, on pose

Te(8) = ' (Sen/en);

alors Tr(S) est indépendant de la base hilbertienne choisie.

Adoptons les notations habituelles suivantes: Si §e¢ %, on désigne
par §* Popérateur adjoint de S, et par [§] = (8*8)"2 la valeur absolue
de S.

Pour 1< p< oo, on désigne par £, le sous-espace de £, des § tels
que Tr(|8") < -+ co. (Pest un espace de Banach pour la norme

i8Il = (Tx (ISP},

Sur ces espaces on a les propriétés suivantes:

(2.1.1) |1|18]1, déerots lovsque p crott de 1 & +-oo.

(2.1.2) 8¢ S est dans £, 6t T dans L, et si Lr = 1[p+1/q <1, alors 8T
est dans Z,, et |||ST)|], < I8 L]]lyy 0% 1< 2, g < 0o, Bn particulier,
si 8elyy Telo, on a [[I8T]]e < I8l ITe-

(2.1.3) 8 1< p< o0, ¢t 8§ Sely, avec 1/p+1/q =1, alors

T <{T, 8 = Tr(T'S)
est une forme lindaire continue, Pg, sur £,, et Vapplication 8 +— Og identifie
£, & Vespace dual de Zp.

Remarque. I1 convient de remarquer que %, est un espace de Hilbert
pour le produit scalaire (8/T) == Tr(IL*S), et méme une algdbre hilber-

tienne compléte; c’est celle des opérateurs de Hilbert—Schmids.
Pour de plus amples détails sur les espaces &, voir J. Dixmier [2].

2.2 Les espaces L?(4). Pour 1<p < oo, on considére Il'espace
L#(4) des couples S == (8,,8_) d’opérateurs S, et S_ appartenant
& Z,. I’espace L”(+) est un espace de Banach pour la norme :

181y = (S-S
80l == Max (1841 Hess 18=Illo) -

On a les faits suivants:

(2.2.1) 80 8 = (S, S_) est dams LP(k), T = (I, T} dans LF(d),
et s Ljr = 1lp-Lg< L, alors ST = (8,.T,,8. 1) est dams I7(L) et
1S, < 181l

(2.2.2) Pour 1< p< oo, le dual de L¥() 8’identific & Vespace de
Banach L0(-), ot 1/p +1/q = 1. Le erochet de dualité est défini par

[S,T] == <S+7 T-|~>+<S——7 7.5,

ot 8 = (8,,8.) est dams LP() et L' = (T, T_) est dams (k).

pour L p < oo

B
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La démonstration de (2.2.1) est presque évidente compte tenu de
(2.1.2). Pour la démonstration de (2.2.2), cf. Bourbaki [2], § 6, n° 4, corol-
laire 1 de la proposition 3, et remarquer qu'on sait d’avance qu’il n’y
a pas sur L?(+) d’autres formes linéaires que celles qui proviennet de
T4 4), car LP(4+)~%, X Z,, done

(IP(£) (L) X(Zy) o2 Lyx Ly =2 L)

Remarque. Ilespace L2() est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire

[S/T] = (S+/T+)‘|'(S-/T—)~
3. FORMULE DE PLANCHEREL

3.1. Soit G un groupe localement compact. Soit z une représentation
unitaire de @ dans un espace de Hilbert 5. Si f est dans I*(G), on pose

= [ fl@)n(w)do;
G

n(f) est un opérateur borné dans #’, et on a les propriétés:
" a) w(frg) = a(f)m(g);
b) @(f*) = a(f)*;
) e (AN <A

Lorsque @ est unimodulaire postliminaire, on sait (cf. J. Dixmier, [3]
page 327 et suivantes) qu’il existe une mesure de Plancherel du sur 'ensem-
ble @ des (classes de) représentations unitaires irréductibles de ¢ donnant
lieu & une formule de Plancherel sur G. Plus précisément, si fe L'NL*(@),
on a

[If@)\2de = [ Tr(w(f) =(f))dp ().
& é

Lorsque G est le groupe affine de la droite, qui est non unimodulaire,
il n’en est rien, et pour cause. En. effet, si f est une fonction quelcongue
de Pespace de Schwartz 2 (@), il n’est pas toujours vrai que = (f) ou & (f)
soit un opérateur compact, encore moins un. opérateur de Hilbert—Schmidt,
comme nous le verrons dans le paragraphe 6. Cependant, si nous multiplions
7, (f) et m_(f) par un opérateur & non borné de I* (RY.), convenablement
choisi, le résultat frappant est que les opérateurs oz, (f) et dm_(f) sont,
non geulement compacts, mais des opérateurs de Hilbert—Schmidt. En
remarquant que seules les représentations =, et m_ interviennent dans
la formule de Plancherel, on obtient

1713 = 118, (A2 P)lla -+l 87 (A72F)ls,

pour fe 9(G), et ou A(b,a) =1/a est la fonction module du groupe G.
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'3.2. Définition des opératenrs # , F_, P, et Z_.
a) Soit feL (G, et désignons par & +( F) et F_(f) les opérateurs
bornés de L*(RY) définis par:
Folf) =m (f) et F_(f) =a_(f)-
De fagon précise, si & est dany L*(RY),
+o0 00

F.Ew ~ [ [ expF

-0 0

\ b) Dérignons par V le sous-espace vectoriel de I?(@), dense dans
I} (&), des fonctions

= omibt) £ (at)f (b, ) flﬁ—b

0) = > ap(b)pi(a),’

finio
ot gre & (R) et ppe D (RY) [notations de L. Schwartz]. Si pe I'(R), on

+
note ¢ la transformée de Fourier ordinaire de g: ¢(f) = f exp ( —2mwibt) X

X @(b)db.
Enfin, notons 4(b, @) = 1/a la fonction module du groupe G.
Soit 4 un opérateur.non borné de L*(R% ), de domaine dense, défini par

) = Vi£()
Posons, pour feV, f =3 6,gu@p
Po(f) = 0F (A7) ot P_(f) = oF_(47f),

ou encore, s &e L*(RYL),

- T dadb
20 =Vi [ [ exp(Famibyaf(p, )47 (b, a) =
done, on a -
o
—a di
P) 0 = D aVim(xy) [ Elatjayy(a) 2.

I 0
On a les faits suivants:
(i) 2, () £ IA(RY);
(ii) Papplication linéaire £&—>@, (f)é de IA(RY) dans I*(R}) est
continue,
Le (i) provient de ce que la fonction tn—ﬂ/tqo,r( +1) est bornée, car @,

est dang & (R), et du fait que la fonction ¢ f E(at) o™ Py, (0) da o appar-

tient & L*(RY), car c’est le produit de convolutmn dang RY de & par une
fonetion intégrable.
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Le (ii) résulte de P'inégalité
1211 &l < ( 3] lealSupl Vi (2017 ()€l

Ainsi, 2, (f) et Z_(f) sont dans &,. On va voir, plus précisément,
que ces opérateurs sont dans ’espace £, des opérateurs de Hilbert—Schmidt.

Notations. Soit f une fonction sur &. Lorsque Z_(f) et & . (f) ont
un sens, on notera

F(f) =(F

I’application définie sur Vespace & 2 points {4, —}, ayant pour
valeurs le couple d’opérateurs & (f) (resp. Z(f)) powrrait s’appeler trans-
formée de Fourier de f (vesp. transformée de Plancherel de f).

THREOREME 1.

1) Pour toute f dans V, &

LD, F_() et 2() = (2., 2-(f)

(f) appartient & I* (L), et on a

Ifllzae = 12 (Dlls = (11275 (OHEHIZ- A

2) L'application frs>Z (f) de V dams L*(£) se prolonge
isomorphisme isométrique de L*(G) sur L*(X%).
Démonstration du théoréme 1.

& I* (@) en un

1) Il nous faut montrer que
Tr[2. ()" 7. (F)]1< +o0
et

Te[2, ()P, (]+ T2 [2_ (1) P_(1)1=] 1l

Pour cela, soit (£,) une base hilbertienne de LZ(Ri). On a

T2, ('L (N = D 124 (1) &ulas,

n=1
oo oo
dt
- 2 Zc,cl/ttpk (1) f £, (at)a ™y, ( .
ne=l 0 Tl t
© oo % +oo Pl
:Z & 702’ c,caak(it)f Enlat)a 1’ztxiz(a)m-
n=1 0 =] [

En faisant le changement a1 af = u, on obtient

+-c0 oo, oo

f ) | _)f' e ( )m'w,@ (%) al) 2

Tr(ﬂ

n=1 0 k=1
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Or, grace & la formule de Parseval, on a

[ N btz (] (%) e
Y

0 Ic-l
b0 p
R t\12 u
== Zok%(ﬂ:t) (g) Y ("t“)

0 LEN

2

=l

2 du

u

Cette quantité est encore égale, aprés changement de variable, &

400 »
) 2 dw
ZOIr‘Pk(:H) &P gy (w)| —

H
@&
lTo=21

0
done
-0 oo

T (2, ()*Z . (f)) = [ at [

0

O 2 dw
D Gubul=tmlo) —

k=1

Par suite, on a

Tr(7.(f)'2, (f))‘i—fl"( -7 ()

""" f "“"‘f Zoam Y () dt'l-f dwf

0 Jeen) 0

= f Z (ch(plc 1/)l(: 50)

=00 Ioe=]

dt

Z Crr( — Wk(“’)

Jos=1

dat.

En appliguant la formule de Plancherel ordinaire dans R & la fonction
de la variable ¢, on. en déduit que

Te (2, (f)* ZG)

00

T 7| S

Par conséquent les opdrateurs 2. (f) et #_(f) sont dans Z,, et on
a la formule énoncée dang 1). ]

Aingi Z ge prolonge & JA(G) par continuité, vu que V est dense dans
L}(@). On désignera encore par & ce prolongement.

Z(f))+Tr (m

d?/ = || fl%2e-

3.3. Avant de continuer la démonstration du théordme 1, nous
allons établir quelques lemmes. Mais auparavant, nous donnons quelques
formules qui nous seront utiles pour la suite et qui lient les transformations
P et F.
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PROPOSITION 1.

P(fxg) = F(£)P(g), quelles que soient f dans L'(G) et g dams L* ().
P(fug) =P(f)F (A7), quelles que soient f dans L2(G) et g dans
2(Q).
3) [2,(NT =2, (FA™) at [Z_()]* =2_(FA7"), quelle que soit f
dams I? ().

Démonstration. I1 suffit de vérifier le 1) pour des fonctions f et g
dans V, car cet espace est dense dans I’ (@) et L? (G). Soit £ une fonction
de IL*(RY). On a: :

+o0 +oo

o dadb
e = [ [
-0 0
T Fiomt| o/or T Fianbyat day dby d“d'b
= fe atf fﬁ T E (aayt)g (b, 1) i f(b;0)
) —00 0 t
+00 0o +oo oo a db
- f f gFizmbl [1/’w j j 6¥Lnb1at§(a’“1 ]f(b, a) u
—o0 0
Faisons le changement de variables défini par
a = ad,, ﬁ=b+ab1;
on obtient, puisque a;**da,db, = a*a"**dadf, que

ZL(NZ.(9)EQ)

<A [T T s 50, 2) 2o %2,

ou encore, grice théoréme de Fubini,

F (NP (9) ()
ST e e B—b o\ dadb]dadp
=vi [ [ eean| [ 100 (7"“;)7]772
-0 0 —o0 0

400 oo
—Vi f f T ()] v (8, @) et = 2 ()0
d’olt 1a formule 1). Vérifions maintenant la formule 2).
= ViF , (47f). Alors, on a
Z.(frg) (1) =

On sait que 2 (f) &(t)

= ViF (A fxg).
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Or AP (frg) = (47f)#(4

=(fxg)EQ)

—12g), done

= VIF (A7) F (A7) E(1)

PLNF (A7) E();
d’ol le 2). .
Montrons maintenant que [#, (f)]* =&, (f4~"?).

' On a, si £ et 9
gont dans L*(R%),

(L2 (DT &) = (§]24.(F)m)
+o0 koo koo o )
- f e(t)[ f j Vtexi)(%nbt)n(at)f(b,a)%]#

[} —_c0 0

ATV E ol fimae]
0 —w 0 .

En faisant le changement de variables défini par

1
eb = —~—'B—,

@ =
a a

et en appliquant le théoréme de Fubini, il vient

oo +00 00

wairem = [ [ [ ] Veexp(—sinpostanie, a sy |65

-0 0

0
- ( A"ll“ 5/,7)
done [Z_ (f)]* =2, . (f4'7). De méme on a [Z_(f)]" =2_ (F47).

3.4. Pour 6tablir quelques lemmes qui nous serviront pour achever .
la démonstration du théordme 1, nous introduisons une base hilbertienne
particulidre de L*(RY), donnée par

e, (t) = Vie "L, (1),

N
ot Ly (t) = ‘}_J

T
(k) (=0 ext le polynéme de Laguerre de degré m.
fomer s

N ot
Dautre part, adoptons la notation suivante: Pour & et # dans IA(RY),
on désigne par B, I'opératenr de mng 1 dans J*(RY) détini pan: By, 17(;“)
= (L [n)- & pout tout ¢ dans L*(R}).
Lavms 1. Soient & % 0 une fonction de L”(R:‘_) el e, un vecteur de la
base (e,). Il ewiste wne fonction f de LX(G) telle que Tr (EE,,,j.@_,_ () 0.
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Démonstration. Soit pe @(Rj) telle que E*Rjrw + 0, et choisissons -

une fonction ¢ dans & (R) telle que

e, () VEdt 0,

(R
400
[ o) Exp(t)

ce qui est possible puisque e, (f) /1/{ n’a qu'un nombre fini de zéros.
Posons f = 47p Q@4 qui est une fonetion de L'(F)NL*(G). On a

Tr (B o, 2. ()] = (#4.(f) ¢}
p e . 4 a
=of Vt[_f of 6“2’"”‘§(at)¢(b)w(a)—fdb]ej(t)—;—

+00 .
=f P (1) Exp () e; ()2 dt # 0; '
[

d’olt le lemme 1.

LemuE 2. Le sous-espace 2., (L*(Q)) (resp. P_(L2(G)) est dense dans
Vespace %, des opératewrs de Hilberi-Schmidt sur I*(RY).

Démonstration. Faisons la démonstration seulement pour
2, (I¥@)); 1e cas de #_(L*(@)) se traite de la méme facon. Raisonnons
par Pabsurde en supposant qu’il existe un opérateur de Hilbert—Schmidt
8 non nul tel que, pour tout élément f de L2(G),

7. ()8 = Tr(8*Z,(f)) = 0.

(Rappelons que &, est un espace de Hilbert.) Soit ¢; un vecteur de la
basé (e,) tel que 8*e; # 0. Fixons un vecteur ¢; de 1a base (e,), et notons
By = EEj,e,; Vopérateur de rang 1 défini par ¢; et ¢;,. Le groupe G étant
posthiminaire et =, étant irréductible, il existe, d’aprés J. Dixmier [6],
13.9.4, des fonctions intégrables g, sur @ telles que

lm{l|#; (9a) — Byl = 0.

D’aprés la proposition 1, on a &, (g2, (f)

(3.4.1) a

=2 (ga*f),

902, ()8 = @, (g.41)]8) =0

pour tout « et toute f dans L*(G). Done, puisque _
Ill?’+(9a)9’+(f)— LA < = Ejillloo 1124 (]2,

en faigant a — + oo dans (3.4.1), il en résulte que, pour toute f dans L*(@),

done

N4 (92)

<Ej1‘gj+ (f)/S> = 01
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ou encore, puisque §*H,, = By QU0
T [8* By, (f)] = Tr[Bg,0 2, ()] = 0,
quelle que goit f dans I*(G), ce qui est absurde d’aprés le lemme 1.

3.5. Fin de la démonsiration du théoréme 1. Désignons par & (R)
Pespace des fonctions ¢ sur R dont la transformée de Fourier est indéfi-
niment dérivable & supporlt compact disjoint de lorigine (autrement dit
Ge D(R) et ¢ ont nul daps un voisinage de 0, variable avec @). Il est clair
que Zo(R) est dense dans I*(R).

Soit maintenant A =« (4, 4.) un 6lément de L*(-); soit &> O.
On va montrer qu’il existe une fonction I dans I* (G) telle que |& (F) — A,
< g co qui entrafnera que #(L* (@) est dense dans I?(4), done que
P (L@ == I(-1:), vu que & est une isométrie. D’aprés lo lemme 2, il
exigte deux fonctions f, = Z Of(p,®1p ot f = 2 dh; @y, ol les ¢,

et hy sont dans &,(R) et v, eb kj dans @ (RY), telles que
12 (f) - 112_(f) = A_llls< 8/V2.
Soient @, et H; des fonctions de S (R) définies par

Allla<eV2 ot

R o) st=0
By(t) == Pi(t) : = U,
0 ft<<O,
. h(t) st 0
A
0 i t=0.
Posons

Iy (b, @) = D 6, P;(b)y;(a),
Iﬂg (b, @) = Zd,FI, Ve (@),

T Tt T,

On a, sur la détinition de &, et Z_,

P (1) - "fq () == ‘J»ﬂ(ﬁ)7
P (I = P () =P _(fa),

de gorte quo

[l (1)~ A - |2 (1) — A4+ 12- (F) - A_lIl3 < e,

ce qui achdve la démonstration. du théoréme 1,

Remarque. Tlopbrateur &, (vesp. #.) applique surjectivement ¥ (e
gur #,. Hn effet, soit & un 01)(51"(“;0111 de Hilbert—Schmidt. D’aprés le
théordme 1, il existe une fonction f dans I2(@) telle que Z(f) = (8, 0);
autrement dit &, (f) = 8.

§ — Studin Mathematica LIL2


GUEST


152 I. Khalil

4. TRANSFORMATION DE FOURIER DES CONVOLUTEURS

4.1. En analyse harmonique commuitative, on sait qu’a un convoluteur
sur un groupe abélien localement compact, on fait correspondre une
fonection mesurable bornée sur le groupe dual. De méme, dans la situation
du groupe G des transformations affines de la droite, on va attacher 4 un
convoluteur de L2(@) un élément bien défini de L®(-:), et réciproque-
ment.

Nous noterons OV, (@) Iespace de Banach des convoluteurs de I* (&),
encore appelés pseudo-mesures sur @, c'est-d-dire des opérateurs bornés
de I*(@) qui commutent aux translations & droite. Cet espace est celui qui
était désigné par VN (G) dans P. Eymard [9], ol I'on montrait que, dans
cet espace, les topologies faibles et ultra-faibles des opérateurs coincident.
11 est l’espace de Banach dual de I’algébre de Fourier 4(@). De plus, on
sait, d’aprés le théoréme de densité de Kaplansky, que P’ensemble des

f de I'(@) telles que |flloy, <1 est faiblement dense dans la boule unité,

de OV ,(G). De plus, cette boule-unité est un espace compact et métrisable
pour la topologie faible.

- TaiorEME 2. Pour tout convoluteur T de I*(@), il ewiste un couple
(g: LI, F (1)) @opérateurs bornés de Lz(Ri), et un seul, tel que, quelle
que soit f dans I* (@),

(4.1.1)

P (Txf) =F (D), Z(Ixf) =F_(D)Z_(f)-

Dapplication T+> FT = (F, (T),F (1)) ainsi définie est un isomor-
phisme de Valgébre de Bamach OV ,(Q) sur Valgébre de Banach L™(4).
Elle prolonge la tramsformation de Fourier & déja définie (cf. (3.1)) sur
IN@). De plus elle transporte sur L™ (+-) la topologie faible de OV 4(G) en la
topologie faible de dualité avec L'( ).’ .

Démonstration. 1) Soit T dans CV,(G) et soit (g,) une suite dans
L' (@) telle que :
i) [gnllov, < 1 Tlor,
ii) Les g, convergent faiblement (donc aussi fortement, car on reste
dang une boule) vers 7 dans CV,(G).

Les opérateurs &, (g,) (resp. #_(g,)) restent dans la boule B de £,
de centre 0, de rayon |T]loy,, €ar |g,llay, nlest autre que sup,||[w(gn)ll,
oL = parcourt ’ensemble de toutes les représentations unitaires continues
de @ Donc il existe une suite extraite (g, ), et deux opérateurs bornés
8, et S_ dans I'(R%), appartenant & B, tels que

8, = lim'g;+(gni) et 8= limg;—(gni)v
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pour la topologifa faible opérateurs dans I*(RY). Pour toute fonction f
dans I*(6), on a, d’aprés la proposition 1 '
Py (@n;*f) = F L (90) P ()3

d’olt Pon tire, en faisant i— -+ oo,
(4.1.2) P (Txf) = 8,2,(f).
. 2) Monftrons que le couple (8., S_) satisfaisant (4.3.1) est uéées-
sairement wunique. En effet, si f est dans I*(@), on a
‘SJ:J/_[:(f) = S;_gd:(f>’
alors, puisque #, et #_ sont surjectives d’aprés (8.8), pour tous vecteurs
&,y dans I*(RY), on aura

; = = 8 -
‘D'S'ifa'fi - Sﬂ:EE,n = Sﬂ:Ee,n = E»S":him’

3) Notons désormais #(T) = (# (1), .z'F_(T)) = (8., 8_). Par con-
struction méme de #, il est clair que la transformation & prolonge & OV 4(G)
celle qui était déja définie sur L'(G).

4) Soit T' un élément de OV,(G), on a

1 (Do = Max [} 1 (T[] 1 — (D)|]]o] < 1T Nlorp,

Comme on I’a; déja remarqué au 1) (84 et S_ sont dans la boule B).
Réciproguement, si f et ¢ sont dans I*(@), on a d’aprés le théordme 1,
KTxfy 3| = I[2(T+f)2 (@] = I[F (D2 ()2 (9)]]

< NF (D2 (M2 (9l
quantité qui est majorée, d’aprés (2.2.1), par

17 TN 12 (P22 @llz = 17 L oo 1 | 2@ 19l 22y »

d’ott inégalité: 1T, < 1% (T)llo-

5) Montrons que # applique OV.(G) surjectivement sur L®(+).
Bi A = (d,, A‘“) appartient & L%(-), notos M, opérateur, borné et
de norme (4|, de multiplication par A dans I*(--): M 40, U) '
= (AU, 4. T_), pour tout couple d’opérateurs U, et U de Hilbert—
Schmidt sur I*(RY). Posons T =& 1M 2. (Pest un opérateur linéaire
continu sur L*(6). Montrons que c'est un convolutenr. Bn effet si g, esb
la masse unité an point se @, on a, pour toute f dans I* (@),

T(frey) =P M4 (frey) =P M 4P (f)F (47 e,
=P THAP ()F (47 )] = 77 [P (Tf)F (477 ,)]
= P[P (Tfwe,)] = Tfws,.
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Sur la définition: T =2~'M 2, il est clair que, pour toute f dans
TIXG), Z(T+f) = AZ(f); donc A =& (I). Aingi # est surjective.

1l est évident, d’autre part, sur la caractérisation (4.1.1) que & (T +T'y)
= F(Ty) +F (Ty), ¢t F (T, Ts) = F (T,)F (T;). On a done bien un isomor-
phisme d’algébres de Banach. :

6) Montrons enfin Passertion concernant les topologies faibles. 8i T
appartient & OV ,(@), et si f et g sont dans L*(G), on &

(T, gxf> = (Iflg) = [P(TH 2 ()] = D) T2(2.(THZ . (9)")
E .
= Y r(F (D2 (NZ.0)) = [FT,2(NZ(9)").
£

Or toute fonction de A (&) s’écrit sous la forme g f (cf. P. Wymard [9]),
et tout élément de T( L) est le produit de deux éléments de L*(4), done
géerit gous la forme 2 (f)#(g)*. Le transfert des topologies faibles s’en
déduit immédiatement.

Remarque. La représentation . Gtant irréductible, P'algbre de
Von Neumann engendrée par les z (f), lorsque f parcourt I'(®), est
exactement £ (I*(R})). A Dlaide du clasique théoréme de Kaplansky,
on peut énoncer que, si § ¢ & (L*(RY)), il existe une suite f,« L* (&), telle que

a) |llwy (FII < 18], et telle que

D) 7, (f,) converge faiblement dany & (L*(RL)) vers 8.

D’aprés le théoréme 2, on voit que, dans cet énoncé, on peut méme
remplacer le a) par Pasgertion apparemment plus forte a)’ ||fulop, < [IIS]]1.

5. CARACTERISATION DE A(¢) ET DES ESPACES A, ET A _

Soit A (@) (resp. B(G)) L’algébre de Fourier (resp. de Fourier—Stieltjes)
de @, définies et étudiées par P. Bymard dans [9]. Rappelons que B(@)
est Dalgébre des combinaisons linéaires de fonctions de type positif sur &,
munie de la norme d’espace de Banach dual de (L'(&), |]-HW2), et que
A (@) est la sous-algébre de Banach de B(¢) engendrée par les fonctions
continues de type positif 4 support compact. D’autre part 4 (&) est exac-
tement Pensemble des fonctions de la forme f+g, olt f et ¢ sont dans I* (@),
et, si ue A (@), on peut méme choisir f et g dans L*(@) telles que

w=pfrg et lulye = flalglls. .

On considére aussi les sous-espaces de Banach A,,+ et A4, engendrés
dans B(G) par les coefficients de =, et m_ respectivement (cf. G. Arsac [1]
pour une étude générale des espace A.).

On va montrer que A (@) g'identifie par transformation de Fourier
4 Pespace L'( ) avec égalité des normes, que 4, L et 4, sont des sous-
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espaces fermés de A (@) et que A(G) =4, @4, . On verra méme que
A, + et A, sont des algébres de Banach. Des résultats intéressants en
découlent. Signalons que G. Arsac a démontré indépendemment par des
méthodes différentes que 4(@) = 4, . ®4,_.

THEOREME 3.

1) Soit 8 = (8., 8_) un élément de L' (), e soit u la fonction sur G
définie par

w(®) = Tr{m, (®)8,)+Tr(x_ (@) 8_).

Alors u appartient & A(G), et on a: |[u] 4 = 8.

2) L'application F: S+>u ainsi définie est un isomorphisme (4 espace
de Banach) isométrique de T'( 1) sur A (@), dont la transposée est Vopérateur
de Fourier F de OV o (@) sur L™ ().

Démonstration. 1) Montrons que u appartient & 4 (G). Pour cela,
on va vérifier que u §’écrit comme produit de convolution de deux fonctions
de I*(@). Soient

8, =U,V, e S_=0U_V_

la décompogition polaire de S, et. S_, o U, et U_ sont des opérateurs
partiellement isométriques, ¥, et V_ des opérateurs hermitiens positifs
(Vy =18,1, V. =|8_]). Les opérateurs S, et S_ s’écrivent aussi sous
la forme ‘

8. = U, VeV, 8 =TU_VHye,

Mais U, Vi? et VI sont dans Pespace &, des opérateurs de Hilbert-
Schmidt. En effet, on a

Tr (VEV(VE) = Tr(841#18,1"") = Tr(I8.1) < + oo,

car 8, est dans ;. D'autre part, comme U, e %, alors U, VY2 est un
opérateur de Hilbert—Schmidt. Il existe done, d’aprés le théoréme 1, deux
fonctions f et ¢ dans (@) telles que

P(f) = (U+V¥27 U_ V]-{2>7

2(g) = (VI V1D,
de sorte que

By =& (P.(9) et 8.
Done la fonetion u s’éerit encore
(@) = Tr(m,. ()2, ()2, (9)) + Tz (- (@ 2_ (N Z_(9))
= Ty (9"+ (ex*f)Z (¢)) +Tx (P (exxf)2_ (9).
Done, @’aprés (2.2.2) et le fait que 2, (9)* = 2, (9), ona
w(@) = [P (exx[)|Z(N)].

P (F)2_g).
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Gréace 4 la formule de Plancherel, il s’ensuit que

@) = {eg*f, §> = g"‘f(w)y
c’est-a-dire que u appartient & 4 (G).
Montrons maintenant que ||y q < |8, ce qui entrainera que 7
est continue. En effet, par construction, on a § =Z(f)?(g) et u = g« f.
De plus; on a
2 (@)lla = (HVLE+ 7225

= (Tr(V..)+To(V_)"

= (Vs VIR = 0841, IS_DIR" = IS13”
et aussi, puisque U, est partiellement isométrique
12 (Hlls = [TV, < [V, = [ISI3".
Dong, il s’ensuit que
el e < lgllz2ey 1Tz = 122 (9Nl ()l << fl4ll-

2) En identifiant (cf. P. Eymard [9]) Pespace de Banach dual de
A(G) avec OV,(@), pour voir que # est un isomorphisme isométrique,

il suffit de vérifier que ' =&, ol 'F est la transposée de &, et ol F est
Popérateur de Fourier de OV ,(G) sur L°(4), lequel est un isomorphisme

isométrigue d’aprés le théoréme 2. Pour ce faire, montrons d’abord que

‘% =& sur I'(@). Soit donc une fonction f de L&), et soit § = (8, , 8_)
un élément de L'(4). On a
[8,'F ()] = F (8), 1>
= ff(w)Tr(n+(w)S+)dw+ ff(w)Tr(n_ (z)S_)dx
¢ it :

= Tr(m, (f)8,) +Tr (v_(f)8.)
=By mp (P87 ()
= [,S',gv“f],

done [8,'F ()] = [8,#f], ot 'F(f) = F(f), vu Parbitraire de § dans
I'(4). Il ne nous restre qu’s vérifier que ' (T) =F(T) pour tout T
dans OV,(@). Mais ceci est évident, puisque, F Gtant continue, ‘T est
continue pour les topologies faibles (cf. Bourbaki [2], § 4, n° 2, corollaire
de la proposition 6) et puisque L'(§) est faiblement dense dans CV,(&).
On conelut & 1'aide du théoréme 2.

THEOREME 4.

1) Lapplication F . : 8%, (8) définie par F ., (8)(@) = Tr (w, (a)5)

est un isomorphisme (d’espace de Bamach) isomélrique £, sur A, L
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2) Le méme énoncé vaut en remplagant partout m, par m_ e F . par F_.

3) On a A(G) = 4, (@) @4, _(6).
De plus, 8i u = U+ Uy, avee u, dans A,,*_ et U dans A, _, on a: |lu| 4
= [ [|%a]l 4 -

Démonstration. D’aprés le théoréme 3, on a
llulle = (85 0)lly = Tr(I8]) = [|8lls,
done & + est isométrique. 8i § == B, , est de rang un, on a

[# . (8)](@) = Tr(w, (@) BL,) = (v (@)&/n),
done F +(8) appartient & 4, . Or les opérateurs de rang un forment un
ensemble total dans %;, et les coefficients de x, forment un engemble
total dans 4, . Done &, applique isométriquement &, sur 4, . Méme
démonstration pour m_.

Le 3) résulte immédiatement du théoréme 3. En effet ce théoréme
permet d’éerire toute u de A(G) sous la forme u == u;+ #s, avec uye 4, ,
Uge A, et [lul] = [ -|lugl]. Mais de plus la somme est directe, car les
représentations v, et »_ sont digjointes, done 4, N4, = {0} (cf. G. Arsac

[1])-
Comme application de ce théoréme, on retrouve, compte tenu du
théoréme 2 de G. Arvsac [1] un résultat bien connu, & savoir:

COROLLAIRE. La représentation réguliére gauche de G est somme hil-
bertienne de représentations équivalentes chacume & m, ow z_.

TrSoriME B. Les espaces A, (G) e A,_(G) sont des algébres pour le
produit ordinaire des fonctions.

Commencons par un lemme de caractérisation de A

Lemue 1. Soit w une fonction définie dans @. Pour que u appwmenne
@A, , il faut et 41 suffit qu'il existe fe I*(G) et g I? (@) telles que

(1) w=gxfy P_(f) =0; Z_(g)=0.

Démonstration. a) Supposons qu'on ait (1) et posons § =2 (f)Z . (¢)
Alors 8 est dans Zy, et, sil'on pose, pour tout ¥ dans @,

o(0) = Trlm, (0) 8] = Trlm ()2, (NP, () 471,

v appartient b .4, Qapres le théoréme 4. Mais, d’aprds la formule de
Plancherel (cf. théoréme 1), on a

v(® @) == Tr ( Lw*f gA 1/2)) - <97+(%*f ), (gA._L/o)>
= [P (ex+])|P(F ] = Legxf| G
= [9)f@)dy = gxf(0) = u(a),
Q .

done u =ve d, .
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b) Réeiproquement, soit u dans A4, "o Alorg, il existe § dans %, tel
que %(®) = Tr[x, (#)8], d’aprés le théoréme 4. Considérons la décompo-
sition polaire § = UV V™ de 8. Soient, d’aprés le théoréme 1, f et g
dans I* (@) telles que

Z(f) =(UVE,0) et 2(g) =

Alors Z_(f) =2_(g9) = 0, Z,.(g9)*
que

(72, 0).
=% ,(g) e, on montre, comme au a),

w(@) = Tr(z, (92, (/)P (9) = g+f®) C.QF.D.

Soit £, (G) le sous-espace vectoriel, dense dans I7 (@), engendré par
ey fonetions p@y, ol pe 2 (R) a son support disjoint de 0, et olt ye 2 (RY).
Soit &£ (@) le sous-espace. vectoriel engendré par les fonctions ¢ ®y, ol
de plus, le support de ¢ est contenu dans +RY . Sur la définition de 2,
et de Z_, on voit immédiatement que, si f est dans &F (@), alors Z_(f) = 0
et que, si f est dans &5 (@), on aZ, (f) = 0. De plus toute fonction f dans
F4(@G) se décompose, de fagon évidente, sous la forme f = fy4f,, ol f;
est dans & (@) et f; est dans & (G): il suffit, pour cela, dans chaque ¢ Q@
définissant f, d’écrire :

¢ =@t OUg = ‘;’XRV
ot le symbole y est pour ,fonction caractéristique’.

Lavme 2. Lespace F (@) est dense le sous-espace de L* (G
Jonction f telles que Z_(f) = 0.

Démonstration. En effet, soit une telle fonction f, et soit & > 0.
11 existe g dans 7, (@) telle que ||f —gllz2q < & Décomposons: g = g, -+ gs,
ot g, est dans & (@) et g, dans &5 (@), comme on vient de le dire. On a

”f_gan(G) = IZ{(f—g)ll. = “(-93-;- (f—g1), O)”z < H(gz+ (f~91),2- (92))“2
. =[Z—Nz = If~glzg < &
LevuMe 3. 8i f et g sont dans SF (@), alors fg est dams ¥ (@).
Cela résulte immédiatement:
1) dufait que (R’) est stable pour le produit ordinaire des fonetions;

2) du fait que Pensemble des e Z(R) & support dans R* est stable
par convolution.

Démonstration du théorédme 5. Soit A?,+ le sous-espace de 4.(G)
formé des fonections u = g« f, ol f et g sont dans & (§). D’aprés les lermes 1
et 2, A est une p'mne dense de A . I1 suffit done de montrer que,

siu =gx* f et v = k«h sont dans A 5) a,lors wv est dans A, . Or d’aprés
R. Spector [1], lemme IV.2.1, page 52, pour tout z dans G

) formé des

(g+f)- (ex D) (o fU + V(@) d,
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ol. Pintégrale vectorielle est & valeurs dans 4(@), et ol

= f(@)h(z).

Mais, pour tout 2 fixé dans @, les fonetion ¢ et x> k(xz) sont dans &F (&),
done, d’aprés le lemme 3, la fonetion #—U, () est dans &7 (G). De méme,
V, est dans &5 (@). Par suite, d’aprés le lemme 1, pour tout z fixé dans G,
la fonction U,+V, est dans 4, - qui est un sous-espace fermé de A (G).
Done la fonction

U.(2) = g(@)k(@e), V(@)

[ UV, ()ae
o

est dans 4, . C.QF.D.

COROLLAIRE. La représentation w, ®@n, (resp. n_Qm_) est un multiple
de m,. (resp. m.).

Cela découle du théoréme 5 et du théordme 3 de G. Arsac [1].

Remarque. Par F , les fonctions de type positif de A (@) proviennent
exactement des couples (8, 8_) d’opérateurs tracables hermitiens positifs
sur I*(R%). On le voit facilement en remarquant que ces fonetions sont
exactement les fa f, ol fe L2 ), et en utilisant notre transformation
de Plancherel.

6, SUR LES CONVOLUTEURS DONT L’IMAGE DE FOURIER
EST UN COUPLE D’0PERATEURS COMPACTS

Soit L#(4-) le sous-espace vectoriel fermé de L®(4), formé des
couples d’opérateurs compacts de Pespace de Hilbert L*(RY, dtft). Dans
cette partie, on se propose de caractériser I’ensemble des convoluteurs
TeCOV,(G) tels que & (T) appartienne & L% (). On montrera que cet
ensemble coincide avec celui noté PF (@) ou simplement PF,, des pseudo-
fonctions (i.e. des limites en morme CV, des opérateurs de convolution
dans L*(@) par les fe LM{(G)) qui vérifient de plus une condition algébrique,
4 savoir que lewr moyenme par le sous-groupe des tramslations soit nulle.

Jomme application, nous retrouverons un résultat bien connu (cf.
J. M. G. Fell [1], ot Nelson et Stinespring [1]), & savoir que le groupe G
nlest pas liminaire (on dit aussi COR). Plus, nous précisons le degré de
non-liminarité de @ en caractérisant Pensemble des fonetions f de L'(@)
pour lesquelles m (f) et = (f) sont des opératenrs compacts. Une autre
application intéressante est que A (G) s’identifie & l'espace dual de PH,.
Cela nous permet d’obtenir, aprés V. Flory et G. Arsac, par des méthodes
différentes - et, mous Iespérons, plus élémentaires-la décomposition de
«Liebesgue»:

B(@) = A(@)@B,(@),
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et notre théoréme précise que l'espace B, (@) est celui des fonctions #oj,
ottue B(RY), et onj(b, a) = a.

Citons, comme conséquence de cette décomposition, une caractéri-
sation trés simple des fonctions de A (G) parmi celles de B(G): une fonction
we B(G) est dans A (G) si et seulement si u tend vers zéro & Vinfini, autrement
dit 4(@) = B(G)n%(G). On voit ici combien la situation, de ce point de
vue, est plus simple dans le groupe G que dans le groupe R!

Notations. Soit o l’homomorphisme de I* (@) sur L' (G/N) défini par:

o(f)g f fgmydn,

). En identifiant ¥ 4 R et G/N & R, on obtient

1
o == [ f0,0®

Soit # 1'idéal bilatére fermé de L*(@) noyau de o. Soit PF, ce qui
est noté 05 (@) par P. Bymard [9], i.e. 'adhérence en norme dans % (L*(@)
des opérateurs de convolution par des fonctions de L*(@).

Désignons par PF, la sous-c*-algébre de PF engendrée par 4.

_ Pour tout T<PF, on définit un convoluteur o(7T) sur RY par:

_<6(T), uwy = (T, u,jy, pour tout ue A (R%).
. Comme ugjeB(G), eb (s = uls (ct. P. Bymard [9], 2.20) 2))
¢(T) appartient bien & OV, (RY) et ||o(T “C'Vz 1 Tlop, -
En fait, on a ¢(T)e PF(RY). En effet si des f;e I'(G) convergent en

norme d’opérateurs vers T, alors o(f;) = o(f;) eonvergent vers ¢(T) en
norme OV,, car

lo(f) = o(Dlow, = llo(fi = Dlew, < Ilfs = Lllor, -

Remarque. Les fonctions ¢®@y, ol ye A (R}), et ot pe I*(R) et
@ est nulle au voisinage de 0, forment un ensemble total dans £, pour la
norme L*(@). En effet, 'ensemble des fonctions ¢ @, o g« L*(R), §(0) = 0,
et ol pe % (RY) est total dans & (cf. P. Eymard [11], p. 104). D’autre
part, le sous-espace vectoriel des fonctions ¢ est dense dans celui des
fonetions ge I'(R ) telles que §(0) = O (il suffit pour s’en convaincre de
se souvenir que {0} est un ensemble de synthése).

TuBoriEmE 6. Soit T un élément de OV,(G). Les assertions suivantes
sont équivalentes :

i) #(T) est un couple d’opératewrs compacts dans Vespace de Hilbert
L*(R}); '

ii) T est une pseudo-fonction, et o(T) = 0;

iif) T' est limate en morme dans OV,(@) Qopératewrs définis par des
fonctions de J.

quelle que soit fe L*(G
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La démonstration de ce théoréme reposera sur un certain nombre
de lemmes: )

LevMe 1. La représentation w, [resp. m_] est érréductible sur S.

Démonstration. Soit ¥ un sous-espace vectoriel fermé de L*(R%)
stable par # (.#). Montrons que cela entraine que V = L*(R%) ou V = {0}.
Soit W == m, (#) V. Pour toute fonction ge L*(@) on a:

i (We WeV,

car i w = m, (flve W, alors =, (9)n, (f)v = zm (gf)ve W.
BiV # {0}, alors W s {0}. En e[*fet, soit v 0, ve V. Soit pe A (RY),
telle que

(v, 9> = vxp(l) #0. (Convolution dans RZ.)

Done v+ () # 0 quel que soit te Uy, ot U, est un voisinage de 1 dans
R . Soit maintenant pe o (R) telle que

pt) =1
Il en résulte que, si on pose f = 4™ p @pe S,

wy (f)o@t) = p)vxp (1),

done m, (f)v # 0 puisque ¢(t)v*p(t) 5 0 sur U,.

Comme W est invariant par la veprésentation =, et que W = {0},
alors le sous-espace vectoriel engendré par W est égal & L*(RY), done
V == L*(RY).

Le méme raisonnement est valable pour z_.

Lumue 2. Sott fe S, Alors F
Vespace de Hilbert I*(RY).

Démonstration. Puisque les fonetions p®v, ol we # (RY), et ol
@e & (R) s’annule an voisinage de 0, forment un ensemble total dans .,
il guffit de montrer que & (f) est un couple d’opérateurs compacts, pour
f = p®@u. Nous faisons la démonstration pour &, (f); le cas #_(f)
traite de la méme maniére. Pour cela, soit (£,) une suite bornée de Lz(Ic* )
et montrons quil existe une sous-suite (£, ) telle que F,.(f)4,, convergo
dans TA(RY). On a

pour tout te U, et ¢(0) = 0.

(f) est un couple d’opérateurs compacts dans

400 o0

Fu el = [ [ e @e0)pe) =

W .
-0 0

da db
(112

= Q) £, x(La-) (B).

La suite (£,) étant bornée, on peut extraire une sous-suite (£, 7«) qui |
converge faiblement dans I*(RY) vers &< I*(RY). Done, &, #(1/a-v) (1)
converge vers £x(1/a-y) (f) pour tout te RI..
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D’autre part, on a

19 (8) nx (Lag)” (O] < 11 apllalln e le (D] < Clo ()]

A Comme ¢e . (R) et sannule au voisinage de 0, la fonction > 0
—|@(#)* appartient & I' (R , dift). Done, grace au théoréme de convergence
dominée, la suite # (f) &, converge dans I*(R}) vers lafonction 7 (f) &.
Autrement dit #, (f) est un opératenr compact; d’olt le lemme 2.

Désignons par #%(L*(RY)) espace de Banach des opérateurs com-
pacts dans L*(RY).

LEMME 3. On ¢ F(PF,) = F_(PF,) = £%(L*(R})).

En effet, si T< PF,, d’aprés le lemme 2, &, (T) (resp. &, (T)) est
un opérateur compact, car # est dense dans PF, pour la norme d’opéra-
teurs. Done #, (PF,) = 2% (L*(R,)) et #_(PF,) = £%(I*(RY)). Récipro-
quement, puisque PF, est une c*-algébre et que, d’aprés le lemme 1,
7, (resp. m_) en est une représentation irréductible non nulle, il en résulte,
Qaprés Dixmier [3], 4.1.11, que F ( PF,) = L% (vesp. F_(PX,) = ¥%).

Levye 4. Tout T« PR, s’éerit sous la forme T =T, +T,, oww T, et T,
sont dans PRy, et telles que #_(T,) = F,(Ts) = 0. ‘

Démonstration. Soit &, (@) le sous-espace vectoriel, dense (1) dans.”,
engendré par les fonctions g @y, ot y est dans F(RY), et ot g F(R) est
nulle au voisinage de 0. Soit &F (@) le sous-espace vectoriel engendré par
les fonctions p ® ¢, ol de plus, le support de ¢ est contenu dans *ﬁi
Sur la définition de #, et #_, on voit immédiatement que, si fe y;,
onaZ_(f) =0, et si fe#;, on a F_(f) = 0. De plus, toute fonection
fe Z4(@) se décompose de fagon évidente sous la forme

F=Ffi+f,

11 suffit, pour cela, dans chaque @ @y définissant f d’6crire

ol fe FF et fre .
9 =etp,  OL Gy =Gyat.
Soit maintenant T'e PF,, et soit f,, e &, telle que
i [f, — Ty, =
Posons f, = fu+fay OU fre ST et f2e 7. On a
Ifallory = Max (17, (f)lllees 11— (£)]]]cc]
=7 Flllee = MF 4 (F)llleo < [fllor, -

(*) Car sj gsngR), g(0) =0, et si &> 0, il existe pe S (R) et 6> 0 tels que
g —olict < 2 @ () = §(0) pour [t < 8, $(#) = 0 pour || > 1/4.
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Done f. converge en norme OV, vers Ty e PF, et, comme F_ ( Ay =0,
F_(T,) = 0. De méme fi converge en norme CV, vers T,e PF,, et
F,(T,) = 0. De plus, on a T = T,+T,. En effet,

N — Ty — Tollow, < 1T —Fallov, +I1Ts ~fallov, T2 = Tallow,

ot los termes du membre de droite tendent vers 0 lorsque m — oco.

Démonsgtration du théoréme 6:

ifi) = i) résulte immédiatement du lemme 2. Montrons que i) = iii).
Soit F(T) = (8,,8_) wun couple d’opérateurs compacts. Il nous
faut montrer que T ePI,. Les opérateurs 8, et S_ étant compacts,
il existe, d’aprds Je lemme 3, UePT, et Ve PF, tels qué & +(O) =8, et
F_(V) = 8_. Daprés le lemme 4, U et V g’éerivent sous la forme

U= U +U, U, et UyePF, et tels que F (D)= ,(Uy)
: et F_(Uy)=0,

V == Vy+ Vs, Vi et Vye PT, ot tels que #_(V) =F_(Vy)
et #,.(V,) =0.

Soit 1" = U, +V,ye PT,. On &
F,.(T") =% (U) =g (U) = Sy
F_(T) =F_(Vy) =F_(V) =8_,
done #(T") = F(T), Qo T = T'¢ PFy vu que F esh injective.

iif) = ii). En effet, si T est limite en norme OV, de fonctions fje7,
il en. résulte que o(f;) converge en norme vers o(T). Or o(f;) =0, donc
o(T) = 0.

*ji) == iii). Soit 7' une pseudo-fonetion telle que o(T) =0. 8i T
n’appartenait pas & PF,, il existerait, d’aprés le théoréme de Hahn-Banach,
une fonetion ve B(G) telle que

(T,v> #0 et (8,;v) =0 pour toub Se PF,.

On va montrer que la fonction v(b, a) ne dépend que de c’est-a-dire
que v == 140 ], OW Ue B(R}) et j(b,s) = a, ce qui entrainera une contra-
diction, car d’aprds la définjtion de o(T), on aura

(T, uy = (T, wody = (Tyvy = 0.

Comme Vensemble des fonctions g —p, ¢, ol ge L'(@), et bye N, appar-

tient & f, il g'ensuit que :

+00 oo
Sl da db
{0y g —p 0> = ( J v(b, a)[g(b, @) —g (bt b, “)]—;z“' = 0

— 0 '

400 o0
> da
j f gb, a)[u(b, a)—u(d—by, a)] —5 db,
-0 0
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done u(b, @) = u(b—by, a). Ainsi u (b, a) ne dépend que de la variable a,
et cela achéve la démonstration du théoréme 6.

CoroLLAIRE. Soit fe L'(G). Les opérateurs =, (f) et m_(f) somt com-
pacts si et seulement si fe .

Cela découle du théoréme 6 et du fait que PF,NL' =.7.

APPLICATION. Le groupe affine de la droite n'est pas liminaire.

En effet, si fe L' et f ¢, alors =, (f) n’est pas compact.

Prorosrrion 3. D'espace de Banach dual de PF, s'identific & Valgébre
de Fourier A(Q), par Vaccouplement (T, u)> de dualité enire A(G) et OV, (@),
dest-d-dire celui qui prolonge Paccouplement (f, uy = f fl@)u(x)de entre
A(G) et IMG). -

Démonstration. Observons d’abord que le dual de L% () est
L}(4), car, d’aprés J. Dixmier [9], p. 389, le dual de %% est Tespace
des opérateurs nucléaires #,. Tci L% (4-) est le sous-espace de Banach
de L™ (1) des couples d’opérateurs compacts de I’espace de Hilbert 12 (R* )
et #(PF)) = L¥(L) d’apres le lemme 3 et le théordme 6. De plus la
transformation de Fourier #: PF,—>L%(+) est un 1som01phlsme isométri-
que. D’autre part, on a vu au §5 que D’application & : I )4 (@) est
un isomorphisme isométrique dont la transposée est l’opérateur de Fourier
F: OV, (@)—L*( £). De sorte que, si on pose M = (F ) -t l’a,pphcatlon
N = ’9’ o est un isomorphisme isométrique de A (&) sur (PI’(,) En outre,
on a N(u) =wu pom tout ue A(G), car

(N (u), Ty = CFoM(w), T = [M(u),#(T)] =T, uy,

[ M (u), # (T')] étant le crochet de dualité entre L’( +) et I#(4). C.Q.F.D.
THEOREME 7. On a la décomposition B(G A(G‘)@B (@), ot By(G)
est Vespace de Banach des fonctions woj, ot u 'vame dans B(RY), et (b, a) = a.
Démonstration. L’espace PF, est I’adhérence en norme OV, (G)
des fonctions g—g, olt ge L'(@) et be R. Par conséquent, dans la dualité

entre PF et B (@), l'orthogonal de P, est 'ensemble des fonetions ue B(&)
telles que, pour toute ge L'(@), et pour tout by« R,

400 oo
. da db
[9(b; @)= g(b+bo, a)]u(y, @)
~0 0
P a db
= [ [ ov ame, o-up—s, an L o,
o 0
Ainsi (PHo)* = B,(¢) = I'ensemble des u(b, a) appartenant & B(@)

qui ne dépendent que de la variable a.
Soit alors we B(Q); elle définit une forme linéaire continue sur PF,
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done, par restriction, sur PF,; d’aprés la proposition 3, cette restriction
& PF, provient d’'une fonction ve A (@), telle que, pour tout T'< PF,,
; Tyoy =<Tup.

Posons w = % —v; la forme linéaire définie par w sur PF est orthogo- ~
nale & PF,, done appartient & B, ce qui prouve que B(G) = A(G) + B,y(G).
Maig A4 (G)NBy (@) == {0}, car les fonctions de 4 (@) tendent vers 0 & I’infini.
Done la somme est directe.

Comme conséquence de ce théoréme, citony une caractérisation
simple et curieuse des fonctions de A (@) parmi celles de B(G). De fagon
préeise: )

COROLLAIRE. On a A(G) = B(Q)N%(G).

En effet, soit # une fonction dans B(G)N%,(G), et soit u = u,+ u,
sa décomposition de Liebesgue, olt u e A (G) et u e B,(G).

On a %, = 0, car pour chaque ae Rf; on a (b, @) = u,(0, a) quel
que goit b, et hm Ug(b, a) = 0.

Remdrque 1. Restrelgnons au sous-groupe N des translations la
décomposition B(G) = 4 (@) @B,(G). Nous obtenons le fait remarquable,
déjh signalé par V. Flory [1] que les restrictions & N des fonctions de
B(G) sont réduites aux fonctions de 4 (N) plus les constantes; ceci précise
notablement le contre-exemple de Dounady (cf. P. Eymard [9]) sur I'impos-
gibilité d’étendre un caractére non trivial du groupe N en une fonction
de B(@). .

Remarque 2. Si I' est un groupe abélien localement compact, eb
8i & est son groupe dual, la classique décomposition de Lebesgue M'(I")
= IMI)@Mi(I") des mesures 'bornées sur I' en mesures absolument
continues et mesuves singulidres donne lieu par transformation de Fourier

B(@) = A()D B,(6),

dont notre théoréme 7 fournit, dans le cas du groupe G des transformations
x> ax--b, un analogue non abélien. Oe qui est remarquable ici, c’est
que la partie ,singulidre” B,(G) est une algébre, alors que dans le cas
abélien il & 666 démontré (cf. R. Salem [22], J.-P. Kahane [18], Hewitt
ot Zueckermann |16]) quil existe des mesures singuliéres 4 dont le carré
de convolution w+*u est absolument continu. En un certain sens, la situa-
tion ici est done beaucoup 1)111& simple, d’autant plus que les fonctions
u ysingulidres” gont iei caractérisées par la condition élémentaire d’8tre
congtantes sur les classes de G modulo N.

V. Flory [14] d’une part, et G. Arsac d’autre part, ont donné en
général des descriptions de la décomposition de Lebesgue de B(), le
premier par des critéres analogues & ceux de R. Dosy dans le cas abélien
(cf. V. Flory [14]), le second en utilisant la notion de représentation
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. digjointes de la représentation régulidre. Il serait facile de voir que notre
décomposition de Lebesgue coincide avee la leur, quoique le principe de
notre démonstration en soit tout & fait différent. Faisons-le pour la carac-
térisation de Doss-Flory: il suffit de montrer que, si ueBy(@) = B(R}),
ie. si uwe B(G) ne dépend que de la variable a, alors, pour tout e > 0 et
tout compact @ de @, il existe des g, en nombre fini dans G-@ et des ¢, C
tels que:

= [ull g —¢-

o, <1 et | Y eu(g)

| X eatan

T’isomorphisme canonique entre B,(G) et B(RY) est en fait une isométrie
(cf. P. Bymard [9], (2.26)). Done, par définition de la norme de % dans
B(RY), il existe des a,c R} et des ¢, C en nombre fini, tels que les deux
inégalités ci-dessus soient vérifiées avec g, = (0, a,). Mais ces g, pourraient
&tre dans @ ; il suffit de les remplacer par des (b, a,), ot |b| est suffisamment
grand, pour que les (b, a,) ne soient plus dans @, ce qui ne change pas les
deux inégalités désirées.

Remarque 3. Dans le cas du groupe des transformations x — az ¥,

nous montrons trés simplement un analogue du ,lemme des translatées’
de Helson (cf. W. Rudin [21], 3.5.1.).

PrOPOSITION 4. Soit w une fonotion de B(@), et soit (x,) wune suite

dams @ telle que lima, = oco. Soit uye B(G) telle que la suite (;, u) converge

n .
simplement (resp. faiblement powr o(B,PF)) vers uy. Alors wu,e By(G).

Démonstration. Soit 4 = v-+w la décomposition de u, ol ve A(G)

et we By (G).

On a , % =, v+, w. (On remarque que B,(G) est stable par trans-

lation.) Comme ve 4(@), done tend vers zéro & Vinfini, on voit que , v
converge simplement (resp. faiblement, car (f, , v = f+v(®,) et fxe A(G))
vers 0 quand n tend vers I'infini. Ainsi u, est limite simple (resp. faible)
des , w. Le fait que , w ne dépend pas de b passe immédiatement i la
limite simple, donc u,e B,(G) dans ce cas. En ce qui concerne la limite
faible, c’est trés facile aussi, car quelle que soit fe (@), et quel que soit
be R, si %, = (b, @)

s wnw> =<, an'w> = ([, ba,nw>
= fy a0 = oy 5, w0

tend, lorsque n — -+ oo, d’une part vers {f, u,), d’autre part vers {f, yu,>.
Ainsi 4, = zu,, done u;e By(G).
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