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Uber Fixpunkte kompakter Abbildungen in topologischen
: Vektorrdumen*

von

SIEGFRIED HAHN und KARL-FRIEDRICH POTTER (Dresden)

Wir betrachten in dieser Arbeit reelle und separierte topologische
Vektorrdume. Die topologischen Begriffe richten sich dabei vor allem
nach Bourbaki [3]. Ist 4 eine Teilmenge eines topologischen Raumes,
50 bezeichnen wir mit d4 den Rand, mit A die Abschliefung und mit
int(4) das Innere von A. BHine Abbildung f von einem topologischen
Raum X in einen topologischen Raum Y heilit kompakt, wenn f stetig
und f(X) eine relativ kompakte Teilmenge von Y ist. Eine Abbildung
% von einem topologischen Raum X in einen topologischen Vektorraum
T heiBe finit, wenn h kompakt ist und k(X) in einem endlichdimensionalen
(linearen) Teilraum von F liegt. Bine Teilmenge Z eines topologischen
Vektorraumes F wird euldssig genannt, wenn es zu jeder kompakten
Teilmenge K von Z und zu jeder Nullumgebung V aus F eine finite Abbil-
dung h: K—Z gibt, so daB #—h(z)eV fir alle z<K gilt. Ist speziell Z
= K, so heiBt der topologische Vektorraum F zuldssig. Eine Teilmenge
M eines topologischen Vektorraumes F heilt beschrinkt, wenn es zu jeder
Nullumgebung V aus ¥ ein o > 0 gibt, so daB M < oV gilt, finit beschrinkt,
wenn der Durchschnitt von M mit jedem endlichdimensionalen (linearen)
Teilraum von B beschrinkt ist. Dementsprechend wird cin topologischer
Vektorraum als lokalbeschrinkt bezeichnet, wenn er eine beschrinkte
Nullumgebung besitzt, als lokal finit beschrinkt, wenn er eine finit beschrink-
te Nullumgebung hat. Wir nennen eine Teilmenge § eines Vektorraumes
sternformig, wenn (0,1)8 < § gilt. Eine Nullumgebung W eines topolo-
gischen Vektorraumes heilt einfachberandet, wenn (0, 1) W < int(W) gilt.

Die Arbeit behandelt hauptsichlich Existenzaussagen fiir Fixpunkte
kompakter, nicht notwendig lineaver Abbildungen, deren Definitions-
bereich eine Teilmenge eines topologischen Vektorraumes ist. Mit

* Die Arbeit ist ein Teil der von der Fakultit fir Mathematik und Naturwissen-
schaften der TU Drosden angenommenen Disgertation [7].
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einer einheitlichen Vorgehengweise werden eine Reihe neuer Existenz-
sitze hergeleitet, die viele bekannte Fixpunktsitze als Spezialfille
enthalten. i ) .
Einer der ersten allgemeinen Fixpunkigétze in unendlichdimensionalen
Réumen, der ohne cine Lipschitzbedingung auskommt, ist der bekannte
Satz von Schauder [22], der fiir eine kompakte Selbstabbildung f einer ab-
geschlossenen Kugel eines Banachraumes die Bxistenz eines Fixpunk-
tes sichert. Rothe [21] schwiicht die Voraussetzung des Schauderschen

Satzes ab, indem er statt der Selbstabbildung tiir f nur forderte, daB -

f(OK) < K gilt, wobei K wie beim Satz von Schauder eine abgeschlossene
Kugel eines Banachraumes ist. Eine weitere Abschwichung der Vorausset-
zungen wurde von .Altman [1] vorgenommen, der an die kompakte
Abbildung f fiix die Existenz eines Fixpunktes dic folgende Forderung
stellte: '

Fir alle zedK gelte ||f(x)—a|2 = |If (@) —]l|.

Alle diese Sitze gelten fiir normierte und zum Teil fir lokalkonvexe
Riume. Oft ist es jedoch von Interesse, auch fir nicht notwendig lokal-
konvexe topologische Vektorrdume Fixpunktaussagen zur Verfiigung
zu haben. Dazu gibt es bisher relativ wenige Ergebnisse. Beitrige dazu
lieferten z.B. Klee [12] und Landsberg [14], die den Schauderschen Satz
fiir zuldssige topologische Vektorrdume bewiesen.

Als wesentlichstes Ergebnis unserer Arbeit erhalten ‘wir den folgen-
den Satz:

Bs sei B ein zulissiger topologischer Vektorraum, W eine abgeschlossene
Nullumgebung in E und f eine kompakte Abbildung von W in E mit der
folgenden Bigenschaft: Aus f(ax) = ox fiir edW folge a<< 1. Dann hat
f einen Fizpunkt.

Dieser Satz verallgemeinert eine Aussage von Yamamuro [23], der
den Sachverhalt fiir lokalkonvexe topologische Vektorriume bewies und
ein Ergebnis von Landsberg [14], der fiir W eine abgeschlossene und ein-
fachberandete Nullumgebung forderte.

Speziell folgen aus unserem Ergebnis sémtliche oben zitierten Fix-
punktsitze.

Ein wesentliches Anliegen der Arbeit ist es, beim Beweis aller Aussagen
ohne den Begriff des Abbildungsgrades auszukommen, der von Altman,
Rothe mmd auch Yamamuro als wichtigstes Beweishilfsmittel benutzt
wird.

Der Beweisgedanke zerfallt in drei Teile. Zuerst wird der allgemeine
Sachverhalt fiir endlichdimensionale topologische Vektorrdume bewiesen,
wobei einfache Homotopiebetrachtungen angestellt werden. Dann werden
geeignete Approximationssitze aufgestellt, mit deren Hilfe schlieBlich
die Aussagen iiber finite Abbildungen auf beliebige kompakte Abbil-
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dungen ‘Ubertragen werden. Mit Hilfe dieses Beweisgedankens erhielten
Landsberg und Riedrich in [14], [15], [20] sehr allgemeine Fixpunkt-
und Eigenwertaussagen. Die wichtigsten Ergebnisse der Arbeit werden
durch Anwendungsbeispiele veranschaulicht.

1. Fixpunktaussagen fiir kompakte Abbildungen in endlichdimensionalen
topologischen Vektorrdumen. Wir beginnen diesen Abschnitt mit einigen
Vorbetrachtungen iiber kompakte Vektorfelder in endlichdimensionalen
Raumen. .

Sei E ein endlichdimensionaler topologischer Vektorraum, X < H
und f eine kompakte Abbildung von X in E. Dann ist die Abbildung F
= Iy —f (Ix bezeichne die Einschrinkung der identischen Abbildung
I von F auf die Menge X) eine Abbildung von X in B, die wir auch als kom-
paktes Vektorfeld bezeichnen. Das kompakte Vektorfeld F heilt nwll-
stellenfrei, wenn f(x) #  fiir alle we X gilt. Zwei nullstellenfreie kompakte
Vektorfelder F = Ix—f und G = Iy —g heiBen homotop, wenn es eine
kompakte Abbildung b von X x [0, 1] in B mit h(w, {) o fir alle z¢ X,
te[0,1] gibt, die den Beziehungen h(z,0) = f(z) und k(z, 1) = g(z)
gentigt. .

Viele Probleme der nichtlinearen Analysis (vgl. Granas [5], Klee
[12]) lassen sich aunf Homotopieerweiterungssitze zuriickfiihren. Wir
bendtigen einen bekannten, von Granas [5] stammenden Satz dieser
Art.

HOMOTOPIEERWEITERUNGSSATZ. Sei B ein Banackraum, X eine Teilmenge
von B und X, eine abgeschlossene Teilmenge von X. Ferner seien F,
= Iy —fy wnd Gy = Iy —g, wwei nullstellenfreic kompakie Veliorfelder,
die X, in B abbilden und die zueinander homotop sind. Lift sich Fy zu einem
nullstellenfreien kompakten Vekiorfeld F auf ganz X erweitern, so lift
auch Gy eine solche Brwetterung G zu, die auferdem zu F homotop- ist.

Dabei sprechen wir von einer kompakten, nullstellenfreien Erwei-
terung F des Vektorfeldes Fy von X, auf X, wenn eine kompakte Abbil-
dung f von X in F existiert mit f(z) # z(xeX) und f(z) = fy(2) (weX,).

Hrrrssarz 1. Sei B ein Banachraum wnd W eine abgeschlossene Null-
umgebung in E. Dann besilzt das auf OW definierte nullstellenfreie, kom-
pakte Vektorfeld Iy, = Iz — o keine nullstellenfreie kompakie Brweiterung ouf
ganz W.

Beweis. Angenommen, F wire eine solche Erweiterung. Dann wiirde
eine kompakte Abbildung f: W->E existieren, die auf W keinen Fixpunkt
hat und auf W mit der Nullabbildung iibereinstimmt. Dann wird

durch

2 W}
T(m) _ f(ac) Ze
0, e EN'W
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eine kompalkte Selbstabbildung des Raumes I geliefert. Diese kann offen-
sichtlich keinen Fixpunkt haben, was nach dem Schauderschen Fixpunkt-
satz unmoglich ist. m .

Wir konnen nun einen fiir die vorliegende Arbeit grundlegenden
Txistenzsatz fiir Fixpunkte kompakter Abbildungen in endlichdimen-
sionalen topologischen Vektorriumen beweisen. Dieser Satz wurde von
Yamamuro [23] sogar fiir lokalkonvexe Réume bewiesen. Jedoch wurde
der Beweis unter Benutzung des Begriffes des Abbildungsgrades gefiihrt.
Wie unser Beweis zeigh, braucht man dieses relativ komplizierte Ililfsmit-
tel fiir den endlichdimensionalen (und auch fiir den normierten) Fall
picht zu verwenden. In Abschnitt 3 iibertragen wir den Sachverhalt sogar
auf (gewisse) nicht notwendig lokalkonvexe topologische Vektorrdume,
wobei ebenfalls der Abbildungsgrad nieht benutzt wird.

Sarz 1. Bs sei B ein endlichdimensionaler topologischer Veltorraum,
W eine abgeschlossene Nullumgebung in E und f eine kompakie Abbildung von
W in E mit der Bigenschaft, dap fiir jedes »<dW mil f(2) = ax die Berichung
a <1 gilt. Dann besitet f einen Fixpunkt. )

Beweis. Angenommen, f habe keinen Fixpunkt. Wir zeigen, da8 dann
ein Aye (0, 1) und ein 2,e0W mit #, = A f(@,) existieren. Wire nimlich fiir
alle Ae (0,1) und zedW stets & »= Af(x), so miiBte das dann auch fir alle
1e[0,1]und 20 W wegen @ = (x) und z £ o(x e OW) gelten. Damit wiirde
die Abbildung H(z,t) =2 —Af(z) (€<dW, Ae[0,1)] eine Homotopie zwi-
schen den kompakten Vektorfeldern Iy = Iyy—o wnd Igpy—fo (fo bo-
zeichne die Binschrinkung von f auf 8W) liefern. Da das Vektorfeld
Iy —fo eine nullstellenfreie Erweiterung auf ganz W besitzt (ndmlich
Iy —f), miiBte sich nach dem Homotopieerweiterungssatz von Granas das
Vektorfeld I, ebenfalls nullstellenfrei auf ganz W erweitern lassen,
was im Widerspruch zu Hilfssatz 1 steht. m

FOLGERUNG 1: Hs sei B ein endlichdimensionaler topologischer Vektor-
raum, U eine abgeschlossene Umgebung in I wnd f eine kompalkte Abbil-
dung von U in B. Bs ewistiere ein ae int(U) mit der Eigenschaft, daf fir
jedes ©€dT mit f(#) = am+(1—a)a die Beziehung a < 1 gilt. Dann besitet
f einen Fizpunkt.

Yamamuro beweist in [23] mit Hilfe des Abbildungsgrades cine Satz 1
erginzende Aussage. Wir zeigen nun, dafB sich dieses Ergebnis unmittel-
bar aus Satz L herleiten 148%.

Sarz 2. Bs seien B ein endlichdimensionaler topologischer Veltorrauwm,
W eine kompakte Nullumgebung von E und f eine stetige Abbildung von
W in E mit der Bigenschaft, daf fir jedes x cdW mit f(x) = ax die Bezichung
o =1 gilt. Dann besitet f einen Fizpunkt.

Beweis. Wir definieren auf W die kompakte Abbildung ¢ () = 22 —
—f(#). Sei nun g(z) = aw fiir ein #¢0W. Dann ergibt sich f(x) = (2 —a)w
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mit z<dW. Nach Voraussetzung gilt 2 —a>>1, also a < 1. Folglich besitzt
nach Satz 1 die Abbildung ¢ einen Fixpunkt, der gleichzeitig Fixpunkdt
von f ist. m

Wir wollen nun untersuchen, ob Satz 1 auch noch giiltig bleibt, wenn
die betrachtete Abbildung nur auf einem gewissen Teil der abgeschlossenen
Nullumgebung definiert ist.

Sarz 3. Es sei F ein endlichdimensionaler topologischer Vektorraum,
K eine abgeschlossene, konveze Teilmenge von F mit oe K und W eine ab-
geschlossene Nullumgebung von F. Weiter sei f eine kompakte Abbildung
von WAK in K mit der Higenschaft, daf fiir jedes zedWNK mit f(x)
= ax die Beziehung o <1 gilt. Dann besitet f einen Fizpunkt.

Beweis. Angenommen, f besitzt keinen Fixpunkst (wie man sich
leicht @berlegt, folgt unmittelbar aus dem Schauderschen Fixpunktsatz,
daB dann KnOW + @ gilt). Aus einem Ergebnis von Dugundji [4] folgt
die Bxistenz einer kompakten Erweiterung f von f auf ganz W mit f (W)
c conv (f(WNK)). Daf die Menge WN K in die konvexe Menge K abbildet,
gilt conv ( f(WNK)) = K und somit f(W) < K. Damit besitzt aber auch
die Abbildung f keinen Fixpunkt und nach Satz 1 gibt es ein fye (0,1)
und ein 2,e0W mit t(,f(zu) = 2,. Wegen oe¢ X und f(zo)eK gilt dann
10 (26) + (1 — )0 = tof(en) = 2o« . Bs gibt also ein 2 ed W NI und eint e (0,1)

1
mit f(z) = - -2y, Was im Widerspruch zur Voraussetzung steht. m
0

Oft ist es von Interesse, Fixpunktaussagen fiir Abbildungen zu erhal-
ten, die auf dem AuBeren einer beliebigen Nullumgebung definiert: sind.
So kann man dann zum Beispiel Losungsaussagen auch fir solche Glei-
chungen machen, die eine Singularitdt im Nullpunkt besitzen, indem
man den zugrunde gelegten Operator auBerhalb einer geeignet gewihlten
Nullumgebung betrachtet. In Anlehnung an eine Arbeit von Riedrich
[20] geben wir zunéchst folgende Definition.

DerrNTIoN 1. Bs sei B ein topologischer Vektorraum, X eine Teilmenge
von F und A eine Teilmenge von X. Wir sagen, daB eine Abbildung f: X—
B cine Richtung auf 4 auslaft, wenn es ein y = o aus E gibt, go daB
(@) # ty tiir alle t > 0 und alle zeA gilt.

Qarz 4. Hs sei F ein endlichdimensionaler topologischer Veliorraum,
W eine kompakte Nullumgebung von F und f eine kompakte Abbildung vorn
FNW in F, fir die Iscp—f ouf OW eine Richtung auslifpt. Dann besitzt
f einen Fizpunkt.

Beweis. Angenommen, f besitzt keinen Fixpunkt in F™\ W. Sei o # u
¢ I ein beliebiges Blement aus F. Wegen der Beschriinktheit von W gibt
e ein #ge N mit n-u=: v, cint (FN\W) fir alle # > n,. Somit ist F\W eine

" abgeschlossene Umgebung von v, (% = ), auf der f keinen Fixpunkd
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besitzt. Nach Folgerung 1 gibt es somit ein 4,¢ (0, 1) und ein @, ¢ (F\W)
cOW mit A, f(2,)—a, = 4, —1)v, (*). Fiir jedes = =mn, gehort somit
(4, —1)nu der beschrinkten Menge [0,1]-f(0W)—0W an. Daher muB
fiir n—>co 0. B. d. A. (4, —1)n—>—B, mit B, > 0 gelten. Wegen der Kom-
paktheit von W gilt dann o. B. d.A. z,—2<dW und aus der Stetigkeit
von f folgt f(x,)—f(m). Daher erhalten wir wegen Gleichung (*) die Be-
ziehung @, —f(4,) = fyu. Da u beliebig aus F gewihlt worden war, LiBt
die Abbildung Iy —f auf 6W keine Richtung aus, was ein Widerspruch
zur Voraussetzung igt. Also gibt es ein zpe FNW mit f(2)) = 2,. m

2. Approximationssiitze. In diesem Abschnitt werden einige Augsagen
bereitgestellt, die wir zu einer Ubertragung der Ergebnisse des vorigen
Abschnitts auf zuldssige topologische Vektorrdume bendtigen.

HILFssATZ 2. Bs sei B ein topologischer Vekiorraum, W eine abgeschlos-
sene Teilmenge von B und A eine abgeschlossene Teilmenge von W. Weiter
sei f eine kompakte Abbildung von W in K. Dann ist die Menge U = {z =
#—Af(&), med, Ac[a,b] mit =co < a<<b< +oo} abgesohlossen.

Zum Beweis dieser”Aussage verweisen wir auf [6] (Beweis zu Hilfs-
sabz 2). : '

DrrinirroN 2. [15] Es sel B ein topologischer Vektorraum, & eine
Menge und X' ein System von Abbildungen von ¢ in E. Eine Abbildung

f: G—=E heiBe gleichmdfBig Z-approximierbar, wenn es zu jeder Null-

umgebung V. von F ein hiye X mit f(z)—hp(2) eV fir alle 2< G gibt.

HivrssAtz 3. Bs sei E ein topologischer Vektorraum, A eine  abge-
schlossene Teilmenge von E und f eine kompakte, gleichmifig Z-appro-
ximierbare Abbildung von A in B, die keinen Fixpunkt besitzt. Damn
lapt  sich f gleichmdipig Z-approvimieren  durch Abbildungen ohne
Fizpunkt. ’

Auch den Beweis dieses Satzes findet man in [6]. Der nun folgende
allgemeine und fiir unsere Arbeit grundlegende Approximationssatz ist
in Verbindung mit Hilfssatz 3 ein wesentliches Hilfsmittel zur Ubertra-
gung ‘der Aussagen von Abschnitt 1 auf zulissige topologische Vektor-
rume.

Satz 5. Hs sei B ein topologischer Vektorraum und W eine abgeschlossene
Teilmenge von B. Weiter sei f eine kompalie Abbildung von W in H, [a,b]
ein reelles Intervall mit —oo < a < b < + oo, sowie A eine in T abgeschlos-
sene Teilmenge von W. Ewmistieren zu jeder Nullumgebung V won I eine
Abbildung hy von W in H, eine Zahl Ayela, b] und ein wpcd mit @y
= Aphy(vy) und f(2) —hy(2) eV (we W), so gibt es auch ein myed und ein
Ioe [, b] mit @, = Jof(ay).

DieseAussage 146t sich mit Hilfssatz 2 im wesentlichen so beweisen,
wie der Satz 1 aus [15] mit Hilfssatz 2 aus [15] bewiesen wurde.
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Alg Folgerung ergibt sich zu diesem Satz ein wichtiger Approximations-
satz von Landsberg, der damit in [14] zu allgemeinen Fixpunktaussagen
gelangte.

FOLGERUNG 2. Hs sei B ein topologischer Vektorrawm, W eine abgeschlos-
sene Teilmenge von B und X ein System von Abbildungen von W in H, die
alle wenigstens einen Fizpunkt besitzen. Daniv besitzt auch jede gleichmdpig
Z-approximierbare kompakte Abbildung von W in B einen Fizpunkt.

Tiir unsere Zwecke ist der folgende Spezialfall von Satz 5 wesen-
tlich.

FOLGERUNG 3. Hs sei B ein topologischer Vektorraum W eine abgeschlos-
sene Nullumgebung von B, A eine in B abgeschlossene Teilmenge von OW
und f eine kompalie, fimpunkifreie Abbildung von W in H. Ewistiert zu
jeder Nullumgebung V von B eine Abbildung hy von W in E, ein zped
und ein Ape (0, 1) mit @y = Aphy(2y) und f(z) —hp(z)eV fir alle ze W,
so gibt es auch ein xye A und ein Aye (0, 1) mit 2, = Aof (o). )

Beweis. Satz 5 sichert die Existenz eines #,e4 und eines 4ye [0, 1] mit
@y = hof (). Wegen der Gilltigkeit von zyed = 0W und o¢ oW gilt 4, = 0
und wegen der Fixpunktfreiheit von f in W gilt 4, # 1, woraus sich 2 (0, 1)
exrgibt. m

‘Wir bendtigen weiterhin einen Approximationssatz, der sich nicht un-
mittelbar aus Satz b ergibt.

SATz 6. Bs sei B ein topologischer Vekiorraum, A eine abgeschlossene
Teilmenge von B und f eine kompakte Abbildung von A in BE. Weiter sei
B eine in B abgeschlossene Teilmenge von A, [0, a] ein reelles Intervall
mit 0< a < +oo und u 0 ein beliebiges festes Element aus E. Zu jeder
Nullumgebung V von B emistiere eine Abbildung hy: A—E mii f(z) —hyp(x)
eV (wed), ein spe B und ein Apye[0,a] mit hy(ay) = 2y —Apt. Dann
existiert auch ein mpe B und ein loe [0, a] mit f(w) = @ —Agu.

‘Beweis. Wir nehmen an, daB fiir alle < B und fiir alle 1< 0, a] stets
0 % f(w) —z -+ gilt. Die Menge M aller ze B der Gestalt z = f(z) ~2
(ze B) ist nach Hilfssatz 2 abgeschlossen.” Folglich ist auch die Menge
M+10, a]u wegen der Kompaktheit von K:= [0, a] % abgeschlossen.
Bs gibt damit eine Nullumgebung V von E mit f(x) —ao—AudV fir alle
@e B und alle Ae [0, a]. Nach Voraussetzung gibt es zu V ein hy: A—E,
¢in #p e B und ein Ape [0, o] mit f(2) —hp(2) eV fir alle wed und hy(zy)
= ity — Apti, Woraus f(p) —oy+ ApteV im Widerspruch zur ‘Wahl von
V folgh, somit gibt es ein Ay [0, a] und ein #,¢ B mit Flwo) = Ty —Agu. M

3. Fixpunkisiitze fiir kompakte Abbildungen in zuliissigen topologischen
Vektorriiumen. Nachdem wir in der Hinleitung die zuléssigen topologischen
Veltorrdume definiert haben, wollen wir diese zunéchst etwas ndher
untersuchen. Bekanntlich ist jeder lokalkonvexe topologische Vektorramm
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zuldssig (s, z. B. [12], [14]). Andererseits existieren auch nicht lokalkon-
vexe, zuldssige topologische Vektorriume, so daB diese Raumklasse eine
echte Erweiterung der Klasse der lokalkonvexen topologischen Veltor-
réume darstellt. Bislang ist es noch nicht geklirt, ob die Forderung der
Znléssigkeit iberhaupt eine Rinschréinkung fiir einen topologischen
Vektorrauin bedeutet, denn man konnte noch fiir keinen topologischen
Vektorraum nachweigen, dal er nicht zuldssig ist. Beispiele fiir nicht
lokalkonvexe zulédssige topologische Vektorrdume liefern die Réume
I? (0 <p <1) und §(0,1) (Raum der Klassen der auf [0, 1] erklirten,
reellen, mefBbaren Funktionen, versehen mit der Topologie der MaB-
konvergenz). Die Zulédssigkeit dieser Réaume wurde von Riedrich in [18]
und [19] nachgewiesen. Weitere Beispiele zulfissiger Réiume findet man
in [12] und [20]. Fiir zuldssige Réume konnten in letzter Zeit eine Reihe
interessanter Resultate hergeleitet werden (s. z. B. [15], [17], [20]).
Dabei war der folgende leicht zu zeigende Sachverhalt von entscheidender
Bedeutung:

Bemerkung 1. Ein topologischer Vekiorraum E ist genaw dann zulds-
sig, wenn jede kompakie Abbildung f mit Werten in E, die als Definitions-
bereich einen topologischen Raum A besitzt, gleichmdpiy Z-approximierbar
st, wobei X das System der finiten Abbildungen von A in B ist.

In der Einleitung erwihnten wir einen Fixpunktsatz fiir zuldssige
topologische Vektorrdume, der von Landsberg [14] stammt. Landsberg
[14] und Landsberg/Riedrich [15] benutzten beim Beweis entscheidend
die Tatsache, daf eine abgeschlossene und einfachberandete Nullumgebung
ein Retrakt des zugehorigen topologischen Vektorraumes ist. Der nun
folgende grundlegende Satz verzichtet auf die Forderung der einfachen
Berandung der Nullumgebung und stiitzt sich im wesentlichen beim Be-
weis auf Satz 1, Hilfssatz 4 und Folgerung 2 dieser Arbeit.

HavrTsaTz 1. Bs sei B ein zulissiger topologischer Vektorraum, W eine
abgeschlossene Nullumgebung von B und f eine kompakte Abbildung von
W in B mit der Eigenschaft, daf fir jedes zc0W mit f(z) = ax die Be-
ziehung o < 1 gilt. Dann besitzt f einen Fizpunlkt.

Beweis. Hitte f keinen Fixpunkt, so existierte wegen der Zuldssigkeit
von B und Hilfssatz 3 zu jeder Nullumgebung V von F eine finite, fix-
punktfreie Abbildung h, von W in F, die ihre Werte in dem endlich-
dimensionalen Teilraum H, von F besitzt und fir die f(x) —hy(z)eV
fiir alle we W gilt. Dann ist WnE, = Wy bzgl. der induzierten Topolo-
gie von By eineﬁajbgeschlossene Nullumgebung in Fp. Wir betrachten die
EBinschrénkung ky von hy auf Wp. Dann existiert nach Satz 1 ein @y
0y Wy OW und ein Ape (0, 1) mit oy = lrfﬁ,,(mp) (0y Wy bezeichne die
Randbildung von Wy bzgl. der Topologic von Ey). Da V beliebig gewihlt
war, existiert nach Folgerung 3 ein e (0,1) und ein z,cdW mit
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1
2y = Aof(g). Mib ay = T > 1 ergibt sich damit ein Widerspruch zur Vor-
(]

aussetzung. Folglich hat f einen Fixpunkt. m

Hauptsatz 1 stellt eine Ubertragung eines Ergebnisses von Yamamuro
[23] auf zulissige topologische Vektorriume dar. Yamamuro bewies den
Sachverhalt fiir lokalkonvexe topologische Vektorrdume mit Hilfe des Ab-
bildungsgrades. Bs sei bemerkt, daB Hauptsatz 1 auch mit Hilfe des
in [8] bereitgestellten Abbildungsgrades fiir kompakte Vektorfelder in
nicht notwendig lokalkonvexen (aber zuléssigen) topologischen Vektor-
riumen bewiesen werden kann (vgl. dazu [8], Satz 7).

Als Vorbild fiir die nichgte Aussage dient der Fixpunktsatz von Rothe
[20], in dem bekanntlich die Existenz eines Fixpunktes fiir kompakte
Abbildungen f von einer abgeschlossenen Kugel K um den Nullpunkt
eines Banachraumes F in F mit |f(z)] < ||| fir alle #<dK bewiesen
wird.

Bemerkung 2. Hs seien E, W und f wie in Hauptsatz 1 erklirt. Weiter
sei p ein auf B definiertes, positiv homogenes Funktional, das auf OW positiv
ist. Gilt p(f(2) < p (&) fir jedes wedW, so hat f einen Fizpunkt.

Beweis. Angenommen, f besitze keinen Fixpunkt. Dann existiert
nach Hauptsatz 1 ein z,c0W und ein Jye (0, 1) mit @, = Aof (). Damit
ist aber p(m) = p(Af(m) = 4D (f(2)) <p(f(®)) im Widersprueh zur
Voraussetzung. m . .

Oftmals wird es giinstig sein, als spezielles Funktional das Minkowski-
funktional m(x) der abgeschlossenen Nullumgebung W zu benutzen

(m(z) = inf {g> 0: i ‘Te W}). Ist speziell W noch einfachberandet-
4

ergibt sich dann aus Bemerkung 2 eine von Landsberg in [14] bewiesene
Verallgemeinerung des Rotheschen Satzes. Natiirlich enthélt Bemeérkung
2 den Satz von Rothe als Spezialfall, da wir fiir ¥ einen normierten Raum,
filr W die Binheitskugel und fiir p die Norm benutzen kdnnen.

Bemerkung 3. B, W und f seien wie in Hauptsate 1 definiert. Weiter
sei p ein auf B erklirtes, positiv homogenes Funktional, das auf OW nicht
verschwindet. Gilt fir jedes medW stets p*(f(x) —u) = p*(f(%)) —p(2),
8o besitet f einen Fizpunkt.

Beweis. Angenommen, f besitze keinen Fixpunkt. Nach Hauptsatz 1
existiert dann ein 1, > 1 und ein @,e0W mit f(a,) = 42, Nach Voraus-
setzung  gilt  p*(f (@) —20) = P2((% —1)ap) = (A —1)2p% (@) 2 P*(Aob0) —
—p2(y) = (A2 —1)p2(zy). Wegen p(2) = 0 folgt daraus 4, <1 im ‘Widex-
spruch zu > 1. Somit hat f einen Fixpunkt. m

Ist in Bemerkung 3 die Nullumgebung W auBerdem noch einfach-
berandet und p das Minkowskifunktional von W, so ergibt sich aus Be-
merkung 3 eine Aussage von Landsberg [14].


GUEST


10 8. Hahn und K.-F. Potter

Setzen wir fixr B einen normierten Raum, fiir W eine Kugel um den
Nullpunkt and fir p die Norm voraus, so geht Bemerkung 3 in den
bekannten Fixpunktsatz von Altman [1] iiber.

Wir wollen nun eine Erginzung von Hauptsatz 1 beweisen, die sich
auf Satz 2 stiitzt.

SATZ 7. Bs sei B ein aulissiger und lokalbeschrankter topologischer
Veltorraum, W eine abgeschlossene wnd beschrankte Nullumgebung in E
sowie f eine kompakte Abbildung von W in I mit folgenden Figenschaften:

1. o¢f(OW).
2. Fiir jedes xed0W mit f(x)
Dann hat f eine Fizpunict.

= ar gelte a> 1.

Beweis. V sei eine beliebige Nullumgebung, die wir o.B. d. A. als
1
beschrinkt und sternformig voraussetzen kénnen. Dann ist £ = {% : V}
neN

eine Nullumgebungsbasis von E. Angenommen, f habe keinen Fixpunkt.
Dann existiert nach Hilfssatz 3 zu jedem ne N eine finite, fixpunktfreie
Abbildung h,, von W in einen endlichdimensionalen Teilraum ¥, von H,

so daB f(a) —

(—o0, 0)U(L, + o) und ein ©,e0, W, = 0W mit 4,h,(s,) = %, (0, bezeich-
net wieder die Randbildung in E,). Die Folge (1,)s.n ist dann beschréinlt.
Wiire némlich 0. B. d. A. (Ay )y eine gegen oo konvergierende Teilfolge
von (A,)pen, 80 miibte wegen der Beschranktheit von W die Folge Ay, (%)
gegen o konvergieren. Da f eine kompakte Abbildung ist, gilt wieder

——— 1
0. B. d. A. f(m,)—>ze f(OW). Aus f(a,) —h,,,(w",)e—’y?V und aus der Be-

)e-—~ V fiir alle xe W gilt. Nach Satz 2 gibt es ein 4,¢

schrinktheit von V folgt dann die Giiltigkeit von # = 0 im Widerspruch
zu 0 ¢ f(OW). Folglich gibt es ein B > 1 und ein 4'< 0, so daB 4 <1, < B
fiir alle ne N gilt. Also gehort 4, fir jedes ne N der beschrinkten Menge
[4,0]V[1, B] an. Dann liegt in mindestens einem -dieser disjunkten
Intervalle eine unendliche Teilfolge (A, e Somit gibt es nach Satz 5 ein
Ae[4,0]U [1, Bl und ein #,e0W mit Aof(2) = x,. Wegen x,¢dW und
fl@e)# @ (xe W) gilt sogar Aye [4, 0)U (1, B] und wir haben wegen 4, <1
einen Widerspruch zur Voraussetzung. Somit besitzt f einen Fixpunkt
in W. m

In der nichtlinearen Analysis kommt es oft vor, daB Losungen gewis-
ger Gleichungen von Interesse sind, die in einem gewissen Kegel des
zugrundeliegenden Raumes enthalten sind (eine konvexe Menge K in
einem linearen Raum ¥ heiBe Kegel, wenn ocK gilt und aus z<K die
Relation —gx¢ K folgt). So kann zum Beispiel nach positiven Lidsungen
von Integralgleichungen oder Gleichungssystemen gefragt werden. Wir

icm

Uber Fixpunkte kompakter Abbildungen 11

geben nun einen Fixpunktsatz an, der es gestattet, Losungsaussagen
fiir Probleme mif derartigen Nebenbedingungen zu machen, und der Satz 3
auf unendlichdimensionale topologische Vektorrdume iibertragt.
Hauprsarz 2. Es sei B ein topologischer Vekiorraum, W eine abg-;-
schlossene Nullumgebung von B und K eine zuliissige, abgeschlossene und
konvexe Teilmenge von E, die den Nullpunkt enthdlt. Weiter sei f eine kom-
pakte Abbildung von W N K in K mit der Bigenschaft, daf fiir jedes x e KNOW
mit f(x) = ax die Beziehung o<1 gilt. Dann besitet  einen Fizpunk.

Der Beweis kann prinzipiell wie der Beweis von Hauptsatz 1 gefiihrt
werden und soll daher hier ibergangen werden. Speziell gilt die Fixpunkt-
aussage, wenn K ein zuldssiger Kegel ist.

Bemerkung 4. Hs sei I ein topologischer Vektorraum und K eine zu-
lassige, abgeschlossene und konvexe Teilmenge von E. Dann besitzt jede
kompakte Selbstabbildung von K einen Fizpunkt.

Beweis. Wir ersetzen in Hauptsatz 2 die Nullumgebung W durch F
und beachten, daf die Fixpunkteigenschaft einer Menge in einem topo-
logischen Vektorraum invariant gegentiber Translationen ist. m

Diese Bemerkung ist eine Ubertragung des Fixpunktsatzes von Tycho-
noff auf beliehige topologische Vektorrdume, da bekanntlich in einem
lokalkonvexen topologischen Vektorraum jede konvexe Teilmenge zu-
lassig ist.

Wir wollen nun den Satz 4 der Arbeit auf zulmmge loka.lbeschra,nkte
topologische Vektorrdume {ibertragen.

" HavpTsATz 3. Es sei B ein zuldssiger, lokalbeschrimkier topologischer
Vektorraum und W eine abgeschlossene, beschrinkte Nullumgebung von E.
Weiter sei f eine kompakte Abbildung von ENW in B mit der Eigenschaft, dof
die Abbildung Iz —f auf 0W eine Richtung auslift. Dann besitet f einen
Figpunkt.

Beweis. Wir nehmen wieder an, da8 f keinen Fixpunkt besitzt.
Seil 0 £ ue E Dbeliebig gewdhlt und ¥V eine beliebige beschrinkte Null-
umgebung von F, die ganz in W liegt. Dazu gibt es wegen Hilfssatz 3 eine
fixpunktfreic kompakte Abbildung.h, von ENW in einen endlichdimen-
sionalen Teilraum By von E (der o. B. d. A. das Element « enthilt), so

daB f(x)—hy(z)eV fir alle ze EN\NW gilt. Dann ist die Einschrinkung
hr’ von hy auf L‘Vn(E\ W) eine fixpunktfreie kompakte Abbildung von
Epyn(B\W) = Ep\N(HpynW) = EBynWy, wobei Wy = Epyn'W Deziiglich
der induzierten Topologie eine abgeschlossene Nullamgebung in By ist.
Nach Satz 4 existiert ein f > 0 und ein ape0p Wy mit by-(2y) = 2 — fpu.
Nun gehort 84 wegen V = W der beschrinkten Menge — f(9W)-+0W -+
+ W an. Wegen u # o existiert deswegen ein 4 > 0-mit f- < 4 fir alle
V < W. Damit kénnen wir Satz 6 anwenden, wonach es ein e [0, 4]
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und ein 2,edW mit f(z,) = 3,—Pfow gibt. Wegen der Fixpunkifreiheit
von f gilt sogar fye (0, A] Damit 146t die Abbildung Iz —f auf W
keine Richtung aus, was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. m

Fiir kompakte Abbildungen, die auBerhalb einer Nullumgebung
definiert sind, wollen wir zum AbschluB dieses Abschnittes einen Fixpunkt-
satz beweisen, der in unendlichdimensionalen normierten Réumen gilt
und der als Folgerung die klassische Higenwertaussage von Birkhoff und
Kellogg [2] enthélt.

STz 8. Hs sei I ein unendlichdimensionaler normierter Raum, W eine
einfachberandete, beschrinkie und abgeschlossene Nullumgebung und f eine
kompakte Abbildung von ENW in B mit folgenden Eigenschaften:

1. 0 df(@W).

2. Fir jedes xe0W mit f(x) = ax gelte a¢ (0, 1).

Dann hat f einen Fizpunkt in ENW.

Beweis. BEs seil K eine abgeschlossene Kugel um den Nullpunkt von
B mit KEnf(6W) =@ und K ¢ W. Nach einem Ergebnis von Dugundji
[4]ist 0K ein Retrakt von K. Bine zugehorige Retraktion sei » (d.h. r(K)

= 0K und 7|0K = I;x). Weiter sei m dag Minkowskifunktional von
W. Wir setzen

@ fir ze ENW,
@
. N
R(@) =) m@) fiir weW K,
r@ L
m(r(m)) fm‘a;eK.

Dann wird durch ¢ = f- R eine kompakte Selbstabbildung von ¥ definiert,
welche nach dem Fixpunktsatz von Schauder einen Fixpunkt y besitzt.

Wir nehmen an, daB y nicht in E\W liegt. Dann muf y wegen f (OW)NK

Yy _ Yy
V) f(m(y)

). Setzen wir

=@ in WNK liegen. Daraus folgt m(y

By = e0W, so gilt f(m) = m(y)w, mit 0 <m(y) <1 im Wider-

v
m(y) —_
spruch zur Voraussetzung 2. Folglich liegt y in E\NW.

FoLGERUNG 4 (BIRKHOFF-KELLOGG-THEOREM). Hs sei f: 0B—F eine
kompakte Abbildung des Randes der Einheitskugel B eines unendlichdimen-
sionalen normierten Raumes E in B mit-o¢f(0B). Dann gibt es ein Iy >0
wnd ein x,e0B mit f(x,) = A2y,

Beweis. Offensmhthch ist die Abbildung g(x) = (W) (e IN\B)
eine kompakte Abblldung von ENB in B. Besitzt ¢ einen Fixpunkt ¥, so
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liefert, wie man leicht zeigt, #, = ——und 4, = [|y,|| das Verlangte. Besitzt g

l o]l -
keinen Fixpunkt, so 148t sich wegen. o ¢g(0B) auf g der Satz 8 anwenden
und es gibt ein Aye (0, 1) und ein @,e0B mit g(z,) = lo%,. Wegen #,c0B
gilt g(x,) = f(w,) und wir haben f(#z,) = 4#,. W

4. Beispiele. Zur Ilustration unserer Fixpunktaussagen wollen wir
in diesem Abschnitt zwei -Anwendungsbeispiele angeben.

a) Beispiel zu Hauptsatz 1. Wie iiblich bezeichnen wir mit (0, 1)
den Raum aller (Klassen der) endlichen, meBbaren Funktionen iiber
[0,1]. Wir arbeiten stets mit geeignet gewihlten Reprisentanten der
Klassen. Bekanntlich besitzt der Raum S8(0,1) folgende Higenschaften.

1. Der Raum S(0,1) ist ein zulissiger metrischer Vektorraum mit
der Metrik

2 () —y(8)]

¥ =) T O -yl

u(dt),

woraus folgt, daB die Konvergenzart in diesem Raum die MaBkonvergenz
ist.

2. Der Raum S(0, 1) ist vollsténdig.

3. Der Raum S(0, 1) ist nicht lokalkonvex.

SATZ 9. Bs sei K (s, t) eine in [0, 1] X [0, 1] stetige, reellwertige Funktion
mit |K (s, 1) <1 fitr s, te [0, 1]. Dann hat fir jedes Ae [ —3%,+3] und jedes

k
yeS(0,1) mit ly(s) < > <} (s¢(0,1)) die Integralgleichung
#(?)

—dt
1+ 2]

(8) = (s) —-—AfK(s,t)

eine Losung 2oeS(0, 1) mit d(xy, o) < k.
Beweis. By sei W = {z8: d(w,0) <
rator F: W—8, der durch

k}. Wir betrachten den Ope-

x(t)

—dt
1+ ja(t)

(F@)(s) =y(&)+2 [ E(s, 0

definiert ist. Dann ist F eine stetige Abbildung von W in §. Sei nim-

. @,

lich (wn)m v eine Folge aus W mit ,—z < W, dann folgt unmittelbar —i—_ﬁ"m-!—
n

1 + iz l , und nach dem Satz von Lebesgue iiber den’Grenziibergang

unter dem Integralzeichen ergibt sich F(2,)—F (@).
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Weiterhin ist # (W) kompaks. Da.zu zeigen wir, daB t‘ﬁr den. Operator

/ ) .
F': W—C, der durch {F'( K (s ————— dt definiert sei
’ f & 1+| @l ’

die Menge F' (W) relativ kompakt 1111 Raum C(0, 1) (versehen mit der

iiblichen Normtopologie ||| = sup |¢(t)|, #eC(0,1)) ist. Dann ist die

Menge F' (W) auch relativ kompakt im Raum S§(0,1), denn im Raum
C(0, 1), als Teilmenge des Raumes S(0,1) aufgefaBlt, zieht die Konver-
genz bezfiglich der Norm die bezliglich der Metrik des Raumes § nach
sich. Nach dem Satz von Arzela—Ascoli folgt unter Berlicksichtigung
der gleichmiiBigen Stetigkeit von K (s, ¢) aus den Ungleichungen

(' @))] <1 und |(F (@) (s1) ~ (' (@) (52)] < - max | K (s, ) — (53, 1)

die relative Kompaktheit von #' (W) in (0, 1) und damit in § (0, 1). Folglich
ist F'(W) kompakt in §(0, 1). Damit ist F also cine kompakte Abbildung
von W in §. Sei nun F(z) = ez fir ein 2¢dW (d.h. d(z, 0) = k). Wir
| (2)]
1+]a(t)
<k, woraus loj@(s)] < k(L4 |o(s)[) folgt. Integration liefert

1
lz(s)| _
lal f-l——l-!md’s = lalk <k,

woraus |a| <1 odel auch a<{1 folg’b )

Nach Hauptsatz 1 gibt es somit ein @pe W mit z, = F(2,). =

b) Beispiel zu Hauptsatz 3. Wie iiblich bezeichnen wir mit L?(0, 1)
(0 <p<1) den Raum aller Klassen der (meBbaren) zur p-ten Potenz
itber [0, 1] integrierbaren reellen Funktionen. Die Topologie des Raumes

1
erhalten dann |afz(s)| < ly(s)|+ 4] [ 1K (s, )]
0

I? (0 < p < 1) kann bekanntlich mittels der p-Norm |||2]|] = f | ()| db

(we IP) erklért werden, die LP(0, 1) zu einem nicht loka.lkonvexen, lokal-
beschrankten zulidssigen topologischen Vektorraum macht. Wir arbeiten
wieder mit geeignet gewédhlten Reprisentanten der Klassen.

SaTz 10. Es seien ein pe (0,1) und ein te (0,1) sowie zwei Hlemente
f und g aus C(0,1) (versehen mit der Supremumsnorm) gegeben. Dann
gibt es 2u jeder oberen Schranke M von f und g, 2u jedem ye L¥(0, 1) mit

Il < ¢, 2u jedem we IP(0, 1) und jedem reellen & mit 1+ g Lt—)— < P
ein 2oe LP (0, 1) und ein f, > 0 mit |||ze]|| = k und

My (s) —Bor(s) = 1) _gs) .
[Haolll o =1l

k k-
&M< — 2|4 —
5 + ]I2
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Beweis. Bs sel W = {zeI7(0,1): ||jo||] < k}. Aut N4 betrachten
wir den Operator F, definiert durch

Js) g(s)

F(x))(s) = .
F@NE) = 5 + IFie—yil
Dann gilt:
1. F ist eine Abbildung von ENW in L?(0,1).
1 1
Das folgt unmittelbar aus |||F(2)]l] e + W (1) <

2. F ist stetig.
 Das folgt unmittelbar aus der Stcmgkelt der p-Norm und der Positivi-

taJt von |||2||| und |ljz —yll| auf BNW.

3. F(E\W) ist kompakt.

Dazu zeigen wir, dal F(ﬁ) relativ kompakt in €(0, 1) ist. Wegen
f, g€ C(0,1) und der Positivitit von ||jz/|| und |||z —yl|| auf ENW gilt

— 1
F (E\ W)= €(0,1). Aus den beiden Ungleichungen |(F (z))(s)] < 7+

F(s1) —F(s3)l + 19 (s1) —g(85)l

Mk Mh(1—t)
der gleichméBigen Stetigkeit von f und g aus dem Satz von Arzela—
Ascoli die relative Kompaktheit von F(E\W) in C(0,1) und
damit in IL#(0,1).

1
Wegen ||IF (@)l <+

1
k(1—1)

und |(F(2))(s1) — (F (@) (82)] < | folgh wegen

—I;;(————)< k gilt F(x)eint(W) und damit be-
sitzt B keinen lepunkt Nach Hauptsatz 3 gibt es ein 2,¢0W und ein
B> 0 mit

R0 g(s)
M () =MBu(E) = T Ty gl
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An imbedding theorem for H°(G, Q) spaces
' by

NEIL 8. TRUDINGER (St. Lueia, Australia)

Abstract. A vector-valued Orlicz space L(G, 2) is defined for a convex function,
@G, of m variables and a domain, @, in' Kuclidean n space. When m = z, a norm can be
introduced into O} () by the taking the L (¢, Q) norm of the gradient of functions in
0} (Q). By completion we obtain the space H°(G, 2). We prove an imbedding theorem
for the space H° (¢, 2) which includes as a special case an imbedding theorem estab-
lished by Donaldson and Trudinger for Orlicz — Sobolev spaces.

§ 1. Introduction. In the paper [1], imbedding theorems are established

-for Orlicz—Sobolev spaces. In the present paper, we consider a more general

class of spaces which permit different integral behaviour of derivatives
in different divections and we derive the appropriate imbeddings into
extended Orlicz spaces. The results extend those in [1] and the techniques
we employ are on the whole a refinement and extension of those introduced
there. Theorem 1, and ity special cases which we treat, can be viewed as
interesting extensions of the well-known Sobolev imbedding theorem.
The body of the paper is divided into three sections. In Section 2, we discuss
the convex functions, called G-functions, and the spaces L(#, 2), in
terms of which the imbedding theorem is cast. In Section 3, we introduce
the H°(G, £) spaces and discuss the imbedding theorem, Theorem 1,
together with some applications. The proof of the main theorem is finally
supplied in Section 4, along with a brief treatment of possible extensions.

§ 2. G-functions and L (@, £2) spaces. Let R™ denote m-dimensional
Buclidean space. A function (f: R™—[0, co] will be called a G-function
of m variables it it satisfies the following properties:

(i) G(0) == 03
(i) (o) == oo, thal is, imG (z) = oo;

|| ~»00

(iii) & ix comver, that is,

G (A + (L —D)y) < 26(x) + (1 —HE(Y)

for all 0 LA 1, @, ye R
(iv) @ is symmetric, that is, G(x) = G(—w) for all ze R™;
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