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THEEOREM 2. Let V. be an infinite-dimensional Banach space, and let
L(V) be the set of all closed subspaces of V partially ordered by set inclusion.
Then (L(V), <) admits an orthocomplementation if and only if (L(V), <)
admits a full set of probability measures.

Proof. Assume that (L(V), <) admits a full set of probability me-
agures. Then from the lemma it follows that (L(V), <) admits an ortho-
complementation. Conversely, assume that (L(V),g) admits an ortho-
complementation 4 — A+ where A e L(V). From Kakutani and Mackey’s
theorem (Theorem 1) it follows that there exists an inner product (-,-)
on ¥V x V such that V is a Hilbert space with respect to (-,-) (we denote
this space by H), and the orthocomplemented partially ordered set (L(V),
<, concides with the orthocomplemented partially ordered seb of closed
subspaces of H. For each A¢L(V), let P, be the orthogonal projection
onto 4. For every vector « in the unit sphere S8* of H, let m, be a function
from L(V) into [0,1] defined by m,(4) = (P %, w) for all AdeL(V).
We claim that M = {m,: we 8} iz a full set of probability measures on
{L(V), <) in the sense of the definition given above. In fact, we clearly
have 4; = 4, if and only if (P, u, u) < (Py,u, u) for all we 8%, le. if
and only if m(4,) < m(4,) for all me M. Let A4,, 4,,... be a sequence
of members of L(V) satisfying m(4,)-+m(4;) <1 for ¢ 5 j and all melL.
This means that 4,, 4,, ... is an orthogonal sequence of closed subspaces
of H Let A = A,®A,®... and let B = A, the orthogonal complement
of A. We have BPA,®A,®... = H, which implies m(B)-+m(4,)+
+m(4,)+... =1 for all me M. Hence both condition (i) and (ii) of the
definition hold and 2 is a full set of probability measures on the partially
ordered set (L(V), <) of closed subspaces of V. This concludes the proof
of the theorem. ‘

From the theorem of Kakutani and Mackey and from Theorem 2
we obtain the following corollary.

COROLLARY. The topology of an infinite-dimensional Banach space V
coincides with a Hilbert space topology if and only if the partially ordered
set-of closed subspaces of V admits a full set of probability measures.
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Relativ vollstetige Storungen von gewoshnlichen
Differentialoperatoren hoherer Ordnung

von

E. MULLER-PFEIFFER (Erfurt, DDR)

Zusammenf{assung. Fiir gewshnliche Differentialoperatoren geradzahliger Ord-
nung, die halbbeschriinkt nach unten sind und deren wesentliches Spektrum bekannt
ist, werden mit Hilfe eines Satzes von Birman aus der Stérungstheorie quadratischer
Formen Stérungen der Koeffizienten der Operatoren beschrieben, die das wesentliche
Spektrum nicht verdndern.

Im folgenden werden selbstadjungierte Differentialoperatoren be-
trachtet, die von dem Differentialausdruck

Ld n—vy dn—-v

)= D=1 s 4, (0) 2

r=0

=0,

erzeugt werden. Dabei sei jeder Koeffizient a,(2), 2= 0,» =1,2,...,n,
eine reelle Funktion, die bis zur Ordnung n—»—1 stetig differenzierbar
ist und deren Ableitung der Ordnung n—w»~1 eine auf [0, co) absolut
stetige Funktion ist, deren Ableitung auf jedem endlichen Teilintervall

von [0, co) im Lebesgueschen Sinne quadratisch integrierbar ist. Dieser
Sachverhalt kann kiirzer durch -

(I) a’v(m)snggc[o; oc), 14 :1727"'1'”7

beschrieben werden, wenn man den Begriff des Sobolevschen Raumes
verwendet [8]. ay(x) sei gleich ciner Konstanten aq > 0. Gehort die (kom-
plexwertige) Funktion y(») zu (0, o) (*), so liegh I[y] nack den iiber
die Xoeffizienten a,(#) getroffencn Voraussetzangen im Hilbertraum
L,(0, o). Durch die Fostlegung

Ay =1lyl, yeD(4) = G5(0, ),

wird dann ein symmetrischer Operator 4 mit dem Definitionsbereich
D(4) definiert. Im folgenden soll ein Satz iiber die Lokalisierung des

(*) 05°(0, o) ist dic Menge der auf der positiven w-Achge beliebig oft differenzier-
baren Funktionen mit kompalktom Triger.
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wesentlichen Spektrums (?) selbstadjungierter Erweiterungen des Ope-
rators 4 bewiesen werden, der bekannte Resultate von Glazman [3] und
Birman [1] verallgemeinert.

Uber die Koeffizienten a,(z) werden weitere Voraussetzungen ge-

macht:
X+

(1T) s f|a @lat = o(1),

2e[0,00)

w—=>0,v=1,2,...,n.

(IIT) Fir jedes o > 0 gelte
1 z+o

lim— [aOd# =a, »=1,..,n

zvoo O 2
(II) ist z. B. erfiillt, wenn die Koeffizienten beschréinkte Funktionen sind.
In (III) sind die o, Konstanten, gegen welche die Mittelwerte der a,(x)
auf Intervallen der Linge o streben, wenn sich die Intervalle aus dem
Endlichen entfernen. Solche Mittelwerte benutzte Moléanov [4] fiir das
Potential g(») zur Formulierung einer notwendigen und hinreichenden
Bedingung fiir die Diskretheit des Spektrums des Schrodingeroperators
—a?[dx?+q ().

Wenn die Voraussetzungen (I)—(III) erfiillt sind, erweist sich der Ope-
rator A als halbbeschrinkt nach unten ([5], Satz 3), so daf die Friedrichs-
sche Brweiterung Ay von A gebildet werden kann. Alle selbstadjun-
gierten Brweiterungen von A besitzen das gleiche wesentliche Spektrum
[7]. Um das wesentliche Spektrum /() einer selbstadjungierten Erwei-
terung 4 von 4 zu bestimmen, wird ein Satz von Birman aus der Stérungs-
theorie quadratischer Formen verwendet. Wir erhalten folgenden

Sarz. Fir die (reellen) Koeffizienten a,(2), 0< o< 00, » =1,..., 0,
des Differentialausdrucks (1) seien die Bedingungen (L)—(IIX) erfiillt, und
es sei ay(x) = a,> 0. Der Operator

Ay =1[yl, ye<D(4)

ist dann halbbeschrinkt nach wnien, und fir das wesentliche Spektmmz, 0(4)
einer beliehigen selbstadjungierten Brweiterung A von A gilt ¢ (4) = [u, o),
wobei

=07 (0, o0);

n
4 = min Z a,
te[0,0) ;0

tn-u

i8t.
Beweis. 1.) Das wesentliche Spektrum ¢(4,) einer selbétadjungierten
Erweiterung 4, des Operators 4,, der aus 4 dadurch entsteht, daB die

(2) Das wesentliche Spektrum bss’ceht im vurhegonclen Fall aus allen Hiufungs-
punkien des Spektrums.
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Koeffizientenfunktionen @, (z) durch die Konstanten o, ersetzt werden,
3
Ay = D (=17 gy,
=0

fiallt mit der Halbachse [u,

Ye D(do) = 07(0, o),

o) zusammen [3]. Fiir die quadratische Form
n

= D ol

v=al)

von 4, gilt eine Géardingsche Ungleichung
Aoy, 9) =

wollir man bei Verwendung der Norm
1 gy = R

des Sobolevschen Raumes Wi (0,

(1 (Aoy, ) yeD(4,),(3

Qo
5 W™ —euylf, e = const > o,

oo) auch

) (At 1) 2 G- Wl —0alblfy 0 = const,

T2 (0,00)
schreiben kann. Addiert man zu a, bzw. zu a, (2) die Konstante ¢,, was
fiir das Spektrum einer selbstadjungierten hrwemerung A eine Ver-
schiebung um ¢, auf der reellen. Achse bedeutet, so gilt fiir den so abge-
iinderten Operator 4, hinsichtlich seiner quadratischen Form
(4oy,9) = —~[|J||

Po0,00

Was die Abschiitzung der Form nach oben betrifft, so existiert eine Kon-
stante C, dafl

3) (ot ) < Ol

gilt. (2) und (3) folgen leicht aus Abschiitzungen der Gestalt
lly ™I < ey AP O

die man mit Hilfe der Fouriertransformation gewinnen kann. Insgesaat
erhiilt man

e beliebig positiv,

-0 flr |1 < (Ao, y) = Ol yeD(4g),

17, o) 170,00 )?

und damit die Aquivalenz der encrgetischen Norm (4y-,-)f von 4,

mit der Norm ||-| 0" Der Definitionsbereich der Friedrichsschen
L

L (“) (+,+) and [|+]] bezeichnen das Skalarprodukt und die Norm im IHilbertratwm,
2(0, o).
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Brweiterung von 4, liegt im energetischen Raum von 4,, der mit dem
Raum W;‘(O, o0) zugammenfallt(4).
2.) Der Operator A geht aus A, durch Addition des Stéroperators 8§,

n

- dﬂ—” dﬂ—l’ y
8 = D (=1 G 40

=1

ye D(8) = C(0, o0),

5(@) = a,(@)—a, v=1,...,n,

hervor, A = 4,+ 8. Fiir die Koeffizienten s,(#) gelten dann die Bedin-
gungen (I), (II) und
(III") Fiir jedes w > 0 gilt
4w
1im——fs,(t)dt =0, wv=1,...,n.
200 W v
Der Stéroperator 8 ist nach. Birman relativ vollstetig zu 4,, wenn fol-

gende Bedingungen erfiillt sind:
1)
) 18y, 91 < OlylF, Y030, o).

00)?

2.) Zu jeder'in I/-V"(O oo) beschrinkten unendlichen Menge M von Ele-

menteny = y (v |]y|]W,,(0 RS 0, existiert eine Teilmenge {y,}j1,,,..., ¥5€ M,
8o dafB
n oo
(5) 2 [ s@ @) =y @)Fde »0,  j;k - oo,
v=1 0
gilt.

Relative Vollstetigkeit von § beziiglich 4, bedeutet, daf der durch

(Su, v) = (Tu, v) ueD(8), ve WHO, oo,

wiko,00)
definierte und in W;’: (0, oo) wirkende Operator T vollstetig ist; ' zunéchst.
aut OF(0, oo) erklirt wird stetig auf ganz W;‘(O, oo) fortgesetzt (5). Aus
der relativen Vollstetigkeit von § beziiglich 4, folgt dann, daB die
Friedrichsschen Erweiterungen von 4, und 4 = 4,+8 das gleiche
wesentliche Spektrum [u, oo) besitzen ([1], Theorem 1.2). Unser Satz
ist also bewiesen, wenn wir die Giiltigkeit von (4) und (8) gezeigt
haben. Wir beweisen im folgenden diese beiden Rigenschaften von S
gleichzeitig. Ausgangspunkt dabei ist die Formel (13) aus [B]. Setzt mman

** W;‘(O o) ist die AbgchlieBung von OP(0, co) in der Norm ||- ”W" ..
0,00,
(%) Eine Beweisskizze fiir die Vollstetigkeit von 7' bei Giiltigkeit von Bedin-
gungen der Art (4) und (5) findet sich in [6].
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dort e =hy, o, =w, ¢(#) = —s,(), u(
n—2v--1, so ergibt sich

6 [s(=

(@)

%) = y(«) und ersetzt n durch

@) Iy |2 de

Ha (8) F 457 0% |1y, (1) o (877))]

<h (n—r+1))12 (n—r)(12
<hlly lwy + (1 2wy, (3v+)) (1—-27&_1 o g (8,_)) [l ”(w)?

wobel u,(8), to(s), pa(s,) die Mittelwerte

ol (o ok (e, s =
pale) = ‘”(is" (@) o,  pls) = w(isv @, pals) n;(isv(m)dw,
8 (@) = max(s,(x), 0),

8 (@) = min(s,,(m), 0}’

bezeichnen. Die (6) entsprechende Abschitzung fir die Funktion —s,(2)
anstelle von s,(z) heilt

Mn = [s@

(@)

»)| y(n—v) Iz de

(= ()1 + 45 0 g (85 ) o (S
L2 0 g (570 (L + 2wy (5 ) 1Y e

< Byt +

Aus (6) und (7) folgt dann
| [5@)y* = da]
(@) :
e (8,)] 457" 0| o (87) 0 (8)]
1 =207 6%y (1)) (T — 2R Ly (55)]

Wegen der Bedingung (II) fiir s,(#) kann o so klein gewiihlt werden
(0 < w,), daB fiir jedes Intervall (z, 2+ ) die Abschitzung

®) | [s@l Pl
(@)

S By + ( )lly‘"")llfm).

< b ]Iym_v"‘l)“%w) -+ 2 (‘Mm (‘gv)l + 4-‘77’—1 wzlfuw (.s;k)ﬂw (_8:)” ”’y(nﬂ")“?a))

gilt. 7 > 0 igt fixiert. Aus der Bedingung (II) fiir s,(») und der Bedingung
(IIT") ergibt sich aus (8) einfacher

2+

@ | [ @] < p I g + W ),
€

wenn zunichst o hinreichend XKlein (o < @;(h) < w,) und dann @ hin-
reichend groB gewihlt wird (s> wl(h)). Aug (9) folgt dann durch Anein-
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anderfiigen von Intervallen der Linge o und Summation der entspre-
chenden Ungleichungen (9) die Abschitzung

(10) | f

<h n«f’“”*“ ooy + W Mee) s ¥ =1, ceuymy @2 @, (h).
Weiter ist fiir ye 07(0, o)

(1) e < B ooy < WP+l = 11

y=0,1,...,m,
was man leicht mit Hilfe der Fouriertransformation

A 1

beweigt: Setzt man die Funktion y(#) durch Null auf die ganze x-Achse
fort, so ergibt sich

“+oo

f e~y () do

]

+00 +o0
I = [ W= [ #0 gt < f (1+52“ )15 dé

oo

— [ (PR = [yl g
Aug (10) folgt dann mit Hilfe von (11) schlieflich
(12) ;g,: f 0l P < 20hly T 0000,

In (12) kann y = y(#) BElement von V.V2 (0, o) sein. Die bisherigen Ab-
schitzungen zeigen, daB die Bedingung (4) erfillt ist. Um die Eigenschaft
(B) zu beweisen, wird eine in W3 (0, oo) beschrinkte unendliche Menge M
betrachtet,

Y M, Wl < O-
Es ist eine Folge (¥;)jm1s,.s ¥5¢ M, zu konstruieren, so daf die Konver-
genz (5) gilt. e > 0 sei beliebig vorgegeben. In der Ungleichung

} > [5@ 19 (0) — 9~ (@) da|

=10

n
<D [ si@y @) -t @) da| +
v=1l 0
n o
+ |3 [ 8@ @) =y (@) dn]
re=1 Xy
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lkann fiir beliebige Funktionen y;(z)e M durch Wahl von h = h(s) in (12)
ein @, = @,(¢) angegeben werden, daB

(13) ’ 2/ f I‘y(nﬂ') (@) — ;n_”m Pde| < Jrk=1,2,..,

w=1 @y

&
2 ’
gilt. Da die Einbettung von W3(0,a,) in 0" (0, 2,) vollstetig ist ([8],
8. 72, 84), existiert eine Folge (¥;)jm1s,.., Yse M, so daB

n

D) max |y @) — gy (@) >0, j, T - oo,

el ©E[0,24]

gilt, und aus der Bedingung (II) fiir die Koeffizienten s,(») ist zu ent-
nehmen, dafl die Integrale

f]s z)dw, v =1,...,n,

endlich sind. Es existiert daher ein %,(s), so daf fiir die Folge ()
die Abschiitzung

=12,

w g,

N [ —) — € P
| D[ @i -y @ra < 2, g k> R,
vl O

gilt. Zusammen mit (13) folgt daraus

| 3T sl @ — W @)Pdm | <s, G, k> Tle).

y=al 0

Die Diagonalfolgenmethode liefert dann die gewiinschte Teilfolge von
(Ys)j=ps,.. — sie sel wieder mit (y)j.;,,., bezeichnet—, fir die

' [ 8,(0) [y~ (@) — 9 @) Pl 0, §, % — oo,
0

[\_13

Ve

I

gilt. Der Satz ist bowiesen.

Bemerkung. Bei der Formulierung des Satzes kann man auf die
Bodingung (I) fir die Koeffizienten a,(2) verzichten, wenn man unter A
denjenigen selbgtadjungiorten Operator versteht, der dureh die quadra-
tische Form

n o
ALy, yl = D) [ an@) ly*Pds,  ye W3O, o),

ve=a() 0

erzeugt wird (vergl. [9], Theorem 2.6, S. 323).


GUEST


160

11

{2]
{31

E. Miller-Pfeiffer

Literatur

M. 8. Birman, Uber das Spektrum singuldrer Randwertprobleme (russ.), Mat.
Sbornik 55 (97) (1961), S. 125-174. }
N. Dunford and J. T. Schwartz, Linear operators 11, New York, London 1963.
I. M. Glazman, Direct Melhods of Qualitative Speciral Analysis of Simgular

' Differential Operators, Jerusalem 1965.

{4]

[51
[61

(71
[8]

[91

A. M. Moldanov, Uber Bedingungen der Diskretheit des Spekirums selbstadjun-
gierter Differentialoperatoren eweiter Ordnung, Tr. Mosk. matem. ob-va 2 (1953),
8. 169-200.

E. Miiller-Pfeiffer, Speltraleigenschafien eindimensionaler Differential-opera-

toren héherer Ordnung, Studia Math. 34 (1970), S. 183-196.

— Bine Bemerkung iber das Spelkirum des Schridingeroperators, erscheint in
Mathemn. Nachr.

M. A. Neumark, Lineare Differentialoperatoren, Berlin 1963.

8. L. Sobolev, Finige Anwendungen der Funktionalanalysis ouf Gleichungen der
mathematischen Physik, Berlin 1964.

T. Kato, Perturbation theory for linear operators, Berlin, Heidelberg, New York
1966.

Received December 12, 1972 (620)

icm

STUDIA MATHEMATICA, T. XLIX. (1974)

Rational approximation on ares in C"

by
DAVID M. WELLS (Pittsburgh, Pa.)

Abstract. Conditions on an are in C" are exhibited insuring that every conti-
nuous function on the arc can he uniformly approximated by rational functions with
poles off the are. Examples are given to provide negative answers to two conjectures
concerning algebras of rational funections in € and C>.

Throughout this paper X will be a compact subset of C* Whenever
A is a function algebra on X we will denote the maximal ideal space of
A by M,. We are concerned with finding conditions on X which gua-
rantee that every continuous function on X can be uniformly approxi-
mated by functions from. & certain clags. To this end let C(X) be the
uniform algebra of all continuous functions on X. Let P(X), R(X) and
H (X)) respectively denote the uniform closures in ¢'(XX) of the polynomials,
the rational functionq with poles off X, and the functions holomorphic
about X. Let X and X 7 1espec131vcly denotie the polynomial and rational
hulls of X. It is known that X and X  are the respective maximal ideal
spaces of P(X)and B(X), that X < XR = X that; P(X) R(X) whenever

Xy = X and that R(X) = H(X) whenever X = XR All of this infor-
mation may be found in [3] and [B].

In terms of the above notation, we are looking for conditions under
which P(X) or B(X) coincides with ¢(X). Since more is known about
approximation in the plane than in higher dimensions, we will have
oceasion to congider the plane sets Xy, ..., X,,, where X, iy the image
of X under the coordinato projection ;. In case X is an are several results,
notably those duc to Alexander [1] and Stolzenberg [8], give conditions
on the sety X, which guaranteo that P(X) = C(X). We will study B(X)
via the algebras B (AX5), and in the case of an are give conditions on R (X,;)
inguring that R(X) == 0(X). Our technigues will also enable us to answer
some questions eoncerning rational convexity of sets other than ares.
The following definition will provide our starting point.

" Dmprxrrion. A function algebra 4 on X is said to be normal on X
if for any two disjoint closed gets K and L of X there is a function fe 4
for which f|I =1 and f|L = 0.
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