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STUDIA MATHEMATICA T. XLVII. (1973)

Sur les differentes définitions d’un espace nucléaire non localement
convexe

par

JEAN PIERRE LIGAUD (Talence, France)

Sommaire. Le présent travail constitue le développement de résultats indi-
qués sommairement dans [3]. L'étude do la connexion entre. e-entropie et rapidité
d’approximation @’un g-disque compact dun espace localement p-convexe, avee
des technigues analogues i celles que A. Dynin ot B. 8. Mitiagin [4] et [ 6] ont utilisées dans
le eas convoxe, permet, en tenant compte des résultats de [2] ot [3], d’obtenir la solu-
tion d’un probléme posé par 8. Rolewicz au Colloque d’Analyse Ifonetionnelle de
Bordeaux (1971) (voir [5] et [3]), & mavoir: existe-t-il des egpaces métrigables loca~
lement peeudo-convexes complets ot non localement convexes, tels que pour tout
compact K ot tout voisinage U de 0, on ait limndy (K, U) = 0. Pour la terminologie
et les notations, on renvoie & [2] et [3]. Lol

Soient 4 et B deux équilibrés d'un espace vectoriel F; on pose:
d (A, B) = inf{A>0; BL, iimL<n, 4 < AB+ 1L},
N
N (4, B) = int{N; En,eB, U (2,+B) > 4},
Tl
M(A, B) = gup{M; @;~z;4B, i %], med, ¢;§ =1,..., M},
—— loglog N (4, ¢eB
0(4, B) = lim loglog N (4, &B)
a~+0) 1
log—-
s .
Si A est une partie équilibrée de H, on pose également, pour tout @ de B
o), ==inf{t > 0; wetd} ob si A est un p-disque de B, on note la jaugoe
do A, pour wel par ol = inf{#¥; 4> 0, weid}. On a alors |al, = |wl%.
§ 1. Résultats techniques préliminaires.
Lmvmss 1. 8 S est wn p-disque, K un équilibré quelconque, on a
M (K, 2" 8) < N(K, 8) < M(K, 8).
Prouve. (Voir [1] p. 282, Théoréme IV.) 8i M (K, 8) = N(K, §)
= +oco clest évident. 8i N (K, 8) < o0, soient ¥y, ..., Yyl tels quo
N
K e U@+8) avee N =N(K,S) et soient 2, ..., 2yl tels que

I=1
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i FEjee—egd2"P8 8L M >N il existe deux points 2; et 2 Y. distincts
tels que 2;,, 2, <y + S pour un certain k. Alors z; —2;, = zl — Y Ye—

eS+8 < 2””6‘ d’ottune contradiction, et on a donc M(K, 2”” 8K N(K, S)
8i M (K, 8) < -+ oo soit @y, . o @y el tels que m;—a;¢8 pour ¢ #j avee

M = M(EK, 8). Alors K = {J (z;-+8) sinon il existerait y <K et y¢m;+ 8
=1

pour tout i, donc y—=x;¢8 pour toub ¢ et M(K, 8)> M+1 ce qui est

impossible.
Levue 2. Soit (Up)pse une suite @équilibrés et gny = o(Uy, Uy)
n—1
alors > (efn posant = 400 8 Qpux =0 e =0
On,0 k=0 Qk+1,k Ck4-1,k !

8t gk = +°°)-

Preuve. Voir la démonstration du lemme 9 de [4] p. 78, olt la con-
vexité des U, ne joue aucun role.

LuvMe 3. Soit (6;)1<icn l@ Dase canonique de R" et soit

{an, Z IAf? <

» [

1 (>0

alors le volume euclidien de p,, est

Vo) = —m—
1
")
D
(ot I' est la fonction & Euler classique).
Preuve. V(p,) = [ .. .dA, =2" [ iy ...dA,.
igll%ﬂ%l ,é‘ikl
i 4420
Si on pose
L= | dh..da, ety =2
S 2P<1
=
A20
on a 1 1 1,
I, =— y2 . YP dyy ... @y,
VA
et en posant 2z; = pour ¢ =1,...,n—1, il vient
—In
1 . ol Ly
I, =—nf(]—yn) z ynﬁ pn—lIn—ldyn
[
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alors
1
)
I = I, \p P
n =
e
V4
done finalement
1
I —
e Rihhws,

" r(3)

I, =

il vient alors .

»
"
W n—«l]‘v (__)
v P
d’olt le résultat annoncé.
LeMME 4. Soit 8 wn p-disque absorbant dun espace vectoriel B et K
un bquilibre de B, alors, pour & > 0 assez pelit, on a

N

1
en posamt @, = d,(I, 8) et m(f) = sup {%; Ay = _t—}'

log NV (K, &8) <

ollp . . .
Preuve. Si e> 0 est assez petit, m( exigte, donc il existe un
gous-espace B, de dimension €

9lp &P gP\MP
m == m(————) tel que K < (—— +——) 8 -1,
& 2 4
&P Pravty
car, d’aprés la définition de m, d,, <~ ST <(—§- -+ -I) . On pose

P (@) = {gelly; e—we(})Pel},

Ky = Upm(m) == By NI+ (§)7 68

Sy = B\ Iy N == N( my (3) )2 68, -
, &y tels que K, < U (0, (1) 8,,). Tout point 2
de K g'6erit sous 1a forme @ = 4+ 2 avee we(% Yo GS et 2e B, done

8 =0—yeB,n[K+({)"el] = Kn = ¢U [+ ($)" e8]
. ]

Alorg il oxiste @, ..
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et, finalement . ¥
E = U (@4 @3)7e8)+ ()78 = U (#:+8)
i=1 im1

s
il en résulte que N(K, e8) < N = N (K, (})"e8,).

Daprés le lemme 1, N (Km, (i)l/‘”aSm) < M (K, (3P e8y) = M.
Mais M = sup{n; t;—t;¢(1)"%eSp; 4 #34, 4,5 =1, .. ,n, tek,}. Sion
prend les points #; correspondant & n = M, les boules §° = 1+ (})''"?e8,,
ne se coupent pas, sinon ¥ ~tje(§~)””aﬁ +(-§)””e;$’ < (3) /paS 'y €0 qui
est impossible. Mais el O (K + (D¥e8) < By [(1)¥ a8 + d,8]

(36" +d7)?8,,, Done 8 < (}e¥+df)"8,,+ ('ﬁ')l/”ﬁ’s'm < (8”4 df)' 8.
8i ¥ est le volume euclidien dans %,,, on a done

V(@ Si) = MV[(%)"%S,,L] V [(e? + dF) g ]

(s” +d®) mip
done M (3)™P ™ < (P4 dPYP ot N (K, e8) < M < [—————;,-—"——] done
ollp » i €
log N (K, e8) < m (_—) % log [M]
&

827
LemwmE 5. Soit (e, ..., &,) la base canonique de R™; O <‘q <1,0<ex1
n n
et s0it @y > 0 et pr = {kZ’ £,04,613 kZ [&xl*<< 1}, Alors si T, désigne le nombre
=l n =1

de points de la forme y = 3 eyye, 0% yreZ, contenus dans p), on @

er
ser(2e]

Preuve. On considére les cubes K,, centrés aux points Yy et dont

T.2

Oy eue Gy

les cOtés ont pour longueur 2s. Alors py = U ,ear sizeph, o = 2‘ Enazer

=1

avec kZ: [&:17 < 1. Soit alors y, la parme ent1ére de fia ZETE affectée du
= &

H
n

signe de £, et y = 2 ey Alorg y = 2 -—-akek ot
k

=1 Fo=1 as
Z o \Z(slf;”:"l) lek <1

done yep; et z—y = 2( £y~ syi) € avee, d’aprds la définition de yy,

|£—‘kak~ eyl < & done meK Oeci - dit, le volume euclldlen Vi(py) de py
dans la base (¢) est égal au produit du volume de p); dans la base (e
par le déterminant de la matrice de changement de base

@y 0
0 'an
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n
- [l
Dapres leo lemme 3, on obtient: V(py) =t Oy«

Alors V(2 < V(U K) < T,V(E,) = T,2"" dot

yeny,

1 Yn
srr(si)

e F "

el

TmMuE 6. Soit K un g-disque, et 8 un p-disque. On a alors

1
s
1t 21/27
log N (K, e8) > f v(z—)-dt avee 0 = 1‘(] :
° (3
q

et

o | =

( )
g

(1(t) = O si ce dernier ensemble est vide) et dy, = a, (&, 8).
Preuve, Soit 0 < A< 1 donné, mais arbitraire, et 80t (&5)nze une

/.
1(t) = sup in;——-—" > -

00
guite décroissante vers 0 de nombres> 0'telle que [ ]' (1—e&,) > 2. Remar-

quons d’abord que [d, (K, 8)P = inf sup ing |l — yﬂs done df = sup H“/“s
I weK  ye. welK
dim Lan

Tl existo alors @y e K tol que af = |y llg = (1 —8o) @7 Si on suppose @y, ..., Ty
constraits et si on désigne par L, le sous-espace engendrd par cos points,

dimI, <n done sup inf [o—yly> (L—e,)dy. Tl oxiste done @y eIl
wal el
tol que of..q == inf e, —ylg > (L—8) a2, On construit ainsi une suito
Y@Ly,

de points @,eX (nz1) linéairement indépendants tels que by ==
inf |y, — yllg > (1~~c,t)d2 1:)0111' tout =z 0.
el

yeluy, ' )
Soit o, = {}2, Emi; N !ﬁal” 1}. Puisque K est g-disqué, o, = K

ﬂ
ot @aprés le lemme b, si ’lw désigne lo nombre de points de la forme
3 l
8= D gop—0 conterus dans o,, oll ayeZ, en posant e =:—~on voit
ko1 O
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> L V44 Gy v Gy Mais 81 2y = Jeay—m, ot 2, =
k=1 (473
P q"l’( + )
n

= Zeﬂk—wk sont deux tels points, et g’ls sont distinets, on a
k=1 ay

que T,,>

1
2 yke— 2 avee |y,|l=1 et 1< m<n, ol m désigne le plus

2= —2 =
k=1
grand indice % pour lequel oy 5= 8. Alors [ellg> inf |e—yly =
velyy.
1 1 D P 1 .’Dm 1
= inf ]l?’msa’_‘mm—ylls=|y1n| & ;];T inf “mm'—'y”s""lym] 3”“‘"”’ 8p013

veLy, 'm 'm Y€l
done z¢&'S pour tout &' < ¢ et M (o, &'S) = T, pour tout & < £, D’aprés
le lemme 1 on a alors
N(E, &8)>

N(oy, ¢'8)> M(0,, 2"Pe'8) > T

B

? n
S

Oy von Qe

Cette inégalité étant vraie pour & fixé et pour tout 6> &', on a en chan-

geant de notations:
[ (1)]
q

inll
o ogr(toa)

NE, e8)2——m———p ... 0, =~
n
il
q e ]“’

[]e—aa >

onip & q"I (__72 + 1)
q
l dlc—l

k=1 znlmenqnl‘v( + ) Towa
et comme ceci est vrai pour un A arbitraire tel que 0 < A < 1, on a fina-
lement
1 n
el
N(K, e8)> — L\ dyy  pour tout n > 1.

21:./10 annrr (1"_ + 1) iy
q
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. : n n
Soit maintenant m = la partie cntidre de —. Comme 1< —< m41

~|—1 ot que I cst une fonction croissante sur [1, 4 ocof, on a T(q +1)
Q

rim~+2) = (m —|—1).. "
Maig pour tout &, 0< k< m, b enticr, on & m—k—l—lg—é-—la +1
done
m 7
(m 1)1 I[(—»—-—«lc»l ]) = ]1 (-—~»—-k+ ) ]I ][ (————Ia+ )
om0 sl = o=l iil@lm—
h«Na IMN

—1

n
cmr-—-—k—1~1 est toujours > 1. Pour keNT kgz,onaz—k—kl
q

—g--1

n_s—1 =41, 8i &, désigne le nombre d’entiers k tels
q

<o -4l =-
q

LQ

g—1 s
que — < bk <—, on &
q q

JIE ._w) (2t )

o g )
5 sglo 7
Ny

—8+1

S ,.\_

n—8-41
Mais -/V.s\<~[’]”:'] -1-1&’:%'{"1 et > 1 done (———wg—-——~—|~1)
q !

_.1.1
—8-41 .
g( fmetl ~|—1) . Tinalement; nous avons done

| (?[ )] 1 n i

+1 :
gl o ”(W’szt_-\ul) =1

JFoual

N(K, ¢8) =

Soit encore

2
)
N (K, o) [ [ :  —
) [ *
Bllpeq(»« +1
o' Ty
o, en posant 0 == Q_, (K, &8) >] [ NV

AT
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La suite
dk— 1
1
( 13 )5“
—+1
q k

est décroissante. Sion prend les indices & tels que

e oy

T
0 (ﬁ + 1)"
q

on a alors
d
N(EK, 8) = L
ktelsque o (7{; 1 E—H
”’(§+1)Z’+I<dk—1 ° q * )
done
d
log N (K, eS) = log kol
Jetols que

T e )
1 fe (—-—I— 1) '
+1
0e (’é-(-l)’l <1 q
La fonction I définie dans I’énoncé du lemme est une fonction en cgcalier

croissante, définie sur 10, 4 oo[, et on a, en utilisant I'intégrale de Stieltjes:

L
bs

log e = | log L dar(t).
1 Bst
7{: a 0
+1

En intégrant par parties, il vient:

1 1
— 1 —
[ 8

f 10g( 1) dr(t) = [ (t)log (—0—%})]? .+.f f»(t—t)dt

1 1 1 :
Pour ¢ =7, na I(t)log|— oat = logl = 0. Quand ?->0, si on

suppose que la suite d, est bornée (¢’ est a-dire 8l existe un 4 > 0 tel que
K < 18, ce qui sera toujours vérifié par Ia suite) alors d, < A ot sin == ()
on a:

ktels que

08 (EH)?L 14%—1

icm°
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4 2
done (——-{- ) Moot owo=1() < gl —1]< g Alors 0 <
1
(1) log ( e )«g 1(M)‘lil1()g (—0. t) =0 quand {—0; ot finalement

L
(23
Tt
log N (I, e8) > f V‘(-i')"”‘
ot
Tovmn 7. Sait K un bquilibré, et 8 un p-disque, et soit o Vindice de
convergence de la suite &, = d,(K, 8) (Cest-d-dive que « == inf{f > 0;
Nah < 4oo}). Alors o(I, S) = a
Preuve. D’aprés lo lemme 4, pour & > 0 assez petit, on a

21/1) (dp ]—-87’)
logm (_;) ) loglog [m.._,gpm] logp
o — .,

1 1
log — log S log — log <
e

1
m () == sup {n; ey 22 - } - Rup {n, b ~~~~—-«~}
Oy

1
]
done si a = inf {ﬂ >0; 3= ( ) +oo Daprés le lemme 7
030

loglog N(lf aS)

nz0

llp
10 m|—
. wlogm(n) ="\ )
de ([4], p. 77), puisque d,~0, a = lim ——-~done lim ———— = a.
t+teo 108 a0 1
og —
&
Comine
& (dff + 8"
. stog [ 5]
[ -‘
lim WP0 et me oot ST =0
Be-ld 3 aerl) 1
Tog =~ log -
& &

on w gk, 8) < a L,
Linmys 8. Noit K wn g-disque ¢t S un p-disque. La suite ((fay" ¢ x
Kyt () 8))zon 88 Dornde powr tout § > o(X, 8).
Preuve. Daprés le lemme 6, commo I(t) 5 0 est croissante, on a

1 1 ...14
i U -
O g [ () [ a ;}M)
log ¥ (I, o8) = | e e )7 T )

s .
& o 1
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Alors

1
1°gl("5§) _ loglog (i, o)

1 1) 1 ! g lo (1)
°g<o—w) 8\7 &\ e

done E@I%(ti) <o = o(K, 8). D’aprds ([4], p. 77, lemme 7), la suite
++o00
(ﬁ +1)‘+l 1\
4, = —g——-——~véri.fie alors Y (—) < 400 pour f>p, -clest-d-dire
dn—l n An

d .
que 3 [—"2 | < 4o, Le terme général de cette suite 6tant
n ~+1
4
q
décroissant, il est classique que pour » assez grand,

dn—l f
—1 | (v <L,

e
q

d’olt le résultat annoncé.

§ 2. Application aux espaces vectoriels topologiques nucléaires. Con-
formément aux définitions de [2] et [3], on dira qu'un evtF est nucléaire
§'il existe un nombre a > 0 tel que pour tout voisinage U de 0 il en existe

1
un autre V tel que d,(V, U) <—w—.
que d,(V, )\(n-f-l)“

D’aprés [2] et [3] on sait que tout espace localement pseudo-convexe
nucléaire est localement convexe.

ProrosiTIoN 1. Soit B un evi métrisable et P (0<p <L), 8% ewiste
une constante 0 (0 < 0 < +co) telle que powr tout compact K de 1 ot ot
voisinage U de 0, on wit o(Ip(K), Ty(0)) < 0, alors pour tout voisinage U
de 0, il en eviste un autre V tel que o(I',(V), I,,(U)) < 20.

Preuve. Soit (U,) une base de voisinages de 0 de T. Si on n’a pag
la propriété, il existe un voisinage U de 0 dang T tel que, quelquesoit n,

o(1(T), T, () =T 228108 N (15 (T, eI, (1))

&0

1 > 20.
log —
&

icm
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11 existe alors 8, > 0, aussi petit que ’on veut, tel que

loglog N (I, (Us), 8,1, (1)) >0,

| w

1
log ——
>
o e

3y 3

done N (I (U,)y 8,15(0)) > e’ , ot alors M (I, (U,), 8,I,(T) > o'
d’apres le lemme 1. X existe alors @y, ..., @yg,, My == M (Iy(Uy), 6,,111,(0‘)),
tols que @;—w,¢ 8, (U), & 54, mieﬂlf},(Un). Alors w;el,(0y ) O Oy, est

" » .
une partie finie de U,. Soit K, = ) 05,, K, ost une partie finie con-
=l

i .
tenue dans U,, done K = {0}u{{JXK ,} est un compact de F. Alors

n

el (K,)  done  M(TW(Ey,), 8,1%(0) = M, o6 N(IH(K),el,(T)

bn .
> NI, sIp(0) ot N (oK), i Ta(T) 2 (T, 6T5(T)

i
> 6(7;) . Il en résulte que

é
loglogN(l’y(K), ET%; Ty U))

o(Ip(K), Tp(1)) > lim

0

ollp ?
by,

si on prend la peine de choisir les 8, décroissant vers 0. Alors Q(T’,,(K),
Iy(U)) = 30, ce qui est impossible. ‘ -
ProrosrioN 2. Soit B un evt localement p-conveme, séparé; s*il vérifie
une des conditions swivamntes, il est localement convewe. N
a) Il ewiste une constante 0 (0 < 0 < 4 o0) telle que pour tout voisi-
nage U de 0 il en existe un autre V aveo o(V, U) < 0. .
b) Pour tout voisinage U de 0 il en emiste un aulre V et une suite (@,)

do T tels que 3 |wyly < --oco 6 V soit contenu dans Uenveloppe 1,~disquiée
(g
de T swite (@,).

o) B est métrisable ¢t il ewiste ume constamte O (Q < 0 < +o0) telle
que pour tout compact I ot tout voisinage U de 0, on att e(X, U) <0

Prouve. Il ost bien connu d’aprds [4] que ces diffé;centes cond.l’mon's,
pour p =1, impliquent la nucléarité de B. On va montrgr que ceei resto
vrai pour tout p (0 < p < 1), ce qui suffira, d’aprés [2] et [3].

a) Soit & > 0 et soit U un voiginage de 0, alors on peut trouv&zr une
suite (U,,) de voisinages de 0 telle que Uy = I et @(Ups1y Un) < 0. D’aprds
le lommeoe 2,

log
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L 1 n+-
—— > . >
o(Upy1, U) Z 0(Upsxs Uy) -0

k=0
, ¢
done (U, U)< 6 pour P < 6.
1 .
Soit maintenant ¢ tel que 3 > —15—+1, d’aprés ce qui préecdde pour

tout ’voisina,ge U de 0, p-disqué, il en existe un autre ¥ tel que o(V, U) < 4.
1 1
B et et |
Daprés le lemme 8, la suite {(n-+1)° *  d,_;(V, U)) est bornde, done
sid<a< %- —%— —1, on a lim (n+1)*d,(V, U) =0 et B cst nuclé-

N—>foo
aire.
b) On peut toujours supposer que la suite (|z,|y) est décroissante.
Soit L, le sous-espace vectoriel engendré par @, ..., @,. Alors dim.L, <n
et d,(V, U)<< dn(l",y(w,c) U) si 1’ ( ) désigne Penveloppe 1,-disquée

de la suite (w;). Sl wely (@), © = Z Ay, aivee 2 12? < 1. Done

i=1
n
o= S'h
i=1

= |l “Z hay < IW lody

+o0
< 2 Wl? lails < [2nially D) 14l < 1903l
Q=41 {=n+1

Done (@,(V, D) < |Bppaly car welt, b T+L, eb S (@ (7, TP
< oo done (nd,(V, U)‘/’”) est une smite bornée et H est nueléalre

¢) La démonstration de la proposition 1 fournit également le résultat
suivant: si ¥ est un evt métrisable localement p-convexe, et g’il existe
une constante ¢ telle que pour tout voisinage U de 0 et tout compact K
on ait (K, U) < 0 alors, pour tout voisinage U de 0, il en existe un autre V
tel que o(V, U)< 20. Oe résultat et le résultat a) fournissent la démon-
gtration de c).

ProposiioN 3. Soit B un evt localement pseudo-convexe mélrisable
tel qu'il existe o> 0 tel que pour tout voisinage U de O et tout eompact IC
on ait Umnd, (K, U) = 0, alors B est localement convexe.

Preuve. Soit U un voisinage de 0 de %, qu’on peut prendre p-disqué
pour un certain p et soit (V,;) une base de voisinages de 0 de H. Alors
(I'p(V,)) est une base de voisinages de 0 pour I'evt enveloppe localement
p-convexe F), de F et pour tout compact K de I et tout voisinage V de 0
de B, on a limn®d, (I, (K), I4V)) = 0. Soit I, le séparé de Hy. By, = By
avee N = (D I,(V,). D’aprés le lemme 7, puisque Vindice de econvergence
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de la suite (d, (I, (K), Tp(V))) est < %’ on a o(I,(K), I(V)) < % Alors,
d’aprés la proposition 1, pour tout voisinage 7 de 0 dans F, il en existe
un autre W tel que o(I,(W), I (7)) < %. Soit ¢ = H,~ 1, Papplication
canonique, S n = N (F W), I(V)), il existe alors Dyyoony Bpell tels
ame 1,(0) & UlatIy(V)} done (L9 < Ulplad+o (T (7] et
Np (I, (W), olp(V) < N(l;;(‘vv), rm('v» o olp(y(W), o(1y(V)
< @(Fﬂ(W)),J’,,(V))g—g. D’aprds la proposition 2, B, est localement

_convexe. 8i B est un borné de B, ¢(B) est borné dans B, et I(p(B))

= (p(l’ )) est encore borné dans B,. En particulier il existe un 2> 0 tel
que pour le voisinage U de 0 clsms B choisi au début, on ait ¢{I'(B))
< p(ly(T)) = Mp(U). Alors I'(B) « AU+N = AU+AU = 2220 et
I'(B) est borné dans . La bornologie de von Neumann de I est convexe,
ot B est métrisable, done il est localement convexe.

Cette dernidre proposition est la solution du probléme no8 de S, Role-
wicz (voir [5]) posé au Colloque d’Analyse Fonctionnelle de Bordeaux
(1971).
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