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STUDIA MATHEMATICA T. XLVIII (1973)

Sur les idéaux primaires fermés stables par automorphismes linéaires
par ‘

GEORGES BOHNKE (Nancy)

Abstract. Soit A une algébre de Banach de fonctions continues sur R™tendant
vers zéro & I'infini. On suppose que espace 2 de Schwartz est dense dans 4 et de
topologie plus fine, et que A cst stable par 'action, du groupe SL(n, R). On détor-
mine alors tous les idéaux fermés de 4, primaires au-dessus de l'origine, qui sont
stables par SL(n, R), et I'on en déduit un résultat de synthése harmonique ponctuelle
pour 4. On applique ce régultat aux cas des algdbras de Soboley IE(R™), et des algd-
bres de Lipschitz-Taibleson A(a;p, g).

§ 1. Imtroduction. Soit 4 une algébre de Banach commutative pour
le produit ordinaire des fonctions sur R". Soit 9 l’espace des fonctions
indéfiniment dérivables sur R™ & support compact muni de la topologie
de Schwartz, Soit %, espace des fonctions continues sur R” et qui ten-
dent vers 0 & Vinfini, muni de la topologie de la convergence uniforme.

On suppose gue A remplit les hypothéses (H) que voiei:

(H,) Ona 2 < A < %, ces injections étant dimage dense et continues.

(EL;) A est invariante par Daction du groupe SL(n, R), ¢’est-a-dire,
st fed et si geSL(n, R), alors fogeA. .

Dans cet article, nous caractérisons, pour une telle algébre A, ses
idéanx primaires fermés aun-dessus de D'origine, qui sont stables par Pac-
tion de 8L(n, R). Nous montrons que, pour un tel idéal, il existe un entier
hz=1 tel que I'idéal soit I’ensemble de toutes les fonctions de A dont
toutes les dérivées & lorigine au sens distributions, s’annulent jusqu'd
Pordro h—1. Do plus il existe un nombre entier 2 = 0, 1a howteur de Pal-
gdbre, tels que les entiers h en question solent ceux qui sont compris
entre 1 et A-+1. Il en résulte que toute fonetion appartenant & 4 nulle
& Porigine, ainsi que ses dérivées jusqu’s ’ordre A, est limite dans 4 de
fonetions nulles aw wvoisinage de Dorigine, ce qui est un énoncé de synthe-
se spectrale ponctuelle. Aux corollaives 1 et 2, nous appliquons ces
résultats aux algdbres de Sobolev et aux algdbres de Lipschitz—Taibleson.

§ 2. Le théoréme sur les idéaux primaires. Puisque 2 est dense dans 4
et de topologie plus fine, le dual 4’ de A s’identifie & un espace de dis-
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tributions. Soit A; l'ensemble des distributions appartenant &% A’ ot
4 support contenu dans l'origine.
Levua 1. Lordre des distributions appartenant & A, est borné.
Démonstration. Puisque l'injection canonique de 2 dans 4 est
continue, pour tout compact K de R™ il existe un entier mg > 0 et une
constante Cx > 0 tels que, pour toute pe2 & support dans K, on ait:

d\?
v}
Soiem's K, un voisinage compact de 0 et K, un voisinage compact
de'Kl. Solm o une fonction de 2 égale & un sur K, et & zéro hors de K,.
Soit Ted,. Alors, pour toute w2, y et ap coincident au voisinage du

sapport de T, done (T, y> = (T, apd.
De plus supp(ay) = K, done, pour toute yeJ,

KTy 9> = KTy o] < I llayllg

() @@

9\?
(5’9}) p(2) )’

ol la constante B,, qui ne dépend que de o, s’exprimerait facilement
grace & la formule de Leibniz. On a ainsi prouvé que la distribution 7,
est d’ordre < mg,, done borné indépendamment du choix de T dans Ag.

DEFIJ;\IITION. On appellera hauteur de A le plus grand entier 13> 0
tel que 4, contienne des distributions d’ordre A.

. Lemua 2. Soit A une algébre satisfaisant & Phypothése (H,). §i a<R®,
désignons par y, Vapplication w—>w (a) de A dans C. Alors ar>y, est
un homéomorphisme de R™ sur le spectre de Gelfand de A.

. Puisque 4 est uniformément dense dans %, eb contient 9, on sait
déja que a—>y, est un homéomorphisme de R® sur un fermé du spectre
de Gelf?nd de,a A (cf. [1] p. 121 Th. 3.2.4.). Soit 5 un caractére = 0 de 4.
Ona 4’ = 2, done y est une distribution non nulle; son support contient
done au moins un point o de R™ Bn fait, il n’y a pas Pautre point que
@ dans le support de y, car, 8i b 5= a, et si V, (vesp. V,) est un voisinage
de a (vesp. b) tels que V.V, = @, on peut choisir u « @, & support dans ¥,
telle que yx(w) % 0. Alors, pour toute ve® 3 support dans V,, on &ufa,,
u,-v = 0,’done x(uv) = y(u) x(v) = 0, done x(v) = 0, ce qui prouve que b
napparment Pas au support de la distribution y. Notons & la mesure
de Dirac. En translatant ¢ & Vorigine, on est ramené 3 prouirer que, si

lplly < O sup (sup
Ipi<mg \ zeRY

< |17y Cx, sup (Sup

]p|<mK2 zeRM

)

<“T“A‘CK2'BE1 sup (
zeR™
|pl<mg,
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une distribution P(8) & support Vorigine vérifie, quels que soient v et v
dans 2, la relation

(1) CP(8), wwy = (P (), wp (P (9), v,

alors P (8) == 8. Or, P(§) étant b support compact, (1) s’étend aux fonetions
u ot v & support queleonque. Choisissant u(x) = ¢@9 ot v(n) = &7,
on obtiont que lo polyndme P vérifio, quels que solent £¢R", neR", la
relation P(&)-P(n) = P(&+n). Mais lo goul polynémo s£ 0 vérifiant
cobito 1dentité ost Gvidemment le polynome identique & 1, ce qui achéve
la démonstration.

Notations,

&l = Vospace veetoriel des distributions 4 support contenu dans
Porigine.

Hpy = Lensemble des distributions de 8y qui sont homogénes et
dordre m. .

Vi == oy {0} Clest un sous-espace vectoriel de Ely-

X,, = Vensomble dos T'ed non néeessairement homogénes, mais
qui sont ewactement d'ordre m,

&g = Vespace voctoriel dos distributions de &gy dordre < m.

LmMMA 3. Soit W un sous-cspace vectoriel de &g tel que:

(i) W est tnvariant par Paction do G = SL(n, R);

(ii) 8¢ L'eW et 81 weD(R") alors w-TeW.

Alors, si W contient wune distributions dordre E, il contient towles
les distributions & support contenu dans {0} et @ordre < k. Bn particulier,
si W contient une distribution @ordre mamimal 2, alors W = d”zﬁ).

Tidée d’utiliser Dlirréductibilité de la représentation mnaturelle du
groupe SL(n, R) dans Pespace des polyndmes homogénes d’ordre m en n
variables, revient d 1. Wymard, quo je remereio pour Paide quwil m’a appor-
tée dang la démonstration de eo lomme.

Démonstration. Nobons m Iy représentation de ¢ == SL(n, R) dans
d’fo) détinio par ln formule {e(g) (1), [ = T, Sfog> pour tout !l’ed“{u),
tout geli ol tounto fed.

19) @ induit sur chague V,, une représentation irréductible m, do
dimension finie; en offet, par transformation de Tourier, m, est équiva~
lonto & la représentation Fom, do SL(n, R). duns Pespace des polyndmes
homogdnes do degré m & n variablos, qui est réduetible, (ef. [1]). Lrirré-

duetibilité do g, so traduit comme suit, Solent 8 ¢b 1 appartenant & %”;,,m, .
»

Alofs il oxigte une mesure o == 3 ¢g; b support fini dans @ ot ¢;¢C,
1

e
gL (n, R), 1554 < ry Gollo que § = a() (1)
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99) Par hypothése WX, Q. Montrons dabord que, pour tout
entier m, 0 < m < k, Vensemble W X, n’est pas vide.

Soit 0 < m < k—1. Par hypothese de récurrence, il existe Te WN X,
telle que T = Tpy1+8, ol Tm+1€a¢9m+10) et ol I'ordre de 8 est <m
(Autrement dit Se&@). Puisque m,,, est irréductible, il existe » = 20101

2=
gm1

telle que 7 (v)(Lyyy1) == Fr =y done telle que
1

-1
a(»)(T) =G +a()(8), ol @(»)(8)eE3.
o 1 )
n 1 — —
Alors, sive 9 (R )est telle que v(0) = 0, — (0) = ol aaal 7 (0) =0

pour 2 < h << m+1, on a, daprés la f:ormule de Leibniz,

m

a(@)(L) = —— +v-[a() (9]
Or v-[#(»)(8)]e &Y, puisque v(0) = 0, et - [=(»)(T)]eWNX,,.

3°) Montrons enfin, par récurrence sur m, que pour tout entier m,
0< m<kona X, c W.Daprds le 2°), c’est vrai pour m = 0 car X, = C0.
Soit m > 1, il existe TeX,,AW, T = T, +8, ot Tyye #py b Sed™
Alors T, = T— 8 appartient & W, car §<W par hypothése de récurrence.
Aingi, 1l existe une distribution homogéne et d’ordre m dans V. Par con-
séquent, d’aprés lirréductibilité de m,,, toutes les distributions homogénes

U ¥, est inclus dans W.

i=0

Ce lemme va nous permettre de classifier les idéaux primaires fermés
invariants par SL(n, R) des algébres satisfaisant aux hypothéses (H).
Pour wne telle algdbre A, soit W = A'n&. Bn transposant les hypo-

et d’ordre m sont dang W, et donc X

théses (H), on voit immédiatement que W satisfait aux hypothéses du -

lemme 3. Done W = 6’(0 , ol A est la hauteur de A. Pour tout entier %
tel que 0 << h< A, adoptons les notations suivantes: I, = 'idéal (évi-
demment fermé) des fonctions ueA telles que <D, %) = 0 pour toute
Dedl.

©

I' = Pidéal puissance h®*™° de I,. (Remarquons que I, est un idéal maximal
de A). IL (resp. J) 'adhérence de I (resp. J) dans A.

Enfin, appelons idéal primaire fermé de A au-dessus de 0, tout idéal
fermé de A contenant J et confenw dans I,.

TrforEME. Soit A une algébre satisfaisant duw hypothéses (H). Soit A
la houteur de A. Pour tout entier h =1,2,...,A+1, on a I; = 1% De

J = Pidéal des fonctions de 4 qui s’annulent au voisinage de origine. ‘
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plus, les idéauw Iy, Io, ..., Ipyy sont dews & deuw distincts, et sont les seuls
idéaus primaires de A aw dessm de 0, qui sont stables par Vaction du groupe
SL(n, R).

Bn particulier J =I,,,.

Démonstration. 10) Les idéaux Iy, 1,, ..., I, sont évidemment dos
idéaux primaires fermés de A stables par SL(n, R) Montronsg qu’il n’y a pas
drautres tels idéaux au-dessus de 0. Comme J est stable par S (n, R), on aura
du méme coup montré que J = Iy, puisque J est le plus petit idéal
primaire fermé au-dessus de 0 eb quil est stable par SL(n, R). Soit L
un idéal fermé primaire de 4 au-dessus de 0, invariant par SL(n, R).

Soit W Porthogonal do I dans 4; ¢’est un sous-A module de A’ invariant
par SL(n, R). D’autre part, toute distribution T de W a son support
contenu dans {0}, car une telle T' est orthogonale & J. D’aprés le lemme 3,
ona W =1I"+= &(o), ol  est un entier < A. Le théoréme des bl])olaares
montre alors que I = Iy,,;. De plus, puisque pour & s I, on a & # &4
il est clair que Iy, = Iy

20) Montrons que I, = It L’inclusion I7 % = I, est presque immédiate
car, lorsquon cffectue une dérivation d’ordre < h—1 sur une fonetion
produit de & facteurs nuls en 0, la dérivée obtenue par la formule de Leib-
niz est nulle en 0, vu que, c’lam chaque terme de cetite formule, figure
au moing l'un des icwteurs non. dérivé. Pour montrer Pinclusion. inverse,
nous prouvons que, dans la dualité entre A ob A', Dorthogonal de I% est
contenu dans l'orthogonal de I. bom done l’eA telle que, quelles que

solent fi, ...,/ de A et véritiant £, (0) = ... = f,(0) = 0, on ait <T, Fufooi o>
= 0. Alors supT < {0}. Bn effet, Supposons, pfu l’abﬂurcle, quon @ #* 0
soit dans le support de 7. Soit V un voisinage de a tel quo 04V. Prenons
fie@, dsupport dans V,telle que KT, fi> 7= 0. Prenons fp = fy = ... = fre 2,
nulle en 0, et idontique & L sur V Alcms f1 Jar. f,,, = fy, done <T, flfg RO
= (T, f,> 5 0, tandis que f;(0) = f2(0) = f,(0) = 0, contrairement & ’hy-
pothése. Aingi tout I orthogonwl A IV oat un opérateur de dérivation & 1ori-
gine, d’ordre k. Il faut montrer gue I' est orthogonal ilu I, autrement dit,

i

que k=5 k. Par Pabsurde, supposons k3= h. Soib a; m'(b)vﬁ”‘iw“b“c;:"‘?’ avee a,#0,
WyT e Viby,

Iun des mondmes de dérivation d’ordve maximum de 7' Puisque &y --.. . -+ &,
== Jp 2z hy, il oxiste évidemment (10% tcm(‘mom Fisfas oos e 2 (R™), nulles
b l’ongmo, ot telles que fufs ... fu(® .. ofn au voisinage de Porigine.

Or, il est clair que T, fifa .. o = (1’, ml ol e gl Ty o8t 520,
it

ce qui ost contraire & Ihypothése sur 7. En offot, is § == ay »-w;c-—-wm;r

0w, O,

est un autre mondme de dérivation intervenant dans T, potr wn ¢ au

moins, on aura & < k;, done {8, aft ... afn) = [ fi‘k'ig(m)] (0) == 0.
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§ 3. Exemple 1: Les algdbres de Sobolev I (R"). Soit p un nombre

1 1
réel tel que 1< p < co. Posons 1; —{—1—'; =1. Soit a véel. Notons &,
le noyau distribution de Bessel d’ordre a dont la transformée de Fourier

est . Rappelons que, pour o> 0, G, s'identifie & une fonction

1
(L )™
de L}(R") et que l'espace de Sobolev L% (R") est constitué des fonctions f
telles que f = G*h olt heL”(R™). Sur LY(R") on considére la mnorme

“f”ﬂ, = ||kll,, qui en fait un espace de Banach. On montre facilement

que le dual de I? est Despace L7, (R") des distributions 75" telles que

( (1 6531}” (R™ ot " désigne la tra,nsformatlon de ‘Fourier.
(&' désigne Vespace des distributions tempérées, dual de l'espace & de

o .
Schwarz). Lorsque a>v§, le comportement & lorigine de @G, cntraine

que cette fonction est dans I”. De plus, Strichartz a montré dans [4]
que, dans ce cas, LZ(R™) est une algébre pour le produit ordinaire des fone-
tions, invariente par Vaction de GL(n, R), telle que & (R") = LF(R")
% (B, les injections étant d’image dense et continues. Donc elle satis-
fait auz hypothéses (H).
Pour préciser notre théoréme dans le cas de 1’algébre LZ (R"), calcu-
long sa hauteur. Si f est un nombre réel, notons f* le plus grand entier
strictement inférieur & A.

&
Lemue 4. Soit o >g. Alors Dalgébre L2 (R™) est de hauteur (a —ZL) .
»
Notons 2 la hauteur de ILZ.
o n\* . n P
1% 1={a —1—0 : en effet, si a—%k >§ toute distribution D, & sup-
port, T’origine et q’o'rdre %, est dans le dual I¥ (R™), car D+, = D* GGy,
eL?, puisque D*@, est un convoluteur de L27 et que G,_jeL”,
n\* . , ,
20) Zg(a———) : s0it TebyNLE (R") d’ordre k.
P
a) 84k est pair, soit & = 2h. i 4 est le Laplacien, on a (8 — 4)*e L?, (R™)
(L4 [t
<FL¥ (R™).

d’aprés le lemme 3, done, par définition de L7, ~—-
I1 en résulte que le noyau de Bessel G,,_,, est dans L7 (R™), ce qui implique

RCRNURE

a—k> 5 , A’aprés les propriétés étémentaires de ce noyau liées au compor-

tement des fonctions de Bessel & Porigine.
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0 i
b) 8i & est impair, alors o

o, eIZ iy on le voit facilement par

5 ost un multi-

transformation de Fourier en utilisant lo fait que m)—”z

plicateur de FI¥. D’aprés a), on & alors a--1> 5 + k41, goit a >g +k

Te théoréme peut done sappliquer & Palgdbre Lf (R™) dont il fournit
la liste des iddaux primaires fermés stables par SL(n, R). De plus Végalité
Ipr = J génonce on termes dapproximation:

CoroLTAIRE 1. Soit a > 7 84 ueI? (R™) 8 annule, ainsi que ses dérivées

. " * . '
& Dorigine, jusqu'd Vordre | oa— —~) , alors u est approwimable en novme de LY

par des foﬁwtions de LE(R™) qui s'annulent aw voisinage de Vorigine.
n 7
Remarques. 1°) Sii-)< aﬂii—) +1, Dalgdbre LZ(R™ est de hauteur

nulle, donc I; == J. Autrement dit, dans ce cas, l'origine (et donc par
translation fout point de R") est un ensemblo de syntheése spectrale rela-
tivement & cette algdbre, Il est naturel de se demander alors si, plus pré-
cisément, un point est un ensemble de Dithin pour LT (R™), mais nous
n’avons pas pu répondre i cette question. Par dualité, elle se transfor-

" "
me en un probléme de division, celui de démontrer gue pour; <asg 5—3 41

les hypothdses weL?(R™, u(0) = 0 ot TeLf, (R, w-T =  sont incom-
patibles.
2°) Plus généralement les difficultés de I’Analyse Harmonique des
algdbres I2(R™ tiennent en partie & ce que cette algtbre ne posséde pas
Q’autres unités approchées bornées. En. effet, supposons qu’il existe (uy,),
unité approchée, an sens fort, de LZ, bornée en norme par C. Soit J un
1

compact do R™ tel que (mes 1()7’ > 20. Boit fe@ telle que 0<f<i1 ot
f =1 sur K. Paisqto w,  f->f dans I¥ entraine o, f—f dans L7, il existe w,

tel que, pour tout n>my, on ait: (Ul 3= sl =l flp > i1/ 2
1 o

> (mes JO)P[2 >

§ 4. Exemple 2: Les espaces de Lipschitz —Taibleson 4 (a, p, ¢). Soient p
et ¢ deux nombres réols strictoment compris entre 1 et - oo, et soit un

0, co qui ost absurde,

nombre réel a>§. 8i feIL?(R™), posons

wi(fy b p) = ,Sup Ilf (@+1)—f(@)lp)

8 — Studia Mathematlca 48.8
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et

oy(fy b P) = S Hf(m+h —2f(2)+fl@—h)lp-

Soit A(a, p, ¢) l’espace de Banach introduit par Taibleson dans [5],
des fonetions feL?(R™) telles que

o0 it /g
M =+ [ oot eneg] < oo
- 0

olj =1si0<ae<letf=2s8l1l<<a<2. 8Bia>
comme ensemble des f telles que

2, on définit A(e, p, @)

(2) 171 = 11l

Isl=
ol a* est le plus grand entier strictement inférieur & a.

C. 8. Herz prouve dans [2], prop. 1. 6., que ces espaces sont en fait,
pour le produit ordinaire des fonctions des algébres satisfaisant & I’hypo-
thése (H,). On voit facilement qu’elles remplissent aussi la condition (H,)
de stabilité par SL(m, R). En effet soit f une fonction A(a,p,q) et
geSL(n, R). Si feLP(R™), il est clair que fogeL?(R"™). De plus les déri-
vées partielles premiéres de fog sont combinaisons linéaires de celles de f,
donc grace 4 (2), on est ramené, par récurrence, & prouver que, si I'inté-
grale figurant dans (1) est finie pour f, elle est aussi finie pour fog. Véri-
fions-le pour j = 1; pour j = 2 c’est analogue.

wy(fog, b, p) = mp If (g2 -+ gh) ~f(gm)np
= sup [If(y-+gh)—F ()l
0<ihi<t
< sup  |f(+E) =@l = wu(f, lglit, )
o<|ki<liglié
done
oo

s

a at
[ oot M5 < [ [ous(f, lolt M

e b
o A
J 7
est fini, c.q.f.d. )
Passons maintenant au caleul de la hauteur de Palgébre A(a, p, q). Dans
[6] (p. 833, th. 5), Taibleson montre que le dual de A(a, p, ¢) est L'espace
des distributions A(—a, p’, p’) ol p’ et ¢ sont les exposants conjuguds

icm

Sur les idéaua primaires fermés 241

de p et de g Pour,défiﬁir cet espace, introduisons le noyau de Gauss—
‘Weierstrass, :

, . \
Wz, y) =y~ exp (— EL—) zeR" y> 0.

Notons, pour toute & (R"):

8@, y) = [SW(., y)](@)

ot pour toute fonetion ¢(x, y) mesurable dans R" % R, posons, pour 1 < p,
g< >

1
”ﬂ @y Y Hp,rz (f(“g (o y ”2' ) <

Alors, d'aprds [6], p. 436, A(—a, p’, ¢') est Pensemble des distribu-

tions § appartenant & ’espace de Soboley L” 1 ot telle que Ha/E S(w, y)n;‘;,,,l,
< A~ o0,
" Limums 5. Soit # = 1. Soit D une dwmbubwn & suppmt dgal & Z’OMgmw,

et d’ordre k& = 0. Il ewiste ¢ > 0 et il existe n > 0, tela que, pom tout y tel que

0 <y <7
[l -0

nn
Démongtration. 1°) Traitons d’abord le cas olt D est un opérateur
différentiel homogéne d’ordre k. Faisons le changement de variables

n—ler
do = ¢y

. . n lc
oy, i'm Lyoi,m Onade =9 dw ot Dy, == 4 “ip . done la formule
l/ i) 1 K Y )
.y ‘
2% 7 n 2
(3) f D, [(\xp (~~ l_/lﬂ—)]‘ da = g2 f D, [exp — (L.l_)] du.
- 4y : s

i< Ry

La fonction D, [u:x,p(w I%;«]-)] ost pas identiquement nulle. 11 suffit,

pour le voir, de considérer s transformée de Fourier qui est lo produit
2

d'un polyndéme par (nxp( ]4| ) Ce polynome ne pout pas Gtve identique

A z6ro sans quo tous ses coctticients lo soient, done sans que 1) soit égal & 0,
co qui n’est pas possible puisque suppD == {0} =4 @.

2! »
D, [exp(-—-l%]w)] dw et on prénd 7 queleon-
4 L

On pose alorg ¢ == f
. nr
que. :
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kE k-1

20) Cas général. D est quelconque et peut s’éerire D = D+D+ ...
0 (1 k

. +D, o D est homogéne de degré 4, et ot D est supposé non nul,
On a done

k-1 0 3 =1 0
Dy = Dyt Dyt .o 4Dy = Y™ Dy T Dt .. + (/1D
par conséquent,
2 td

f D, [exp(— Iﬂ_)] dx

4y
R

k 2 k1 2
= iy _ lul ]

D T I

RN

do.

st -2

k1 uz
Posons g =Du[exp(—l—£v)] avec i =1,...,

[l

k; alors, dés que 0<y<7,

dw = 5™y~ o +yY gyt o+ (V9 ol

Rﬂ-
'> ay™ty =i,
i ”‘Pk”r
ol 6 ==, est % 0 et ot 4> 0 est choisi tel que
s+ 9" prt e 900l > gl /2 pour tout y < 7.

(n existe puisque la fonetion y—|lg, + g1+ ...
et prend la valeur [jp,l;: pour ¥ = 0).

+ 9"l est continue

Levue 6. Soient 1 < p < oo et 1 < g < co. Soit-a >g. Alors Valgébre

7 * .
A(a, p, q) est de hauteur (a —5) = le plus grand entier strictement infé-
rieur & a— Zb.
p
Démonstration. Soit 1 cette hauteur.
a) Montrons d’abord que 1 < (a - ﬁ)*,
. p
Soit Ded(—a, 9, ¢'), Qordre %, et & support contenu dans {0}. Alors

"
.DeL_a_%, et, d’aprés ’exemple 1, ceci jmplique a>;—z+k—%, ce qui

icm
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est une condition plus faible que a >:—: ~7%. Mais, en fait

1 a 1 eg’
dy 51
= |y s
bf ( p’) Yy bf y
est fini.

A fortiori, d’aprés le lemme B, il existe n > 0 tel que

% ‘ [
v’ D@, ) ([ iowio s
R"r -

n oo _m (zb;@:)z:'
fyz vy 'y T ay < oo,
(1]

. ’
ce qui exige ag’ —ng' -+ (n—kp’)ﬁ%-, > 0, c’est-b-dire a> %—{— k.

b) Pour terminer la démonstration du lemme 6, en vertu du lemme 3,
. : *
il suffit d’exhiber une distribution cxactement d’ordre A = (a — %)

et appartenant & A(—a, ', ¢).
Soit D une distribution homogéne d’ordre 4 et & support dans {0}.
Daprés Iexemple 1, on a DeL?,, done & fortiori DelX . I reste

[

2

A voir que llyzD(m, ry)u;..q' ogt fini. Mais d’aprés la formule (8)

2 b2 2
f D, [exp ( — ]_ﬂ.)] Du[exp (_M)]
. dy 4
"
I en résulte quo

, _a ,
1 o 1 u: o, (n 7\ @ e

e Y g » TT
f(\lyl)m,y)ﬂp‘y 1qu dy < + 0

)’
Tyt
0 ]

Iy

g _M
dw =o-y Tyt ou du.

’

puisque ¢’ (a__%+ ) est > 0.

En appliquant notro théorénm, nous obtenons maintenant lo

N AP
pl

Cororratrn 2. Soit a> — 8% wedla,p, q) sonnule ainsi que ses

, , CL ‘ m\* ,
dérivées & Dovigine jusqu'd Vordré (a~- , alors u est approwimable par

des fonctions appartenant & A(a, p, q) qui $annulent au voisinage de Vori-
gine, et ceci en norme A(q, p, q).
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Translation invariant subspaces of L7(G)

AHARON ATZMON* (Los Angeles, Calif. and Orsay, Franee)

Receivéd August 28, 1972 . 579
’ (579) Abstract. The main result of this papor is that if & is a locally compact abelian

group which is not compaet and 1< p < '; then LP(GF) containg a cloged translation
invariant subspace which ix not the closed span of translates of a ginglo fanction.

1. Introduction. Tn what follows G is a locally compact abelian
group equipped with a Haar measure do. For 1< p < oo Wo denote by
I7(@) the classical Banach spaces associated with the pair (@, dw). For
a function fe L? (@) and y< G, the y-translate of f is the function f, defined
by fy(w) =fl@—y), vc@ A subspace V = LP(@) is called translation
invariant, it feV implies that f,eV for every ye@. In this paper we are
concerned with the following problem:

Is every closed translation invariant subspace of I (@), 1 <p < oo
the closed span of translates of a single function?

If @ is compact, the structure of the closed translation Invariant
subspaces of L?(@) is completely determined ([11], p. 94) and it follows
easily from their characterization that if ¢ is compact and metrizable,
the amswer to our problem is affirmative. The structure of the closed
translation invariant subspaces of I*(G) was also completely determined,
by Ditkin ([2], p. 111) for ¢ = R and for general ¢ by L. Sehwartz ([9],
p. 869), who also proved that the answer to our problen iy affirmative
for metrizable ¢ and p = 2.

On the other hand it has boen proved in [1] that it @ is not compact
then LY(G) contains o closed tranglation invariant subspace which is not
the cloged. span of translates of finitely many functions, so that the answer
to the problem iy negative in this case.

Tor ¢ which is not compact and p 5% 2 vory little is known about
the closed tranglation invariant subspuces of TP(G) (see [3], p. 238),
and the defermination of their structure seoms to be far out of our scope.
The main result of this paper is that the answer to the problem posed
is negative for @ not compact and 1< p < § That is we prove:

* This work las boon parbially supported by NSIF Grant GP-20012.
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