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Eigenschaften von Schauder Basen und Reflexivitiit

von

ULRICH MERTINS (Karlsruhe)

Zusammenfassung. Fiir lokalkonvexe Riume E mit einer Schauder Basis werden
Sitze vom folgenden Typ bewiesen: E ist reflexiv genau dann, wenn jede Schauder
Basis von E cine gewisse Eigenschaft erfiillt.

1. Einleitang. Es bezeichne ¥ einen lokalkonvexen Raum mit einer
Schaunder Basis {z;}. Ist {f} ¢ B die Folge der zugehdrigen Koeffi-
zientenfunktionale, so sei die Basis auch durch {z;,f;} gekennzeichnet.

Der Zusammenhang von Reflexivitit des Raumes F und Bigenschaf-
ten der Basis {x;, f;} 18t in zahlreichen Untersuchungen (etwa in [11-[6],
[12], [16], [19] und [21]) erértert. Zwei Basiseigenschaften spielen hierbei
eine Hauptrolle: Eine Schauder Basis {;, f;} heilt fallend (engl. shrinking),
wenn {f;} eine Schauder Basis fir 7} (Dual B versehen mit der star-
ken Topologie f(Z', B)) ist. Die Basis heiBt beschrinkt vollstéindig (engl.
boundedly complete), wenn fiir eine skalare Folge {a;} aus der Beschrankt-
heit der Folge { >'a,;} ihre Konvergenz in F folgt.

i<n

Zunichst zeigte James [5] filr (B)-Raume, dann Retherford [16]
fiir tonnelierte und schlieBlich Cook [1] fir beliebige lokalkonvexe Réume,
daB B genaun dann halb-reflexiv ist, wenn die Basis {z;, f;} fallend und
beschréinkt vollsténdig ist.

Die vorliegende Arbeit befaft sich mit der Frage, ob ein tonnelierter
Raum reflexiv ist, wenn alle seine Schauder Basen fallend bzw. beschrinlkt
vollstdndig sind. Dabei werden Ergebnisse von Kalton [6] verbessert,
der seinerscits Untersuchungen von Singer [19], Zippin [21] und Rether-
ford [16] weitergefiihrt hat. Dies wird erreicht analog dem Vorgehen von
Kalton durch eine Abschwiichung der Begriffe “fallend” und “beschrinkt
vollstéindig” (Definitionen 2 und 3 in Abschnitt 2). Die hier gewihlte
Form der Abschwiichung ist jedoch der Fragestellung und den Gege-
benheiten von Basen in lokalkonvexen Riumen angepafBter als die von
Kalton und liefert daher auch weiter reichende Ergebnisse. Zwar ist
auch hier die Frage nicht fiir den allgemeinsten Fall beantwortet; jedoch
lagsen die offen bleibenden Probleme (A) und (B) in Abschnitt 2 vermuten,
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daB sie mit wesentlich anderen Hilfsmitteln als den hier angewendeten
untersucht werden miissen.

Eine Folge {y;} = F heifit regulir, wenn es eine Nullumgebung U
in B gibt mit y,¢U fiir alle ¢eN. Ist die Folge zusitzlich beschrinkt,
80 heiBlt sie normalisiert (vgl. Kalton [7]). Fiir tonnelierte Riume B ist
eine Schauder Basis {x;, f;} genau dann normalisiert, wenn {f;} in B
eine normalisierte Schauder Basisfolge ist (Schauder Basis ihrer abge-
schlossenen linearen Hiille [f,] < ), (vgl. Kalton [7]; pg. 96).

Ist die Schauder Basis {w;, f;} des tonnelierten Raumes F normalisiert,
so exigtieren daher eine Nullumgebung V in H, eine beschrinkte Teil-
menge A in I und Konstanten 0 < m < M < oo derart, daf

0 MK Pae(f)Pp () < M fiir deN,

wobel py bzw. p, die Distanzfunktionen der Nullumgebungen V in H
bzw. A° (Polare von 4) in B, bezeichnen, Ist # ein (B)-Raum und V = 4
die Einheitskugel in B, so ist (1) mit m = 1 stets erfiillt (vgl. Singer [18];
pg. 20).

Eine groBe Klasse tonnelierter Réiume erfilllt (1) jedoch nicht: Bs
sei B ein (FM)-Raum (ein(F)-Raum der zugleich Montelscher Raum ist).
Da E tonneliert ist, konvergiert die Folge { 3 < f;, o> o}, B, glfeich-

=<n

miBig auf allen prikompakten Teilmengen von #. Die prikompakten
Teilmengen von ¥ stimmen mit den beschrinkten fiberein, und folglich
gilt fir jede beschrinkte Teilmenge B und jede Nullumgebung U in E
L]n; Pe(f)pu(w;) = 0. Die vorliegenden Untersuchungen ergeben eine

enge Beziehung zwischen der Reflexivitit eines Raumes ¥ und dem Kon-
vergenzverhalten der Folgen {pg.(fi)w;} bzw. {py(z)f;} in B bzw. ¥,
wenn {;, f;} eine Schauder Basis fir ¥ ist.

2. Definitionen, Ergebnisse und offene Fragen. Ist {#;, f,} eine Schau-
der Basis des tonnelierten Raumes T, so sei H = [f;] die abgeschlossene
lineare Hiille der Folge {f;} = H,. Nach Kalton [8] ist H ein tonnelierter
Raum, {f;} eine Schauder Basis fiir H mit den zugehérigen Koeffizien-
tenfunktionalen {#;} « ¥ < H' und die starke Topologie g(H', H) von H'
induziert die Topologie von F.

Dmprnrrron 1. Bine Schauder Basis {z;, f;} fix T heille stark fallend,
wenn fir jede Nullumgebung U und jede beschrinkte Teilmenge B in B
Impy (f)po(e) =0 ist.

Ist {%} m B nicht stark fallend, so ist auch {f,} in H nicht stark fall-
end. Jede im Sinne von Kalton [7] normalisierte Basis ist nicht stark fallend.

SArz 1. Ist B ein tonnelierter Rawm mit einer Schauder Basis {@, £}
dann ist fir jede Nullumgebung U und jede beschrimlie Teilmenge B in H
die Folge {Pp(f)pu(®)} beschrimkt.
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Beweis. Die Tolge der Entwicklungsoperatoren {I,}, die definiert
gind durch Lgx = Y <f;, > @, veB, ist gleichstetig.
i<n

Somit exigtiert in B ein Topologie erzeugendes System von Halbnor-
men py mit der Eigenschaft

(2) S‘;l‘PPU(Inm) = py(®), web.

Damit ist
[fis )10y (@) < 2py(@), @eB,;ieN,
woraus die Behauptung folgt.

DermnirioN 2. Bine Schauder Basis {;,f;} fiix B heiBe schwach
fallend, wenn fiir jede beschrinkte Teilmenge B in ¥ hm _pr (fe; = 0
ist in der sehwachen Topologie o(B, E') von B.

Ist die Schauder Basis {;,f;} fallend, so auch schwach fallend,
da fir jedes feE lim 3 <f, #;> f, = f in der Topologie von ;.

n—re0 KN

DerFINiTIoN 3. Bine Schauder Basis {z;, f;} firx B heile dual schwach
fallend, wenn fir jede Nullumgebung U in # lim py(z;)f; = 0 ist in der
schwachen Topologie o(H, H') von H. e

Beschrinkt vollstindige Basen sind in tonnelierten Réiumen stets
dnal schwach fallend wie der folgende Satz zeigt.

SATZ 2. In einem tonnelierten Raum B ist eine Schauder Basis {w;, fi}
dual schwach fallend genaw danm, wenn fir eine skalare Folge {o;} aus der
Beschrinktheit der Folge | 2 agw;} stets folgt hm am; = 0 in B.

i<n

Beweis. Die Schauder Basis {w;, f;} fir E sei dual schwach fallend,

und {a;} sei cine skalare Folge derart, dal B = { 3 am;: nsN} in B be-
=<n

schrinkt ist. Dann ist B in H auch f(H', H)-beschrinkt und, da H tonne-
liert ist, o(H', H)-relativkompakt. Folglich hat B einen Hiufungspunkst
yeH', fiir den gilt a; = {y, f;>, 1<N. Damit ist nach Voraussetzung fiir
jede Nullumgebung U in B 11m Puloam) = 11m [y FOlPp(a;) = 0. Bs

folge nun umgekehrt aus der Beschra.nkthelt von { > o) in B die Kon-
=,

vergenz von {a;;} gegen Null.
Fir jedes feB ist { 3<f, #>f:) o(H, B)konvergent und damit
i<n

auch o (', B)-beschrinkt. Wegen der Tonneliertheit von F ist somit
{Z(f, wz>f1} auch beschrinkt in Fp und folglich auch in H. Demnach

IS’U tiir jedes er'S‘lPK%, Z(f; ey fd| = SUP]Z(L @y, fid] < oo und
hiermit ist { 2(;,5, f,)m } beschra.n.kt in B. Fur ]ede Nullumgebung U in B

ist damit llmpU f: =0 in o(H, H).
i—>00
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Bine stark fallende Basis ist schwach und dual schwach fallend. Aus
den Definitionen 2 und 3 ergeben sich sofort folgende Zusammenhinge.

Sarz 8. Es sei B ein tonnelierter Rawm mit einer Schauder Basis {z;, f,}.

(a) {w;} dst in B schwach follend genou damm, wenn {f;} in H dual
schwach fallend ist.

(b) {w:} ist in B dual schwach fallend genau damn, wenn {f} in H
schwach fallend ist.

Bemerkung. Normalisierte schwach fallende bzw. dual schwach
fallende Basen sind in (B)-Riumen vom Typ (we,) bzw. (wep)* im Sinne
von Foiag und Singer [3]. Solche Basen sind in lokalkonvexen Riumen
“semi-shrinking” bzw. “semi-boundedly complete” im Sinne von Kalton [6].

TeBOREM. Bs sei B ein folgenvollstindiger tonnelicrter Raum mit
esner nicht stark follenden Schauder Basis. Dann sind die Sfolgenden Aussagen
dguivalent:

) (a) T istreflewiv.

(b) Jede nicht stark fallende Schauder Basis ist Sfallend.

(¢) Jede Schauder Basis ist schwach fallend.

(d) Jede Schauder Basis ist dual schwach fallend.

(e) Jede micht stark fallende Schauder Basis ist beschrinlt vollstindig.

Beweistibersicht. Da ein tonnelierter Raum mit einer Schauder
Basis genau dann reflexiv ist, wenn die Bagis fallend und beschrinkt
vollstindig ist, geniigt es, die Aquivalenz der Aussagen (b) bis (e) zu zeigen.
Die dazu notwendigen Sitze sind in Abschnitt 3 bereitgestellt:

(b) ist dquivalent mit (c) aufgrund der Definitionen und des Satzes
3.B. (c) ist dquivalent (d) wegen der Sitze 3.1 und 3.2. Schliefilich ist (d)
dquivalent (e) aufgrund der Definitionen und des Satzes 3.6.

Fir normalisierte Basen hat dieses Ergebnis Kalton [6], Theorem 5.3
gezeigt. Die Aquivalenz von (a) und (¢) hat fiir (B)-Réume Holub ([4],
Theorem 4.1) bewiesen. :

Sarz 4. Hs sei B ein (F)-Raum mit einer Schauder Basis. Dann sind
Jolgende Aussagen dquivalent:

(a) B ist ein Monielscher Raum.

(b) Jede Schauder Basisfolge ist stark Sallend.

Beweis. Ist  ein Montelscher Raum, dann ist auch jeder abgeschlos-
sene Teilraum Montelsch und damit jede Schauder Basisfolge stark fallend.
Ist B nicht Montelsch und {;} eine Schauder Basis tiir ¥, dann existiert
nach Kalton ([7]; § 5) eine Blockbasistolge {y;} von {z;} und einc skalare

Folge {a;} derart, daB {9} eine normalisierte Schauder Basisfolge ist.
Wegen (1) ist daher {y;} nieht stark fallend.

Das Theorem und der Satz 4 werfen zwei Probleme auf, die hier
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offen bleiben:

(A) Ist ein lokalkomvexer Rawm mit einer Schauder Basis reflemiv,
wenn alle seine Basen stark fallend sind?

(B) Ist ein tonnelierter Raum mit einer Schauder Basts sogar Mon-
telsch, wenn alle seine Basen stark fallend sind?

Eine Teilantwort auf das Problem (B) ist bekannt, denn es gilt

SATZ 5. Bs sei B ein (F)-Roum mit einer Schauder Basis. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) E ist nuklear.

(b} Fiir jede Schauder Basis {z;,f;} fir B, jede Nullumgebung U
und jede beschrinkte Teilmenge B in T ist

ZPB“(fi)pU(xi) < oo,

Beweis. Ist B nuklear, so folgt die Aussage (b) sofort aus dgm von
Pietsch ([15]; 10.2.1) angegebenen Beweis eines Satzes von Dynin und
Mitiagin der besagt, daB in nuklearen (F)-Riumen alle Schaufler Basen
absolut sind. Gilt die Aussage (b), so sind alle Schauder Basen in F abso-
Iut, und nach einem Ergebnis von Wojtynhski [20] ist dann B nukle.ar.-

Pelezynski und Szlenk [14] sowie Retherford [17] habe.n Beispiele
fiir (B)-Raum Basen angegeben, die schwach fallend aber nicht fallend
sind. Wegen (1) sind diese Basen nicht stark fallend. Schauder Basen
von reflexiven (B)-Réumen sind fallend (und damit schwaeh fallend)
aber nicht stark fallend. Offen bleibt hier das Problem

(C) Qibt es Beispicle fir Basen, die stark fallend (und damit schwach
fallend) aber wicht fallend sind? ) )

Wegen (1) kann eine solche Basis nur in einem nicht normierbaren
lokalkonvexen Raum gefunden werden.

3. Siitze zum Beweis des Theorems. Dieser Abschnitt zeigh die Z.u.sam-
menhiinge der Aussagen (b) bis (e) des Theorems auf. Die Beweisideen
gind im wesentlichen von Kalton [6] auf die hier vorliegenden Gegeben-
heiten ibertragen. Dies gelingt insbesondere durch die }Tleufassung des
Begriffs der Blockstérung (Definition 3.3) fiir nichit regulire Basen und
des damit moglichen Beweises von Satz 3.5.

3.1. Sarz. Sind in dem tonnelierten, Rawm B mit Schauder Basis alle
Schauder Basen schwach fallend, so sind alle Schauder Basen auch dual
schwach fallend.

Beweis. Die Schauder Basis {u;, f;} fiir B sei nicht dual schwa:eh
fallend. Dann existieren ein yeH', eine Nullumgebung U in F und eine
aufsteigende Folge {n;} natiirlicher Zahlen mit

3) Do) [, fupl =1 i jeN.
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Wir setzen zur Abkirzung {y,f> = o;. Dann it Oy 7 0, jeN. Durch

2; 1eN und

]
D am,  fir =y,
k=1

r{l}i fm‘@;é'nj,
=

(4)
g = ‘fz"—aia;b;lfnj fiir 4 5% my, g <4< y(np = 0), i N

-1 -1 . .
Gy Toy — Cgrpn gy UL 4 = 1y,

wird ein Biorthogonalsystem {2, g;} definiert. Far n,, <l <n; und
we B gilt, wie fofort nachzurechnen

1 1 15
1_;1’ {1 w>zi_i§ {rnwdm = “<aa?j1fnj, ) 1.2; L8

Die Teilmenge B ={ Y a;: neN} ist beschréinkt in F (vgl. Beweis
i<n .

zu Satz 2). Aus (3) folgt. wegen Lim <a;jlfnj, @) ay, Py (0n)) = 0,

) as . ~ . — j-_Pw » .

daBl  fiir jedes weF® jlir:: <an;fnj , #) = 0. Folglich ist {2, ¢;} eine

Scha.uder Basis ffir B. Ferner ist fir jeN pp () 21 und damib
jl_umxi Ky s %)l?m(%j) 2 lag| >0, dh. {2, g;} ist nicht schwach fallend.

3.1. FoLeBRUNG. Hs sei B ein tonnelierter Raum mit einer Schauder
B(m’ls {2, fi}- Ist {w;} nicht qual schwach fallend, dann ewistiert in H = [fi]
< B, eine Schauder Basis, die ebenfalls nicht dual schwach fallend ist.

Beweis. Durch (4) ist eine Schauder Basis {z;, g;} fiir B definiert.
]%‘olghch ist {g;} eine Schauder Basis fir [g;] = B,. Die abgeschlossene
lineare Hiille [gi;joenthéi.lt nicht f,, «E'. Denn wire Jny Element von [g;], dann

wire f, = O, g‘,l Gn; in B,. {gnj} ist aber eine reguliire Folge in B}, da aus

der Beschrinktheit von B = {z, : § i o = :
2eB} =1 fiir jeN. Setzt mafnnjgoj;l\}} lnsf j;zliitl];rll)(jl(i]i?‘) li Sup{l(!}n_j,. -
) ¢ linearen Hiillen
von {g}, und {f;} tiberein, und wegen H = [g,]@ Lg%, ist {0
Schaudexj ]?asis fur H. {g}%, ist nicht dual schwach fallend in [g]2.,,
und somit ist wegen Satz 2 auch {g;}2., nicht dual schwach fallend in H.
3.2. Barz. Sind in dem tonnelierten Rawm B mit Schauder Basis alle
Schauder Basen dual schwach fallend, so sind alle Schauder Basen auch
schwach fallend,
_ Beweis. Die Schauder Basis {x;, f;} sei nicht schwach fallend. Dann
ist {’ fi} in H = [f;] nicht dual schwach fallend. Da H tonneliert ist und
{S(H , H) ch? Topologie von H induziert, besagt die Folgerung 3.1, daB
In [#;] = H' eine Basis existiert, die nicht dual schwach fallend 1sty

icm°

Higenschaften von Schauder Basen und Reflewivitdt 229

Die von Pelezyniski und Singer [13] eingefithrte Blockstérung von
Bagen sei hier abgeiéindert fiir den Fall nicht regulérer Basen.
~3.3. DEFINITION. Es sel {z;} eine Basis des lokalkonvexen Raumes H.
Tine Blockstorung der Basis {#;} heiBe jede Folge {z} der Form
%; fiir ¢ &y,

4 = . ieN,
wkj+p(mkj)yj fir ¢ =k,
k-1 ] .
wobel y; = ) nZ - at;+ 241 a®;, {y;} beschrinkt in B und wobei {n;}

und {k;} a,ufst]eiéende Folgen positiver ganzer Zahlen sind mit n, = 0,
ny_y < by <y, jeN, und p cine stetige Halbnorm auf B. :

3.4, HiLrssaTz. Jede Blockstorung {z;} einer Schauder Basis {a;, f}
des tonnelierten Raumes B ist ebenfalls eine Schauder Basis fir B mit der
Folge {h;} der zugehirigen Koeffizientenfunktionale der Form

Ifi_p(mkj)a'tfk,- Fiir 4 5= T, my_y <<y,

by = oo

fk_,,- Jiir & =Ty,

{h,} ist eine Schauder Basis fir H = [f;] = B. .
Beweis. Die Biorthogonalitit von {z;} und {h;} ist sofort nachzu-

rechnen. Fir alle weB gilt

ieN.

! 1
2(77'1'; )2 — 2<fi’ 2w

i=1 =1
—Sgs 2 (%) Z ag;  far m_, <I<ky—1,
_ fr:f:zi_ﬁl ] eN.
l i odplag) Y aw i b<1<m,
5T

Wegen (2) folgt aus der Beschrinktheit der Folge {y;} die Beschrinktheit
der Mengen
1
ot Mg < I Fy—1, jeN} und
=g+l n

{ Z aeg: Ty ST < my, jeN} in H.

i=it-1
Da ferner fir jedes weB lim{f, oy p (@) =0, gilt somit auch

! I—r00
lim ' (hy, @2 = @ in B. Damit ist {e;} Schauder Basis fir F. Dem-
I—>00 i=1

nach ist auch {h} Schauder Basis fiir [A;] = B,. Da jedoch die
linearen Hillen wvon {h} und {f;} tlbereinstimmen, ist {k} Schauder
Bagis fiir H.
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3.5. BAwz. Hs sei T ein tonnelierter Raum mit einer nicht stark fallenden
Schauder Basis {#;, f;}. Ist jede Blockstorung von {x;} schwach foallend, dann
ist {w;} fallend.

Beweis. Hs sei {#;, f;} nicht fallend. Dann existicren ein fe& und
eine beschrinkte Blockbasisfolge {y,},

7y
Yy = a®;, - mib fy) =1, jeN,
't=nj_1+1
wobei {n;} cine wachsende Folge positiver ganzer Zahlen ist mit ny = 0
(vgl. Kalton [7]; Theorem 5.4).

Da {z;, f;} nicht stark fallend ist, existiert eine stetige Halbnorm p,
eine beschrinkte Teilmenge .4 « ¥ und eine wachsende Folge {¥,;} natiirli-
cher Zahlen mit p 4+(fi) 0 () > 1, jeN. Die Blockbasisfolge {y;} und
die Folge {k;} selen 0.B.d.A. 5o gewihlt, daB n;_; <& < ny, jeN. Setat
man

4 = @y fur % # kZ.‘/-—l jEN,
”kzj_l‘l‘P(mkzj_l)?/zj fir ¢ = ky;_,
so ist {2;} eine Blockstorung von {v}, die nach Voraussetzung schwach
fallend ist. Mithin haben wir fiir jedes fe.E’

B 4 (fiyy_ ) By =0 mnd Himnpao(fiy, KF, 2> = 0.
o0 Jro0

Dies ﬁeh? abe.r im Widerspruch Z0 P g2 (fr, jnl) P (mkzj—1)< fy 4> = 1 fiir jeN.
Folglich ist die Basis {z,, f;} fallend.

3.6. SArz. Hs sei H ein folgenvollstindiger tonnelierier Raum mit einer
Schauder Basis {m;, f;}, die nicht stark fallend ist.Ist jede Schauder Basis
in B dual schwach fallend, dann ist {x;} beschrinkt vollstindig.

Beweis. Ist {;} nicht beschrinkt vollstindig, so ist nach Kalton
([81; 5.3 Cotrollary 2) {f;} nicht fallend in H = [ f:]. Folglich existiert wegen
Batz 3.5 eine Blockstorung {g;} von {f;}, die nicht schwach fallend igt. Die
zu {g;} gehorende Folge {z;} = H' der Koeffizientenfunktionale ist eine
Basisfolge in H' bzgl. der starken Topologie §(H’, H). Da die linearen
Hillen von {2} und {»;} aufgrund der Definition der Blockstérung tiber-
einstimmen und f(H', H) die Topologie von BT induziert, ist {2} ecine
Schauder Bagis von F und nach Voraussetzung dual schwach fallend
Dies ist aber ein Widerspureh zu {g;} nicht schwach fallend.
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