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STUDIA MATHEMATICA, T. XLVII. (1973)

Harmonische Analyse auf gewissen
nilpotenten Lieschen Gruppen

VO

HORST LEPTIN (Bielefeld)

In [3] habe ich uw.a. gezeigh, daf in der Gruppenalgebra #*(N) einer
zusammenhingenden nilpotenten Lieschen Gruppe N der Klasse 2 Wieners
Satz in folgender Form gilt: Jedes abgeschlossene zweiseitige Ideal 5
von ZY(N) liegt im Xern 4 einer irreduziblen stetigen unitéren Dar-
stellung von Z*(N), die Faktoralgebren &2 (N)/ A sind alle symmetrisch
und lagsen sich explizit aly verallgemeinerte L*-Algebren reeller Réume
R* beschreiben. Wir wollen hier mit denselben Methoden zeigen, daB
die Z*(N) selbst yymmetriseh sind. Ferner ist leicht zu sehen, daf fiir
diese N Kirillows Vermutung [2] zutrifft, wir erhalten also, zusitzlich
zu den Beispiclen in [17], unendlich viele weitere (allerdings diinne) Stibzen
fitr diese Vermutung.

1. Sei A ecine endlichdimensionale assoziative nilpotente Algebra
der Klasse » iiber dem Korper R dex reellen Zahlen, es ist also A" = 0.
Sei A dic aus 4 durch Adjunktion des Einselementes 1 zu 4 erhaltene
Algebra. Die Menge

N = N(4) = {1+zed; ve A}
ist dann eine nilpotente einfach zusammenhingende Liesche Gruppe
der Klagse 7. .
Sei a die aug A crhaltene Tdiescho Algebra, dh. a und 4 enthalten

=
e
2
=
=
S
z
_
R
o
=
=

- die e A, so it {6"},en oine
7!

cinparametrige Untergruppe von N, es existiort also oin durch @ bogtimmtes
: ~ . PP d

Elemoent & aus (er Licsehen Algebra v von N mit (2 f) (2) == yn £z )l
tir differenzierbare Funktionen f auf N, Fir die Funktionen g(w): 2 - 2w
(w, & € N) erhiilt man.

Bo(w) (2) = zww = glaw) (2),

also Bo(w) == o(aw). Hieraus folgt [&, Flow) = o([z, y]w) = [=, ¥1 o (w),
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da @g(w) = 0 fiir alle w nur fir 4 =0 gilt, erhalten wir also [®, ¥~ =
" =[&,4], &h. & ist ein Isomorphismus, der uns gestattet, a und n
zu identifizieren. Wegen ge®g™" = e’ “fiir ge N und e 4 erhalten wir
(Adg)e = gag™
fiir die adjungierte Darstellung von N in a.
2. Sei nun A die in [3], Teil III, botrachtete Algebra, A besitzt
also eine Basis {w;,2y; 6,4 =1, ..., %, i <J} mit den Relationen

= —mym; = wy Hir i< j, 8} = oy = oo = 0. Bs folgh dann A% ~0
und oy = —ye fir alle o, ye d. Fiw g =1+aeN crhalten wir wegen
gt =1—a+a?

(Adg)o = @ 2az = Ty,

also Ty, = Ad (L4 4b) fiir die in [3] definierten Transformationen T, bed.
Hieraus folgt, daB der in [3] betrachtete Raum A der Bahnen 0(z) der
Tlemente 2 aus der (mit A4 identifizierbaren) dualen Gruppe A des Vek-
torraumes A beziiglich der adjungierten Transformationen Ty ibex-
cinstimmt mit dem Kirillowsehen Raum der Bahnen von o = L(a, R)
unter der kanonischen, durch die adjungierte Darstellung von N in a defi-
nicrten Wirkung von N auf o*.

Das Dual N der Gruppe 148t sich als topologischer Raum mit dem
Spektrom 2 der Algebra ¥ = 2'(N) identifizieren und da & vom Typ I,
also # postliminal ist, kénnen wir weiter £ mit dem Raum Prim (&)
der primitiven Ideale und der Hiille-Kern-Topologie identifizieren.

Wie in [3] identifizieren wir nun % als Banachschen Raum wieder
mit £1(A4) und weiter wie iblich das Spektrum der kommutativen L'-
Algebra #*(A) mit der dualen Gruppe A. Bin primitives Ideal . in &
ist dann in #1(A4) gerade der Kern ., einer Babn 2 = 0(#)¢ A und F:
M — % ist die kanonische Abbildung von Z = Prim¥ auf A.

Sei X eine abgeschlossene Teilmenge von .S?, algo die Hiille eines
abgeschlossenen Ideals # aus . Dann ist # auch. ein Ideal in #*(4) und
die Hillle X' ist abgeschlossen und invariant (bezgl. der 17) in A. Das
Bild F(X) = X ist die Menge der Bahnen # der 2 aus X', Da die Projektion
P von A aut A offen und stetig ist, hat das Komplement U von X' cin
offenes Bild U in A. Aus der Tnvarianz von X' folgh dann X e (X"
=p(CU) =CU, dh. X ist abgeschlossen. Somit ist die Abbildung ¥
abgeschlossen.

Ist umgekehrt Yin 4 abgeschlossen, so ist das Urbild p“l(Y ) = ¥’
in A invariant und abgeschlossen, also £ = k(Y') ein invariantes Ideal
in #1(A) und somit ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal in 2. Die
Hiille Y — h(#) ist also abgeschlossen in 2. Da ¥ = F~1(¥) ist I stetig.
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Dann ist aber ¥ als bijf.,ktive, abgeschlogsene und stetige Funktion ein
Homdoomorphismus von & auf 4. Weil nach [3] jede zusammenhéngende
nilpotente Liesche Gruppe N der Klasse 2 Faktorgruppe einer geeigneten
Gruppe N (4) ist, haben wir damit bewiesen:

Sarz 1. iy jede zu:s'mnnw'rr,h(mgemle nilpotente Liesche Gruppe N der
Klasse 2 st das Dual N kanonisch homdomorph zum Rawwm der Bahnen
des Raumes 1t der reellen linearen Funkiionale awf dev Iieschen Algebra
von N unter der natirlichen Wirkung der Gruppe N.

3. In diesem Abgehnitt beroiten wir den Beweis fie die Symmetrie
der Gruppenalgebra ZH(N) vor. Sei A ein l-dimensionaler reeller Vek-
torrawm, @ ein lincarer Unterraum dey Bndomorphismenringes 2 (A)
mit @ = 0 und I" die kommutative Untergruppe von Aut(4) aller 1--¢,
@e @. Wir betrachten 1" aly Transformationsgruppe von 4, die Abbildung
von I'x A auf A ist analytisch. Sei 4 der Raum der Bahnen

@ o= It = - D = {&-+ev; pe D}.

Da dic Bahnen @ als affine Unterriinme von 4 abgeschlossen sind, ist A
ein lokal kompakter 7'-Raum, der iLa. nicht Iausdorffseh ist. Bs gilt
jedoch das

LuMmA. Sei 7 eine abgeschlossene Teilmenge aus A und Z ihr abge-
schlossenes Urbild im A. Iwthilt Z mindestens zwei Klemente, so cwistieren
Iinvariante offene Mengen U und V in A, sowic ein I-invarianter offiner
Unterraum H in A mit

ZeH UNZ #0,VZ+0,UnVNnE =0,

insbesondere enthilt Z nicht leere, in Z offene disjunkte Teilmengen.
Bowois. Sei ¢ der von @A aufgespannte Teilvaum von 4 und sel
B cin komplementirer Summand, so daf also

A = BOU, ®AcC, @O0 =0,

Die Projektion ¢ von 4 sul B ist dann faktorisierbar dureh die Projektion
p von A aul 4, denn es gill

Pw) = -l Do w O = glo) GO,

Soi 1 Z = B die durch diese Taktorisierung definierte stetige Abbildung,
also g(@) = r(p(@) = r(#). Enthilt r(Z) mindesteny zwei Klemente,
otwa u wnd v, so withlen wir disjunkte offene Umgebungen U, von.
und V, von o in B. Dann sind U = Uy 0, V = V,@0 in A offen, dis-
junkt und invariant und cefillen zusamen mit A == 4 die Bedingungen.
des Lemmas.
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Sei nun 7(Z) = {p}. In dicsem Fall haben die Bahnen aus Z die

Form
7= (bD2) =b+e+D, zel, D=2,
Wir kénnen dann ecinen zu D komplementiren Untervaum J in ¢/ wihlen,
50 daB also ¢ = F@D. Da Z mindestens zwei Bahnen onthiilt, oxigtieren
wound v in B mit @ s 3, ¥, v Z. Wieder wihlen wir disjunkte offene
TUmgebungen U, von 4 und ¥, von o in K und setzoen
U=TIBaU,eD), V= r'Bov,®.D),
Tin Blement aus U N H hat die Form
by+udghy =bto  mib b, byeB, ue Uy, deb), ce().

Hieraus folgt b =b;, ¢ =u+d+gbe U,@D, alvo U N =bDU,DD,
cbenso VN H < b@®V,®D, also U NV nH =@ Offensichtlich ish
H affin wnd Z < H, ferner sind U, V und H invariant und wogen b
cUNZb+veV NnZ sind somit alle Bedingungen des Loemmas erfidlt.

Ist A4, wiein Teil 2, eine nilpotente Algebra der Klasge 2und N = N(4),
so cxfilllt @ = {T,; be A} die Bedingungen des Lemmas, ebenso 4 und
@' = {T}. Hieraus erhalten wir firr N (siche anch [4]).

Samz 2. Ist m eine wicht iriviale stetige irreduzible Darstellung von

LN in einem separierien topologischen Vekiorraum I, so ist der Kern A4
von w aus Prim (LL(N)), d.h. gleich cinem .

Beweis. o ist ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal in Z*(N),
also als Teil von £1(4) ein Ideal mit invarianter abgeschlossener Iiille

Z in A. Wir behaupten, daB Z eine Bahn ist. Sonst kinnten wir nimlich
Teile U, V und H in 4 wihlen mit den im Lemma enthaltenen Eigen-
schaften. Die Komplemente U’ und V' von U und V in A witren dann
abgeschlossen und invariant, ihre Kerno & und % also invariante Ideale
in #'(4), also zweiseitige Ideale in #'(N) mit der Hille A (% N ¥) s=
=MZ) W@ =T N V'=C(UnV)> H Da H als affiner Raum
in A cine Synthese-Menge und Z < I ist folgh
(A OE(H)) = (VO H == I,
also A& NE(H) =k(H) < # uwnd schlieflich
XY <« & NY < b(H)< A

Hieraus folgt n(29%) = n(Z)n(¥) == 0, da = irveduzibel ist, also () = 0
oder #(#) =0, dh. <A und Z< U oder ¥ < o und Z < V'. Das
widerspricht jedoch dem Lemma, da UnZ %@ und V nZ @, By

folgt Z = 0(z), zed wnd folglich, da die Bahnen Synthesemoengen sind,
A =M,

H o= b@0.
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4. Wir kénnen nun leicht beweisen:

SATZ 3. $M(N) ist eine symmetrische involutive Banachsche Algebra.

Beweis. Sel ae P = LUN), h = a*a und & 0 ans dem Spektrum
von h. Wir miissen zeigen, daB & positiv ist. Es ist entweder S, = {&x—
—ah; we 2} # £ oder {w—hw; we ¥}y #.%. Da die letste Bezichung
wegen B = h, (@)% = Eo* mit {§v—wh; ve L} # & bquivalent ist und

‘it & aueh Z im Spektram von & liegt, ditrfen wir S, % % annehmen.

Nun ist £, oin modulares Linksideal, es existiort also ein maximales und
folglich abgoschlossenes modulares Ober-Linksideal # von #,. Nach
Qatz 2 ist der Kern der irreduziblen Darstellung von % in Z/s gleich
cinem. 4, aus Prim (&) und nach [3], Theorem 2, ist & =2 |, symme-
trisch. Nun ist Joh = {£(wh) —(zh)h; we L} = Jy= S, da hi S ist das
Bild S o = {&b—dh} von S, in & also echt in & und folglich liegt & im.
Spektrum des Bildes b = d*d von kb in £. Aus der Symmetrie von 2 folgt
dann £ > 0. Folglich liegt das Spektrum von % im Intervall [0, co[und
somit ist % symmetrisch.

5. Bemerkungen. Die in [3] und in dieser Note enthaltenen Séitze
und Methoden hiingen offensichtlich nicht von der speziellen Struktur
von R ab, wir erhalten also analoge Ergebnisse fitr nilpotente Liesche
Gruppen iiber beliebigen kommutativen lokal kompakten Korpern. &,
jedentalls fite solche’ der Form N (4) mit nilpotenter Algebra der Klasse
2 iiber k.

Ts ist ferner klar, dafl auch Kaplansky’s Satz gilt:

Jedes primire Ideal in £(N) ist primitiv, denn die Bahnen 0(z)
sind Synthesemengen. Vermutlich 188t sich. auch dhnlich der Helson—
Reiter-Ditkin-Satz . beweisen.
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