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Calcul différentiel
dans les espaces vectoriels topologiques

par
JEAN-PAUL PENOT (Pau, France)

Résumé. Cet article n’a pas pour but de proposer une nouvelle définition de
la dérivabilité d’une application entre espaces vectoriels topologiques. Il est con-
gacré & la notion d’application de classe O%. Plusieurs définitions sont proposées répon-
dant aux deux exigences suivantes: a) coincider avec la définition usuelle dans les
espaces normés, b) vérifier la rdgle de composition. Ces définitions sont simples, na-
turelles. et valables pour tous les types d’espaces. Cependant I'une d’entre elles (la
classe Oﬁ) ne vaut gue pour les espaces dans lesquels les suites convergentes caracté-
risent la topologic (les espaces métrisables par exemple) mais elle ne demande (& I’ordre
1) que la continuité et la dérivabilité de application et la continuité de sa dérivée
gans aucune condition supplémentaire. Une application aux variétés fonctionnelles
est donnée. ‘

Ce travail a pour but de montrer quelques voies pour surmonter
les difficultés soulevées par la généralisation aux espaces vectoriels topo-
logiques (e.v.t.) de la notion d’application de classe 0". On sait bien que
1a dérivabilité est une notion qu’on peut facilement définir dans ce cadre;
cetite facilité a méme engendré une pléthore de définitions (voir V.I.
Averbukh et O. G. Smolyanov [3]). Nous rappellons les principales défi-
nitions (table 1), et nous ne retenons que celles qui satisfont des condi-
tions naturelles de cohérence et de fonctorialité (§1.A.). Nous propo-
sons plusieurs variantes de la notion d’application de classe O* (§1.B.)
puis de classe O% n > 1 (§ 2) satisfaisant les deux conditions:

1) Cohérence: la théorie coincide avec la théorie usuelle dans
les espaces NOTmMEs;

2) Fonctorialité: la composée de deux applications de classe 0"
est de classe O™

Tes difficultés rencontrées (qui tiennent essentiellement au fait
que Vapplication de composition y: L(X, ¥)x L(Y, Z) - L(X, Z) n’est
pas continue si X, ¥,Z sont des e.v.t. non normables lorsqu’on munit
les espaces L(X, ¥}, L(Y,2) et L(X, Z) @’une topologie naturelle d’e.v.t.,
cf. H.FL Keller [25]) ont en général ét6 surmontées jusquici dans un
cadre plus large que celui des e.v.t.: espaces vectoriels pseudo-topologiques
avec A. Frolicher — W. Bucher [18], G: Marinescu [33], espaces vectoriels
bornologiques avec J. Sebastifo e Silva [42], J. F. Colombeau [107, espa-
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ces vectoriels semi-topologiques avec J.-P. Penot [39]. Reconnaissant
les avanbages respectifs de ces méthodes, nous nous refusons & suivre
ici de telles voies (hormis une esquisse, au paragraphe 3, d’une théorie
analogue 3 celle de A. Frolicher — W. Bucher). C’est que nous destinons
cotte étude & des applications aux variétés (variétés fonctionnelles notam-
ment) ol la topologie s’impose; un exemple d’application est donné
an paragraphe 4.

Signalons pour terminer les tentatives antérieures: 1) de A. Bastiani
[5] [6], théorie reprise ensuite par J. Leslie [30], [81] qui a le mérite
d’8tre simple mais ne satisfait pas la condition de cohérence, 2) de J. XKi-
jowski et W. Szezyrba [26] particulidre aux espaces de Fréchet—Schwartz, 3)
de H. Omori [38] plus puissante, mais particulitre aux chaines ’espaces

" de Banach.

Notations. X, ¥, Z désignent des e.v.t., le plus souvent des e.v.t.le.s.

(espaces vectoriels topologiques localement convexes séparés), B, F,G

des espaces normés.

Si T est un espace topologique, O(T) désigne la famille des ouverts
de X. Si X est un e.v.t., ¥ (X) désigne la famille des voisinages équili-
brés de 0 dans X, #(X) la famille des bornés de X, #(X) la famille des
parties semi-compactes de X. L’espace L(X,Y) est toujours muni de
la topologie de la convergenece bornée.

§.1. CALCUL DIFFERENTIEL A L’ORDRE UN

Ta table 1 regroupe les principales définitions; les relations entre
ces définitions sont résumées dans le diagramme ci-dessous. Cette table
explicite la définition d’un “sous-espace vectoriel %,(X,Y) de ¥X, X
et Y étant des e.v.t., espace des Z-restes d’ordre un (Z = A,B,C...).

On dit que f: X — ¥ est Z-dérivable en acX 8il existe ueL(X, Y)
tel que Lapplication » détinie par r(z) = f(a-+2)— f(a)—u. » appartienne
A #,(X,Y). Comme L(X,Y) n%,(X,Y) = {0} si ¥ est séparé, Pappli-
cation w est unique et appelée dérivée de f en a.

Ta table 1 est loin d’8tre exhaustive; un recensement plus complet
est donné dans Averbukh et Smolyanov [3]. De plus, la considération
de la notion de dérivabilité stricte (Cartan [9]), utile notamment pour
les théorémes de fonetions implicites (McDermott [36]) doublerait le
volume du tableau.

K =H 8

=

’ U ﬁ

K =M =>B<sA

4 vy
M =(0asF =@
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TABLE 1
Appellation
Z i
origine #z(X, 1)

A df)rix;abﬂité Pour tout espace normé &, pour toute application p: B — X
absolue
(nouvelle dérivable en 0 avec p(0) = 0 ul] I(e)) — 0 quand e — 0.
définition) el

B | dérivabilité par 7 (lx)
rapport anx bor- VBeB(X), VVe? (X)TS > 0: (xeB, || < 8) = ( eV).
nés (Sebastido e
Silva (1956), '
Sova (1964)) .

0 | dérivabilité par 7 (tw)
rapport aux se- | VO€(X), VV ¥ (T)A8 > 0: (20, It < 6) »(——EV).
micompacts !

I | dérivabilité au | Pour toute application @: B — X telle que ¢(0) = 0 et
sens d’'Hadamard | = o(f) . r(e®)

(Fréchet (1937), | I —— existe, on a lim —=7== = 0.
Balanzat (1960)) | i =
de Toglio (1960))

@ | dérivabilité di- 7 (12
reotiomnells VaeX, VVe? (T)L6> 0: (|t < 6) = ( (z ) EV).
(Gateaux (1913))

H | Hyers (1941) — | YV eV (Y) B Ue¥ (X): Ve> 0 WS >0: (we T, |t < )
Lang (1962) ('r(tw) )

= |——ee V).
i
K | Keller (1964
(1964) AT (X) VTV ()T > 0 (weT, il < a)»(“:”) EV).
E’| Keller (1964) TUA (X)VV A (D) AT ¥ (X)(weU, tweT')
( () )
= eV).
i

L | de Lamadrid T 7 (tw)

(1955), Ver Eecke L’application o — - de X dans ¥Y¥ tond vers 0 quand
(1987) t — 0 pour une topologie J sur ¥X.

M | Marinescu (1957), VTV (NAUeV (X)Ve> 00T 7 (X) (2T, lweU') =
Sebastiao e Silva r (i)

(1957) = 7 eeV).

M’| Michal (1938), VVe? (D) VaeX AUV (X)HAS> 0: (wea+ U, lfj < 6) =
Bastiani (1962) (v(tm) )

= |——eV).
i
8 | Sebastifo e Silva

(1956).

VBeB(X)HOH(Y)Ve> 0TS > 0: (It| < 6, weB) »
(r(tw) )
= ——;—EBO .
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Nous ne retenons que les définitions 4, B, M, H, K, K' qui satisfont
les conditions de cohérence et de fonctorialité. Nous dcartons la S-déri-
vabilité, bien qu’elle satisfasse ces conditions et qu’elle permette d’obtenir
les résultats les plus proches de ceux obtenus avec les espaces normés
(ef. Silva [41], Colombeau [10]). Nous considérons en. effet que c’est une
notion plus bornologique que topologique; d’aufre part elle ne corres-
pond pas & la notion naturelle d'une application dérivable f: X — ¥
lorsque X est normé et ¥ n’est pas normable (un reste est une applica-

tion » telle que lim @) == 0).
a0 [l]
X#0

La notion la plus stricte est la K-dérivabilitéd. La notion la moins
stricte, la A-dérivabilité, coincide en fait avee la B-dérivabilité. Pour
le voir il suffit de montrer que si re#, (X, ¥), r est un B-reste. Soient
Vey (Y), Be#(X). Désignons par F le sous-espace de X engendré par B,

muni de la norme || || associée & 1’enveloppe équilibrée convexe B de B,
et par i: I — X P'injection canonique. Puisque s¢L (%, X) nous pouvons
7(i(e)) 7(ib)

trouver 6 > 0 tel que

[t} < 6, beB.

<V pour [¢l < §, ce qui assure que

eV

[lel ¢

pour

A. Applications de classe (.

DfFiNTIoNs 1.1. Soient X, ¥ des e.v.t.8., 0e0(X). Une application
continue f: 0 — ¥ est dite de classe Ozp (vesp. O, resp. Oyp) pour Z = K,
K',H,M,B, A i elle vérifie les conditions a) et b) (resp. a) et ¢), resp. a)
et e)) ci-dessous:

a) f est Z-dérivable et f': O - L(X, ¥Y) est continue;

b) f* est localement bornée: VaeO HAecO(X), acd < 0, tel que
F(A)eB(L(X, Y));

c¢) Papplication df: O x X — ¥ définie par df(z, #') = f'(®)-a’ est
continue;

e) f' est localement équicontinue: Vae0O Hde 0(X), acd = O tel
que VVev'(Y) HUe¥ (X) avee f'(4):-U < V.

Toute application de classe O3y est de classe Oy et Ok, SI X ost
infratonnelé une application de classe Chp est de classe Chy. Si X est
‘métrisable et tonnelé une application est de classe Chy dds que la condi-
tion a) est remplie.

Ces définitions satisfont Ia condition de cohérence. Montrons qu’elles
satisfont la condition de fonctorialité. Soient f: 4 — ¥, g: B > Z des
applications de classe O}p (resp. Opy) avec de 0(X), Be 0(Y), f(4) <= B.
Soit aeA et solent A’ et B’ des voisinages de @ et b = f(a) dans A et B
respectivement tels que f(4') « B’ et que H =jf'(4') et K = ¢'(B")
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Solent des parties bornées (resp. des parties équicontinues). La restriction
&% H x K de lapplication de composition
y: (X, Y)X I(Y,Z) - L(X,Z)

étant continue Papplication 2’ = y(g’of, f') est continue sur A4’ donc
h = gof vérifie a). De plus y(H x K) est bornée (resp. équicontinue).
Examinong maintenant le cas ot f et g sont de classe 0. La condition ¢)
étant remplie puisque dh(z,»’) = dg( (@), df (@, »")) montrons la conti-
nuité de A’ en un point arbitraire de 4. Soient MeZ(X), Wev (Z), et
W er (Z) avec W' 4+W' < W. Nous pouvons trouver un voisinage A’
de a dans 4 tel que [¢ (f(z)) — g’ (B)] ' (a)-M = W' pour tout 2« A’ puisque g’
est continue; la continuité de dg et f' en (b, 0) et a respectivement nous
permet aussi de supposer que dg (f(m), f(@)ym~—F (a)m)eW’ pour tout
(w,m)eAd’ x M. Nous en déduisons que

W (@) m—1 (a)-m = dg(f(@),f (&)m—f () m)+[g' (f@)—g (D] f (aymeW

pour tout (x, m)ed’ XM, ce qu’il fallait établir pour prouver la conti-
nuité de A'.

Remarque. La continuité de f découle des conditions a) et e) ou
de la condition ¢) si ¥ est localement convexe, comme il ressort du théo-
réme des accroissements finis (Averbukh et Smolyanov [2] théoréme 1.10).

Le choix de la topologie de la convergence bornée sur L(X, ¥) pri-
vilégie la, B-dérivabilité. Ainsi le théoréme des accroissements finis a pour
conséquences les résultats suivants qui ne sont vrais pour 1§ autres no-
tions de dérivabilité que si 'on munit L(X, ¥) d’un autre type de con-
vergence (pseudo-topologie de Marinescu [33] pour la I-dérivabilité,
topologie semi-vectorielle de J.-P. Penot [39] pour la K’ et la M-dériva-
bilité), ou d’hypothéses restrictives sur X (X de Fréchet-Schwartz pour
la M-dérivabilité, Kijowski et Szczyrba [26]). ¥ est un e.v.t.l.c.s.

PrOPOSITION 1.2. 8i f: O =Y, 0c0O(X) est G-dérivable sur U et
st f' est continue de O dans L(X, X), f est B-dérivable sur O.

ProrosrrioN 1.3, 8i f,: O — Y est une suite &applications B-déri-
vables telles que

a) f, converge simplement vers f: 0 - ¥,

b) f, converge localement umiformément wers g: 0 — L(X, Y).

Alors f est B-dérivable sur O et f' = g.

Si Y est semi-complet et si O est comnexe ’hypothése a) peub &tre
affaiblie en a’): il existe #,¢O tel que f,(x,) converge; on en déduit que
la suite f,(x) converge pour tout z¢0 et que sa limite f(z) définit une
fonction f satisfaisant la conclusion de Pénoncé. En ajoutant la condition
que la suite {f;(»)} est localement bornée {resp. localement équiconti-
nue) dans son ensemble on déduit des Lypothéses a) et b) que f est de
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classe Obp (resp. Okyp). Siles f, sont de classe O%o et si df,, converge loca-
lement uniformément (nécessairement vers §: O XX — Y définie par
7z, ') = gla)-a', @aprés b)) alors f est de classe Cho.

La réciprogue de la proposition suivante, forme commode du théo-
réme de la moyenne, n’a lieu que pour la B-dérivabilité (et les notions
plus faibles). Y est encore supposé localement convexe.

ProrosiTIoN 1.4. Soit f: O = X, 0 O0(X) une application de classe
Ok (vesp. Cygresp. Opg) aveo Z = K, K', H, M, B, A, et s0it Y le complété
de Y. Il ewiste une application continue R: V — L(X, 1}) définie sur um
voisinage V de la diagonale A de O x O, localement bornée sur A (resp. loca-
lement éguicontinue sur A, resp. telle que Rvxx->7¥ définie par
R(w,z',2") = R(x, &')-a" soit continue) telle que

f@) —fl@') = R(w, &') (x—a')  pour tout (x,®")eV.

De plus R(%,x) = f'(#)e (X, X) pour tout weO.

Si I'enveloppe convexe fermée de tout ensemble semi-compact de ¥
est semi-complete, ce qui est le cas si Y est quasi-complet, 'application B
prend ses valeurs dans L(X, Y).

On peut déduire facilement de cet énoncé (ou du théoréme des acero-
issements finis) une condition nécessaire et suffisante pour qu'une-appli-
cation définie sur un ouvert d’un produit de deux e.v.t. soit de classe
Ckz; Cko ou Ogg.

§.2. CALCUL DIFFERENTIEL D’0ORDRE SUPERIEUR

A. Dérivabilité d’ordre supérieur.

Dans ce paragraphe X,, ..., X,, Y sont des e.v.t.l.e. et nous désignons
par

L(X,,..., X,; ¥) Pespace des applications =-linéaires continues
de X; % ... x X, dans ¥,

LS(X4, ..., X,; ¥Y) Vespace des applications n-linéaires séparément
continues de X, % ... xX, dans ¥,

. LH{(X,,...,X,; Y) Despace des applications n-linéaires “hypocon-
tinues” de X, X ... x X, dans Y, c’est-a-dire des weLS (X, ..., X,; Y)
telles que '

VVer (YY), Vb =1,...,%,VB;eB(X,)l #kHUye v (X;)
tel que %(ByX ... XBy ;X UpX By X ... XBy) 2V,
) L(X4,...,X,; Y) le sous-espace de LS(Xy,...,X,;¥) des appli-
cations u telles que pour Vk = 1,...,%, V(%q, ..., Bp_3)eXy X o.. X Xy 1,
VB;eB(X,) i =k+1,...,m, VVe¥ (X)HU,e¥ (X,) avec

w{{o} X oo X {@p_ 1} X Up X By X .o XB,) =« V.

icm®
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L(Xyy.oes X3 ¥) est Vimage de L(Xy, L(Xs, ..., L(X,, Y)...)) par
Papplication w +> @ définie par @ (@, ..., %,) = % By ... Ty.

I’espace LH (X, ..., X,; ¥) est un sous-espace de E(Xl, ey X3 Y)
qui contient tous les éléments symétriques de l~':(X1, ceey X3 X)) sl
X, =.... = X, = X;les notations précédentes sont abrégées en L"(X; Y),
ceey i”(X; Y) dans ce cas.

DiFrNITION 2.1. Une application f: 0 — ¥, Oc0(X) est dite n fois
(n> 1) Z-dérivable en a<0 si elle est Z-dérivable sur un voisinage de a
dans O et si ' est (n —1) fois Z-dérivable en a. Nous considérerons f™ (a)
comme élément de L™(X; X).

BEXEMPLE 2.2. Si #eLH (X, ..., X,; Y), u est indéfiniment B-déri-
vable en tout Point @ = (Gg,-.., @)eX1X ... XX, et u® (a) =0 pour
b>n, u™ (o) =n!8(w), S(w) étant Papplication symétrisée déduite
de u. ’

Exzvers 2.3. 8 4eL(Xy, ..., X,; Y), u est indéfiniment H-dérivable
en tout point de X, ... x X, et toutes ses dérivées successives sont
continues.

LeMME 2.4, Si f: 0 = ¥, 0<0(X) est (n+1) fois Z-dérivadle en
ac0,n>>1, 6 si pour vy,..., v, fiwés dans X on pose FO (@) (V1) -y V)
= g(x) on a pour tout vyeX

g' (@) v = fOHD (@) (Dgy V1y ooy Vn)-

Preuve. Lapplication A: w —u(vy,...,0,) est une application
lindaire continue de i”(X ; ¥) dans ¥; f}"(X ; ¥) est muni de la topologie
transportée par application « — . Le résultat découle done de Ia pro-
priété de composition & Vordre 1.

PROPOSITION 2.5. Si f: O — ¥ est n fois Z-dérivable en a< 0 (n=2)
F™(a)e LH™(X; Y) 6 est symétrique.

Il suffit de prouver la symétrie de f™(a). Pour cela on se rameéne,
comme dans le cadre des espaces normés, au cas #» = 2, grice au lemme.

" On utilise alors le fait que pour tous », #, de X lapplication g: (4, %)

—> f(@+t,@, +1,2,) définie au voisinage de 0 dans R? est deux foiy déri-
vable en 0 et que
F®(a) (@y, m5) = D;Dyg(0) = Dy D1g(0) = [P (e} (@, @,) -
TatorhME 2.6. Soient f: X —Y,g: ¥ —2Z des applications n fois

B-dérivables en a<X et b = f(a) respectivement. Alors gof est n-fois B-déri-
vable en a.

LemMME 2.7. 8@ uei(Xl, ooy X3 Y), w est B-dérivable en tout poinmt

n
6t u (@) ® = D U(Byy oeny Giys Bgy Bigay -oey Bn)e
=1
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Lievue 2.8. 8i 0y, ..., 0y, sont des entiers positifs, si w = ny - e My,
Papplication

w: LHY(Y; Z) x TH"(X; Y) X ... x LH"(X; Y) — LH"(X; %)

caractérisée par (v, Uy, ...y ty) =00 (ty X ... XUy,) est bien définie of appar-

tient &
f(LH”(Y;Z), LH"(X; Y}, ..., LH™(X; X); LH"(X; Z)).
La vérification des lemmes 2.7. ef 2.8. n’offre pas de difficulté. Le
théoréme 2.6. s'en déduit % l'aide d’une récurrence sur s, de la propo-
sition 2.5. et de la formule

Gon M@)o = 3 M (f(a) (f (@) .., fo () "9)

Myl !
la sommation étant effectuée sur les p-uplets » = (ny, ceey Ty AVEC B
=Nyt ... +my,, p variant de 1 & n; cetite formule caractérise (gof)™(a)
puisque cette application #-linéaive est symétrique.

B. Applications de classe O".

DEriNrrions 2.9. Une application continue f: O — Y,0e0(X) ost
dite de classe C%p (vesp. Opy) avec Z = B, M, H si

(1) f est n fois Z-dérivable;

(2) pour & =1,...,%,7® est une application continue de O dans
IHX; 7);

@) pour & =1,...,n,f® est localement bornée (resp. localement
équicontinue). ]

Pour la notion d’application de classe 0%y il nlest pag nécessaire
de supposer que f* (x)eI*(X; ¥) = LH*(X; ¥), pour tout weO. Tl n'en
va pas de méme pour les autres notions et nous préférons donner une
présentation unifiée. Ces définitions satisfont évidemment la condition
de cohérence. Montrons qu'elles satisfont la condition do fonctorialité.
La vérification des propriétés (2) et (8) est immédiate. Pour Z = B la
propriété (1) est aussi transitive (théoréme 2.6.). Montrons que pour % == I
ou H la composée de deux applications de classe O%p (vesp. O%y) est Z-
dérivable. Procédons par récurrence sur , le cag % = 1. ¢tant déja réglé.
D’aprés la formule de dérivation d’une application composée, nons SOMMES
ramenés & montrer que si X, ¥, Z sont des e.v.tl.e., 8i 0¢0(X), ac O, ot
sifi: O > IM(X;Y)pouri =1,...,p, g: O —I?(Y; Z) sont des appli-
cations de classe Ogp (vesp. O,) avec Z = M, H, ef si g (@) el(X,Y,...,
--+y Y3 Z), Tapplication h: O - I*(X;2) (avec n = ny+ ... ), dé-
finie par:

hiz) = gla)o(fi(m)x ... X fo(e5))

icm
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est Z-dérivable en a. Posons
(@) = fila+x) —fi(a)—fi(a) @ pour i =1,..., 7,
s@) = glata)—g(a)—g'(a)z,

¢(@) = 1(a+o)—h(a) — g (@) 20f, (@) X ... X fyla)—

— S 900f (@)X v+ X e (8) XFH(@)® X Fipa (@) X .o XF(@).
Nous avons .
g(@) = s(@)ofila+x) X ... xXfplato)+
+4'(8) 0 fy(a+) X ... Xy (a+8)—g' (@) wOfi(a) X ... Xf,(a)+
+Igla)ofila+a) X ... Xfpla+a)—gla)ofi(a)x ... Xfyla)—

—Zp'g(“)Ofl(a)X v X foa(@) X fi(@) @ X fipa (@) X .o X Sy(a)]

et le crochet §'éerit encore

g

gla)ofi(a) x ... X fri(6) X73(@) X frla+@) X ... Xfplat+a)+

=
B

i)
L

+ D g@ofy(a) X ... Xfi1(@) X fr(a) &% fip(@+a) X ... X fplata)--

=
i
-

-1 .
— D' 9(@)ofila@) X . X fima(a) XFu(@) @ X fraa (@) X oo X (@)
k=1

Soient We ¥ (Z) et soit MeB(X); nous devons trouver Ue¥ (X)
tel que pour tout & > 0 il existe § > 0 avec g(tw) M x ... xM < stW‘pom'
[t| < 6, #eU (la vérification serait analogue pour la M-dérivabilité).

Nous pouvons supposer, en réduisant O au besoin, que les ensembles
£:(0) sont bornés pour 4 =1,..., p. Posons N; = fi(())M"'ippuri =1,...,p.

Soit W’ e ¥ (Z) tel que la somme de 2p + 1 termes de W’ soit dans W.
Choigissons Ue¥ (X) et Ve (¥) tels que pour tous sel,y;eV,rueV,
v,eV, bielN; et [t] <1 on ait

g (@) w Oty . byt —g' (@) @by, -y by) et W',

g (@)(By +ey bty Ty Vpa F 8 ns - -5 Dy +10p) W’ pour k=1,...,p
et '

g (@) (byy ey Byy Vs brga FWhry +-os Do+ 1Yp) —

—g(@)(Dyy evy bi_yy Vps Dpprs <vr U)W’ pour b =1,...,p—1

Supposons U assez petit pour que a+ U < 0, fi(@):U < V pour
kE=1,...,p, et que pour tout ¢ > 0 il existe § > 0 avee s(tm)le x'NT,
c dW, r(lm)M™ < &V pour weU, |t < 6. La dérivabilité de f;, ¢ =
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1,...,» nous permet de supposer que si U est assez petit nous avons
. [fila4-to) —fi(2)]-M"™ < ¢tV pour xeU,

Il résulte de ces conditions que pour [i < min(l, a,e, d) nous avons
bien. g(iw)eetW pour tout zeU.

DfriNirIoN 2.10. Une application f: 0 — ¥, O« 0(X) est dite de classe
0% avee Z =B, M, H s

(1) f est m-fois dérivable;

(2) pour E=1,:..,n,f® est une application continue de O dans
IHX; Y);

(3) Llapplication T™f définie par récurrence par

Tf(w, o) = (f(2), f'(a) '), T = T (T%)

Cette définition est encore cohérente. Pour montrer gqu’elle satisfait
la condition de fonctorialité, nous procédons comme dans la preuve pré.
cédente dont nous gardons les notations. Nous supposons cette fois que
les applications g, f; ¢ =1,..., p sont continues et M-dérivables et que
Papplication §: O X Y¥ —Z définie par g(@, ¥, ..., ¥p) = 9(@) (v, . oy Yp)
est continue. La vérification pour la H- démvablhté serait mnalogue et
nous savons que la B-dérivabilité est transitive. Etant donnés We v (Z),
MeZ(X), W convexe, nous devons trouver Ue7 (X) et une application
e+ U, de 10, 1[ dans #°(X) tels que g (tz)eetW pour ze U, twe U,. Posons

. 1
w =@W, L; = fy(a) M™ pour i =1, ...

Il < a.

est continue.

,». La continuité de 7 nous
permet de trouver Ue¥ (X) et Ve# (¥) tels que pour twel, byl
Y€V, vyeV, r,eV nous ayons
gla+tz)(by, ...,
et i '
g(a~-12)(byyon ey Dpy,y v, b+t g1y - by +ty,) —
—gla+ta)(by, ..., bp)etW pour k=1,...,p—1:
Le théoréme des accroissements finis appliqué & g nous assure que
y(a+im)—g(a)](Dy, -y by, v, bryry ooy bp)e
«I'(g'(a+10)tU- Ly x ... X Ly X VX Lpyy % e X L) = tW
si U et ¥ sont assez petits, grice & la continuite de dypourk =1,...,p,
bieLl;, vV, # c U, I'A désignant Dlenveloppe convexe fermée d’un
sous-ensemble A de Z. La dérivabilité de f, nous assure que
[fila+1tz) —f;(a)] M etV . pour wel, teeU,

et 7;(tw) M eelV pour z¢U, twelU,. Nous supposons aussi que U, est
assez petit pour que s(tx) L, X ... XL, « etW’ pour zeU, tweU, et que

brys Vs bpr FWans ooy D+ Uy,) W pour k =1,...,p

bre-13 Vi Bgas ey
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fila) U (M%) c V. Le résultat découle alors de l'expression suivante
de g(x):

»

g(@) =Zg(a+w)0f1(a)>< X fa (@) XT3(@) X frpn (6H2) X X fyla+t @) +
k=1
»-1
+ V gla+a)of(a X e (@) X Frl@)a X frp (@b a2) X oo Xy (a-F o) —
l:l
-1
— M glat+a)ofi(@) % oo X foy (@) X (@) X fii (8) X oo X fla) +

»
+ D [gla+a) —g(@)1ofi(@) X . X froy (@) X F1(@) @ X figa (@) X .. X f(a) +
k=1

s(@)ofi(a) % ... Xfp(a).
Concluons.

THEOREME 2.11. Powr Z = B, M, H la définition dune applica-
tion de classe Ogp (resp. (., resp. '” ) satisfait les conditions de cohérence
et de fonctorialité.

Une hypothése de dérivabilité d’ordre supérieur améliore la natme
de la dérivabilité & ordre 1, comme la proposition suivante l’indique
a titre d’exemple.

PropositionN 2.12. Seitf: 0 - ¥, 05@(2() X et Y étant des e.v.t.l.c.s.
une application 2 fois G-dérivable telle que T°f soit cmmmw (ow seulement '’ :
OXxXxX —~Y donnée par ['(zx,w,, %) = f"' (@) 2,3,). Alors f est de
dasse Ofg.

Preuve. f’ est continue car pour acO Ve (Y) et Be#(X) donnés
nous pouvons trouver Ue ¥ (X) et ael0, 1] tels que f'(a+x)x 5,V pour
@, By, By dans U et que aB < U. Si nous prenons xeal et b<B nous avons
fla+a)-bf (a)be I(f" (a+ U)-aU~B) =F(f”(a—i— U)- U'aB) c V,I'A dé-
signant l’enveloppe convexe fermée de A.

De plus,

7 (1) t(f (@ -+ stw) - @ —f (a)-w] s€[0,1]) < tI'(f"(a+ 0)tT - U) = 2V

pour 0 < ¢ < min(1, ¢) nous avons done () ete V pour tout xe U, ce qui
établit la H-dérivabilité de f.

Terminons ce paragraphe par une allusion & la formule de Taylor.
Nous disons qu’une application r: X — Y est un B-reste d’ordre =, et
nous écrivons re#% (X, ¥) si pour tout ve ¥ (Y), Be#(X) il existe 6 > 0
tel que »(¢B) < "V pour ¢ < 8. La partie divecte de la proposition suivante
est établie dans Averbukh-et Smolyanov [2]; la partie réciproque s’établit
comme dans le cas classique (voir R. Abraham et J. Robbin [1]), remarque
dfie & D. Meels [34].


GUEST


12 J.-P. Penot
PROPOSITION 2.13. Soit 1 0=, 00(X) une application de classe
Choy X et Y étamt des ew.t.les. L'application r définie sur Vouvert A des
(#,h)e 0 x X tels que x--heO par

n

Z T;l!" 7 (@)h® 9 (2, 1)

k=0

est continue ¢t est un B-reste dordre n en sa seconds variable. Réciproquement,

st Y est quasi-complet, ot s'5l ewiste des applications continues f®: 0 1k

(X5 %), b=1,...,m r: A T vérifiant (%) et telles que. f®: Ox X% s 7

dbfinies par FO (@, @y, ..., 2) = 19 (@) (wy, ..., m,) sosent comtinues o que

7 soit un B-reste d’ordre n en sa seconde variable, alors f est de dlasse e
ExemMriE 2.14. Soient X et ¥ les limites projectives de chaines d’es-

paces normés et soit f: 0 — ¥, 0e@(X) une application de classe (% an

sens d’Omori [38]. Alors f est de classe 0%,

(*) Jlw+n)

§.3. DERIVABILITE DANS LES ESPACES MUNIS D’UNE NOTION
DE CONVERGENCE

A. Espaces vectoriels munis d’une convergence. On sait bien qu’il
est souvent plus commode d*utiliser une notion de convergence qu’une
topologie sur un espace vectoriel (par exemple en théorie des distributions,
en théorie de la mesure). Llinconvénient d’un tel point de vue réside
dans le fait que la topologie n’est bas caractérisée par la donnée des suites
convergentes. On est done amené & se restreindre & des classes particu-
lidres d’espaces vectoriels topologiques. Une théorie de la différentiabilité
dans de tels espaces est donc de moins grande portée quune théorie pla-
cée dans le cadre des espaces vectoriels pseudo-topologiques. En contre-
partie, le gain de simplicité est appréciable (il tient essentiellement au
fait qu’une suite convergente est bornée, ce qui n’est pas le cas d'un filtre
convergent). Il est inutile de faire des constructions d’espaces auxiliaires
comme dans la théorie de Frolicher—Bucher [18] (espaces “equables™);
de plus la notion d’application de classe O™ coincide avec la notion usuelle
dans les espaces normés, ce qui n’est pas le cas dans leur théorie.

Posons P = N U {co}. Appelons suite pointée d’un ensemble X
une application 1: P — X, Une application 1': P — X est une gous-suite
pointée d’une suite pointée A g A — Aop ol ¢ est une application stric-
tement croissante de P dans P telle que p(c0) = oo.

DEriNITION 3.1. Un L-espace est un ‘couple
par abus de notation) formé d’un ensemble X et
L(X) de X* tel que:

1) sl AeL(X) et 8i 1’ est une sous-suite bointée de 4, 1’ L(X)

2) si A(P) est réduit & wm point, leL(X),

(X,L(X)) (noté X
d’un sous-ensemble

H

icm®
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3) si A eb X sont deux éléments de L(X) dont les restrictions & N
coincident, 4 = 1'.

Un L*-espace est un L-espace qui satisfait de plus i

4) si AeX® et si pour toute sous-suite pointée 1’ de 2 il existe une
sous-suite pointée 2"’ de 2’ appartenant & L(X), alors Ael(X). ’

Nous écrivons @, > & pour indiquer qu'une suite (z,) converge vers «
cest-i-dire quil existe AeL(X) (unique daprés 3)) avec Ty, = A(n), ®
= A(c0). Un L-morphisme f: (X, L(X)) » (X', L(X')) est une appli--
cation f: X — X telle que foleL(X') pour tout-AeL(X); nous dirons
augsi application L-continue ou séquentielloment continue.

Nous ne considérerons que la catégorie £* des L*-espaces. On sait en
effet (Kisyhski [27]) que .£* est I'image de la catégorie 7 des espaces
topologiques dans lesquels les suites ont au plus une limite par le foncteur
Q’oubli ¢ de I dans la catégorie & des L-espaces. Si notre intérss provenait
de la catégorie # des espaces vectoriels pseudotopologiques ou de la sous-
catégorie # des espaces vectoriels bornologiques nous nous placerions dans

‘Timage de ces catégories par le foncteur ’oubli de £ (resp. %) dans # (image

que l'on pourrait chercher & caractériser).

Le foncteur o de 7~ dans & admet un adjoint 7: & —7. §i (X, L(X))
est un L-espace, la topologie de = (X , L(X )) est constitude des sous-ensem-
bles séquentiellement ouverts. Nous obtenons bien un objet de 7 car
une suite (x,) de X qui converge vers « et y pour (X, L(X )) admet ([27])
une sous-suite qui converge vers # et y pour L(X), done # = Y.

Un espace topologique X sera dit séquentiel ou O-séquentiel (par
crainte de confusion avec la terminologie de Averbukh et Smolyanov [31)
5i X = 7(o(X)), ce qui revient & dire que tout sous-ensemble séquentielle-
ment fermé de X est fermé. Un espace topologique X sera dit V. -ségquential
si pour tout point # de X et pour tout voisinage séquentiel V de » (ce qui
signifie que 8i®, — & on a @,V pour n assez grand) V est voisinage de @.
Tout espace N-séquentiel est O-séquentiel: dans un espace N-gséquentiel
la fermeture séquentielle de tout sous-ensemble coincide avee son adhé-
rence (A. Wilanski [497).

Dirinrrron 3.2. Un e.v.]l est un espace vectoriel réel muni d’une
stracture de IL*-espace pour laquelle Iaddition et la multiplication par
les scalaires sont L-continues

Une suite (b,) dans un e.v.l. X est dite bornée si pour toute suite (%)
de nombres réels tendant vers 0 on a t,b, > 0. Si X et ¥ sont des e.v.1.
nous désignons par L*(X, ¥) Pensemble des applications linéaires L-con-
tinues de X dans Y. Nous munissons L*(X, ¥) de la structure d’e.v.l.
ainsi définie: u, — w si et seulement si pour toute suite bornée (b,) de X
on & ay, (b,) —u(b,) — 0. U n’est pas la seule structure intéressante d’e.v.l.
sur L*(X, ¥), mais nous ne considérerons que celle-l4. Nous faisons de
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Pespace L*(Xy,..., X,; ¥) des applications p-lindaires L-continues du
produit X, x ... x X, d’e.v.l. dans un e.v.. ¥ en procédant de manidre
analogue. I’egpace L*(Xy, ..., L*(X,, ¥) ...} 'identifie & un sous-espace
f*(Xl,...,X],; Y) de L*(X,,..., Xp; ¥): une condition nécessaire et
suffisante pour que weL* (X4, ..., X,; ¥) soit 6lément de LNXy, ., X, X)
est que pour tout k = 1, ..., p, pour tout @;eX; (i = 1,..., k—1), pour
toute suite bornée (b) de X; (j = k+1,...,), pour toute suite ]
de X, qui converge vers 0 on ait:

Wy, ey By 505?)7 b;ﬁn ey bg”) -+ 0.

BXBMPLE 3.3. La multiplication sealaire u: Rx X - X dun ev.lX
appartient & f}*(R,X ; X) d’aprés la définition des suites bornées; sa
transposée u' définie par u'(w,t) = tw appartient A l~}*(X , B; X) d’aprés
la compacité locale de R. :

Soit X un e.v.t.l.c.s. Notons oZ Ie.v.l. sous-jacent & un e.v.t.lc.s. Z.
Nous avons I'égalité L*(oX, oY) = L(X , ¥) pour tout e.v.t.les. ¥ i
et seulement si X est (-séquential, ce qui signifie que tout voisinage séquen-
tiel convexe de 0 dans X est voisinage de 0. La condition est évidemment
suffisante. Pour voir qu’elle est nécessaire nous introduisons le foncteur
7 qui & tout e.v.1. X associe e.v.t.lc. 7, (X) de méme espace sous-jacent,
ayant pour base de voisinages de 0 les voisinages séquentiels équilibrés
convexes de 0, et nous considérons

IdeI*(oX, o(t6(0X))) = L(X, 7,(cX)).

DEFINITION 3.4. Un e.v.l. X vérifie la condition (m) (resp. (a)) si:
(m) Pour toute suite @, — 0 il existe une suite croissante

(Fadnsa) lyeR,y, 1, > o0 avec Lty =0,

(a) Pour toute suite @, — 0 il existe une sous-suite a;, = @y, AVeC
kay, — 0.

La condition (m) implique évidemment Ia condition (a). Tout espace
N-séquentiel vérifie la condition (a). (Averbukh et Smolyanov [3]). Tout
espace métrisable vérifie la condition (m). La classe des espaces vérifiant
la condition (a) (resp. (m)) est stable par quotient, passage & un sous-
espace, produit fini ou dénombrable (resp. produit fini), limite inductive
stricte. Il existe done des espaces non N -séquentiels satisfaisant la condi-
tion (a) et la condition (m).

Le probleme de caractériser les e.v.t. vérifiant la
la condition (m) est ouvert.

Lemvw 3.5. 8i X, ¥, Z sont des e.0.l. of 9i X vérifie la condition
IMX,Y;Z)=I"X, Y; 2).

condition (a) ou

(a),
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En effet, si ueL*(X, ¥;Z), si @, 0 dans X eb si (b,) est une suite
bornée de ¥, pour toute application croissante ¢: N — N nous pouvons
trouver une application croissante ¢': N -~ N telle que R gy = 0.
Par conséquent la sous-suite WSy s o) de u(x,, b,) admeb une sous-
suite CONVergente % (Lo.p )y Douyin) = U(M8popinyy B Byugy () AODGC U (1 by,) —> 0.

ProposITION 3.6. 8% X, ¥, Z sont des e.w.l. Papplication de compo-
sition y: I*(X, X)x L*(X, Z) — L*(X, Z) est bilinbaire L-continue et sa
transposée v appartient & L* (L’“(Y, Z),(t"X, ¥); I*(X ,Z))). 8i Y vérifie
la condition (a), yeL*(L*(X, ¥), L*(Y, %); I*(X, z)).

Le lemme 3.5. et la proposition 3.6. admettent des généralisations
évidentes pour les applications multilindaires.

Remarque 3.7. 8i ¢X et 0¥ sont les e.v.L. sous-jacents & deux e.v.t. X
et ¥, lev.l. L*(0X, oY) est.le.v.l. oL*(X, ¥) sous-jacent & "X, ¥)
muni de la topologie de la convergence bornée (fait qui ne se produit
pas poul la structure d’espace pseudo-topologique définie par Frolicher
et Bucher sur L(X, ¥)).

B. Calcul différentiel dans les e.v.l. Etant donnés deux e.v.l. X ot V .
Vespace #1(X, Y) des L-restes de X dans y est l’ensemble des applica-
tions r: X — ¥ telles que pour toute suite bornée (b,) de X et pour toute
suite (4,) de nombres réels positifs convergeant vers 0, on ait 017 (t,h,) — 0.
On a I*(X, ¥) N R,(X, ¥) = (0).

On dit que f: O - ¥, ot O est un ouvert de T(X) est L-dérivable
en acO ®il existe el (X, Y) tel que Papplication r: X — ¥ définie
par r(z) =0 8i a+2¢0, r(=) =fla+z)—f(a)—u(®) si a+xc0 soit un
L-reste. L’application f est dite » fois L-dérivable sur O si elle est déri-
vable sur O et si f': 0 — L*(X, ¥) est (#—1) fois dérivable sur 0. Elle
est dite de classe O7 si elle est; n fois dérivable sur O et 5i f®: 0 — I**(X; ¥)
est L-continue pour % = 0,...,n (avec f@ = f). 8i X vérifie la condition
(a) toute application L-dérivable en a est L-continue en a.

ProrosrrioN 3.8. La composée de deus applications n-fois L-déri-
vables (resp. de classe C%) est n fois dérivable (resp. de classe C%).

Pour prouver ces assertions, on établit par récurrence sur » la for-
mule de dérivation & I'ordre » d’une fonetion composée. On utilise ensuite
le fait que lapplication

LY, Z)x I"™(X; Y) X ... x I""(X, ¥) - I*(X; %),
N o= Py ... +
définie par (v, w, ..., up) - 00 (U X ... X uy) o8t (p4-1)-linéaire continue
done dérivable. :

La L-continuité des dérivées de l’application composée est immé-

diate. . .
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Remarque 3.9. Pour établir ce résultat par le raisonnement classi-
que ne faisant intervenir que la dérivée premidre A’ = y(g'of,f) de
Papplication composée k = gof, Frolicher et Bucher [18] considérent f
comme A valeurs dang Pespace “equable” I*(X, ¥) associé & L(X, ¥J,
X et Y étant des espaces vectoriels pseudo-topologiques. Le raisonnement
classique serait applicable ici aussi si nous nous limitions aux e.v.l. véri-
fiant la condition (a), restriction qui ne nous parait pas souhaitable.

Remarquons que la dérivée f™(a), congidérée comme élément de
e (X; Y) est symétrique, si ¥ est séparé par son dual L*(Y, R). Qette
observation est utile dans la preuve esquissée ci-dessus de la proposition 3.8.
Enongons un théoréme des accroissements finis.

ProPOSITION 3.10. Soient X un eo.l, a,beR,f: [a,b] - X une
application L-continue, L-dérivable sur la,b[. Si C est un convemve de X,
fermé pour la topologie de Vewi.l.e. v, (V) associé & X ot si f'(t)eC pour
tout tela, b[ alors f(b)—f(a)e(b—a)C. .

C. Relation avec les notions définies dans les e.v.t. Si X et ¥ sont
des e.v.tles., oX,cY les ev.l associéy, nous avons %Ry(¢X,cY)
= %5(X, Y) =%,(X,Y). Par suite, si X est un e.v.t.lc. C-géquentiel
Papplicationf: oX — oY est L-dérivable en aeX gi et seulement sif: X - ¥
est B-dérivable en a (ou A-dérivable en a).

DEFINITION 3.11. Soient X et ¥ deux e.v.t. (resp. deuxe.v.l.),f: O + ¥
avec O O(X) (resp. Oe 0(rX)) est dite de clagse O sl f est continue (resp.
L-continue), A-dérivable sur O et si pour toute application ¢: 4 — 0 de
classe ¢ définie sur un ouvert 4 d'un espace normé F Vapplication foe
est de classe 0 of (fop)' (a) = f'(p(a))og’ () pour tout acd.

Cette définition est légitime car la notion d’application de clagse !
ne souffre pas dambiguité pour les applications définies sur un ouvert
d’un  espace normé.

Convenons de dire qu'un e.v.l. X est bormologiquement comveve si
la bornologie qui lui est associée canoniquement est convexe (B « X
est dit borné si toute suite de points de B est bornde; cette bornologie
est convexe si Penveloppe équilibrée convexe de toute partie bornée est
bornée). L’e.v.l. associé & un e.v.t.l.c.s. est bornologiquement convexe.

PROPOSITION 3.12. Soit f: O — ¥, 0cO(v(X)) ot X ot ¥ sont des
e.v.l. 8i f est de classe CF, sur O, f est de classe CY sur O, Inversement, 8t X
est un e.v.l. bornologiquement convexe vérifiamt la condition (a) et i f st
de classe 0% sur O, f est de classe C3, sur O.

La partie directe étant immédiate, prouvons. la réciproque. TI suffit
de prouver la L-continuité de f’ en tout point x, de 0. Soient (x,) une suite

convergeant vers z, dans 0, (b,) une suite bornée de X ; prouvons que

Yo = (8) by —F (@) by, — 0. Sans restreindre la généralité nous supposons
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que @, = 0. Soit (,) une suite extraite de (y,), Y = Yum- Nous pouvons
trouver une sous-suite (#7) de la suite (z]) = Ty telle que nw, — 0
@y = Bjy. Soit (b,) la sous-suite correspondante de (ba): by = bytiiny -
Soit B = R™ Vespace des suites ¢ — (Ggy @y, ...) de nombres réels (d(g;l)t
les termes sont presque tous nuls, normé par fall = 3 |a,). Soit p: B - X

Papplication linéaire définie par b

p(a) = Z 3Py, + Gy by

220

Puisque X est bornologiquement convexe, ¢ est L-continue (et méme

continue si X ost un e.v.t.l.e.s.), done de classe O Si nous notons (e,)
la bage canonique de F nous avons

y;: = (fog) (n7 8an) " Canp1~>(fo ) (0)- bong1 —> 0.

I1 en résulte que la suite (y,) elle-méme converge vers 0, done que f est
de clagse O%. On peut se demander si le résultat obtenu subsiste si on
De suppose pas que X vérifie la condition (a).

CoroLLAIRE 3.13. Soit X wn ew.tle.s. vérifiant la condition (a) et
tel que X ef X x X soient O-séquentiels; soient Oe 0(X), Y un ev.tlc.s.
Une application f: O — X est de classe O si et seulement si fest de dlasse Oy

Preuve. Il suffit de montrer que si f est de classe C4, f' et df sont
continues. La proposition 3.11 nous assure que f' est séquentiellement
continue, donc continue puisque X est O-séquentiel. Lapplication df
est aussi séquentiellement continue done eontinue.

Remarque. Il est possible de généraliser 3 l'ordre supérieur la
notion d’application de classe (%, soit en demandant que f, ..., f®-D
soient de elasge (7, soit en demandant que fo e soit de clagse C% si o BE->X
est de classe 0%, la 1°™°-dérivée étant donnée par la régle habituelle, pour
k=1,...,m I éant un espace normé arbitraire.

Proposreron 8.14. Soiewt X e Y deux e, Oc 0(X), f: O - T.
8i f st B-dérivable ot i f': O - L(X, Y) est continue f est de classe 0s.
La réeiproque a Tiew i X est O-séquentiol.

Preuve. Heule la partie réciproque mérite une preuve. Soit W un
ouvert de L(X, X¥); montrons que (f)~'(W) est ouvert dans O ce qui
suffira. Considérons une suite (v,) convergeant vers xe(f')™*(W). Nous
pouvons trouver Be#(X), Vev(Y) tel que f(2)-+T(B,V)c W ol
T(B, V) = {uel(X, X),u(B) c V}. Comme f est de classe C} nous
pouvony trouver un rang %, tel que f'(,)B—f (#)B = V pour toub
2z ny. Ainsi f'(@,)ef (0) +T(B, V) DOYR % 2= ny &b (fY"H(W) est ouvert
puisque X est O-séquentiel. h

2 — Studia Mathematica NLVILL
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COROLLAIRE 3.15. Soient X et ¥ deux ew.t., Oc 0(X), f: 0> Y. Si
X et X x X sont 0-séquenticls f est de classe O}, si e seulement sif est de
dasse Cyy.

Remarque. Le fait que la régle de composition soit vérifiée pour
la classe O3 est & rapprocher du fait que 'on peut répondre affirmativement
4 la, question formulée par 8. Lang ([29], remarque suivant la proposition 6,
p. 6).

D. Appendice. Lieng entre les propriétés particulidres introduibtes
pour les e.v.t.l.c.s.

Le diagramme suivant résume les relations entre les propriétés dont
il a été fait mention ci-dessus,

Fréchet =:> métrisable ==> N -séquentiel = 0-séquentiel

(&)

bornologiqueﬁé?;‘\O’-séquentiel

tonnelé —————————"> infratonnelé =———=>Mazur

Pour les définitions se reporter au § 3. A, & Bourbaki [7] et Wilansky
[49] ol P’on. trouvera la preuve des implications qui ne sont pas établies
dans ee qui suib.

N-séquentiel = bornologique: Soit ¢ une partie convexe bornivore
d’un espace vectoriel N-séquentiel X et soit 4 = X — (. Si € n’est pas
voisinage de 0 dans X il existe une suite (a,) de 4 qui converge vers ¢
puisque X est N-séquentiel. Comme X vérifie la condition (a) il existe
une sous-suite (anp) de (a,) telle que Dby, 0. Puisque C absorbe toute
suite convergeant vers 0 il existe keN let que pa, k0, ce qui contredit
le fait que @, <A pour p>k. Cette preuve montre aussi Iimplication:
O-séquentiel et condition (a)= bornologique.

O-séquentiel = C-séquentiel. Soit V un voisinage séquentiel convexe
de O dans X. Posons I = [0,1[ et V' =I-V. Nous voyons que V' est
séquentiellement ouvert et contenu dans V; ainsi V est voisinage de 0,

ConorustoN. La notion d’application de classe 0%y peut étre retenue
comme la notion centrale. Blle est parfaitement adaptée au formalisme
des variétés différentiables et au langage des jets. Par ailleurs elle coin-
cide avec la notion naturelle lorsque la source est un espace normé et le
but un e.v.t., ce qui n’est pas le cas des autres notions. Oe serait pourtant
peut &tre prématuré que d’écarter les autres notions, qui, plus préeises,
peuvent rendre quelque service. Du point de vue de la simplicité, la pré-
férence doit aller & la classe O7F si on veut bien se limiter aux e.v.t. 0-gé-
quentiels.
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Remarquons que pour les guestions locales et non globales, 1a res-
triction aux e.v.t. N-séquentiels s’impose (il n’y a que dans ces espaces
qu'une application B-dérivable en un point est continue en ce point).
Observons aussi que si X et ¥ sont des e.v.t.l.c.s. et si X est 0-séquentiel
(et méme C-séquentiel) une suite convergente de L(X, ¥) (et méme con-
vergente pour la topologie de la convergence compacte) forme une famille
équicontinue. Ce fait peut étre rapproché des raisons qui font que emploi
des suites convergentes dispense de conditions supplémentaires.

§.4. APPLICATION AUX VARIETES FONCTIONNELLES

Solent m: V — M un fibré vectoriel de dimension finie, de classe
C*, de base une variété séparable M. Nous munissons M d’une structure
riemannienne g, = d’une structure riemannienne g et d’une connexion
compatible . Pour keN le fibré J*z des k-jets de sections de =, J%az:
J*V — M est muni d’une structure riemannienne g* associée & gy, g et 3.
Pour ¢ N U {oo} Despace B™ = (5(x) des sections de « & support compact
est topologisable d’une maniére indépendante des choix de g, g et .
Nous prenons sur " la topologie localement convexe limite inductive
des topologies canoniques sur les espaces

% = Ok(n) = {sc07(x), s(m) = {(m) VmeM — K},

ot ¢ est la section nulle de =, pour K variant dans Pensemble filtrant & (M)
des compacts de M.

Une fois choisie une suite exhaustive de compacts de M (M = (J K,
n=0

K, =®K,, , > K,) une famille (p,) de semi-normes de E" définissant sa
topologie est obtenue en associant & toute suite croissante non bornée
% = (K)o de nombres entiers positifs la semi-norme p, définie par

P.,.(8) = sup max max k,[g*(5%s (2))]
n20 oK, k<ky

§ir = 4 oo (ol f*¥s est le k-jet de la section seCh(w)) ou

P.(8) = sup max k,[g"("s(@), j s @))* sl reN.

nz0 kK,

Soient = = (V, =, M), o' = (V',n’, M) deux fibrés vectoriels au-dessus
de M, munis comme précédemment d’une structure riemannienne et
d’une connexion compatible et soit. $: O — V' une application fibrée
(w'o® =um ]0), de clagse 0%, définie sur un voisinage ouvert O de la section
nulle ¢ de z. Supposons qu'’il existe un compact K de M et un morphisme
de fibrés vectoriels a: w| M —K —='| M — K tels que | O n»"' (M — K)
=a| 0 Na (M —K). Posons O" = {se0" (), (M) = 0}.
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ProPoITION 4.1. Sous les hypothéses précédentes, Vapplication C"(D):
0" — Oy (") donmée par C"(P)(s) = Pos est de classe UFy pour r < oo et
de classe Oy pour v = oo,

Preuve. a) L’application "(®) est continue. Bbant donnés se0”,
une suite »’' = (k,) nous pouvong trouver une suite » = (k,) d’entiers
positify tels que les inégalités

supi? ¢

Ky,

(§%s(@) —§"5(2), /s (0) — "3 (a)) < 1

impliquent que supk,’ g*(*Pos (@) — P os(w), F'Pos (@)~ Pos(w)) < 1

K,
car j"(Pos) = J”gbog s ot J"P est continue au voisinage du compact
J"s(K,). Ainsip,, (Pos—Po3) < 1 pourvu que p,(s—3) < L.
b) L’application (D) est dérivable. Désignons par 6P: O 1&< V -V

la dérivée verticale de & définie par 6P (a,v) = lim—j—[!‘b(a—l-w)—(b(a)],
=0

et par D®P: 0 - L(V, V') Vapplication fibrée définie par DP(a) v
= 6@ (a, v). La relation
©1
P (a+v)—®(a)— DB (a)v = [ [DB(a-+tv) — DB (a)]db-
0
pour (@, v)e0 b V,v assez petit, nous permet d’écrire pour se07, heE"
= (}(m) assez petit ‘
. ,
0" (@) (s -+ 1) — 0"(D) (5) — " (DD) (5)- b = [ [DD-(s+1h) — DPos]dt- h.
(1]
Le second membre de cette relation s’apnule hors de K car D®(a)
= a| @~ (m(a)) pour aex~ (M —K). 1 en résulte facilement que 7 (D) esb
H-dérivable pour r fini et M-dérivable pour r infini.

¢) L’application 0’(@) est continiiment dérivable. I’application
dC"(®): 0" xOh(m) — O4(n’) est donnée par

a0 (@) (s, h) = O"(6D) (s, h)

done est continue d’aprés a). La dérivée ("(P) de C"(P) est donnée pax
0T (D) (8) 2 = O"(DD)(s)oh, o1 O'(D(D)(s)eO’;(L (o, fn’)) egt considéré comme
un morphisme de » dans »'. En fait ¢"(D®)(s) appartient au sous-espace
affine O4(L(w, ")) de O"(L (=, o)) formé des O"-morphismes de » dang '
qui coincident avec o au-dessus de M —K. Nous munissons cet espace
de 1a topologie transportée de celle de Ck(L(w, =) par la translation par
le prolongement, noté encore a, DPo de a. Nous définissons une injection
affine continue ¢ de C%(L(w,n')) dans L(Ci(z), O5(a')) en posant ¢(u) s
= (u+DPol)os = (u-+a)os.
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Llapplication C"(P)' est la composée de ¢ et de Iapplication
0" (DD — Do loxm) de C4(0) dans O%(L(x, »')), donc est continue. Puisque
D® — DPo ox coincide avec le morphisme nul sur 0 Nz~ (M — K) nous
pouvons déduire de ce qui précede que O (D) est de classe = compte tenu
du fait que D"C"(P)(s)hy - " h, = (D"Dos)o(hy, ..., h,), ce qui assure
que D"P(s)eL™C5(m); Chln')).

THhOREME 4.2. L'ensemble D7(M) des difféomorphismes de classe O
& support compact d'une variété séparable de dimension finie de classe O
est ume variété de classe OFy si reN, Oy st ¥ = +oo, modelée sur des
e.t.l.c.s.

Preuve. Munissons M de la gerbe associde 4 une métrique rieman-
nienne, et désignons par 6: Uc THM — M X M le tube associé, 0 = (v, &)
olt 7: TM — M est la projection canonique, ¢ Papplication exponentielle
de la gerbe. Une carte ¢ de 2" (M) en un point fe 2" (M) est donnée par
g = g(g)e0s(m) avee = = f*7, ol p(g) est donné par tp(g (m) = (f(m

“I(f('m,), g(m))) pour tout meM. Les changements de cartes sont donnés
par des applications ¢: @ —a',w =f'v,n’ =f*r du type considéré
dans la proposition 4.1. (en dehors d’'un compact de M f et f' coincident
avec l’application identique donc ¢ est le morphisme induit par ’ap-
plication identique de = dans v hors de ce compact).

Les modeles locaux de 2°(M) sont donc des espaces analogues
& lespace 2 de Schwartz. On peut donner un résultat analogue en munissant
ces moddles -de la topologie lim 0% ().

&

Pour pouvoir obtenir un résultat semblable pour le groupe des difféo-
morphismes (& support non nécessairement compact) il faut avoir re-
cours aux notions développées dans J.-P. Penot [39]. ‘

Biblio'grnphie

[1] R.AbrahamandJ. Robbin, Transversal mappings and flows, New York 1967.

{21 V.I. Averbukh and O.G. Smolyanov, The theory of differentiation in
linear lopological spaces, Russian Math. Surveys 22 (6) (1967), p. 201-258.

[81 — — Thevarious definitions of the derivative in linear topological spaces, Russian
Math., Surveys 23 (4) (1968), p. 67-113.

[4] M. Balanzat, La différentielle d’Hadamard—Fréchet dans les espaces wvectoriels
topologiques, C.R.A.S. 251 (1960) p. 2459-2461.

[6] A. Bastiani, Différentiabilité dans les espaces localement convexes; distruc-
tures Thége, Paris 1962.

[6] — Applications différentiables el waridtés différentiables de dimension infinde,
J. Analyse Math. 13 (1964), p. 1-114.

[71 N. Bourbaki, Elémenis de mathématiques. Hspaces wecloriels topologiques,
Paris 1955.

[8] W. Bucher, Différentiabilité de la composition et complétitude de certains espaces
fonctionnels, Comment. Math. Helv. 43 (1968), p. 256-288,


GUEST


- 22

[9]
[10]

[11]

[12]
(131

[14]
(1]
[16]

[17]
(18]

[19]

[20]

[22]
[23]

[24]

[25]

[26]
[27]
[28]
[28]
[30]
[31]
[32]

[33]
[34]

(35]
[36]

(371

J.-P. Penot

H. Cartan, Caloul différentiel, Paris 1967.

J.F. Colombeaun, Oaloul différenticl dans les espaces bornologiques. Thése
doctorat 38me cyele, Bordeaux 1970.

S.F. Long de Foglio, Lo différentielle aw sens d’Hadamard dans les cspaces
L-vectoriels. Port, Math. 19 (1960), p. 165-184.

J. Dieudonnd, Fondements de¢ Vanalyse moderne, Paris 1068.

E. Dubinsky, Differential equations and differeniial caloulus in Monlel spaces,
Trans. Amer. Math. Soc. 110 (1) (1964), p. 1-2L.

R.M. Dudley, On sequential convergence, Trans. Amer. Math Soc. 112 (3)
(1964), p. 483-507.

P. L. Falb, M. Q. Jacobs, On differentials in locally convex: spaces, J. Differen-
tial Equations. 4 (1968), p. 444-459.

M. Fréehet, Sur lo notion de différenticlle dams Vamalyse gindrale, J. Math.
Pures Appl. 16 (1937), p. 233-250.

— Sur quelques points dw caloul fonclionnel, Rend. Cire. Mat. Palermo, 22 (1906).
A. Frolicher, W. Bucher, Oalculus in weslor spaces without norm, Leecture
Notes in Math., 30, Berlin 1966.

R. Gateaux, Sur les fonctionnelles continues et les fonctionnelles analytiques,
C.R.A.8. 157 (1913), p. 325-327.

J. Gil de Lamadrid, Topology of mappings and differentiation processes,
Tllinois J. Math 3 (1959), p. 408-420.

D. H. Hyers, A generalication of Frécher’s differential, Proc. Nat. Acad. Sei:
TUSA 27 (1941), p. 315-316. )

~ Linear topological spaces, Bul. Amer. Math. Soc. 51 (1945), p. 1-21.

K. Iseki, Implicit functions on locally convem topological linear spaces, Proc.
Japan Acad. 41 (1965), p. 147-149.

H.H. Keller, Differenzierbarkeit im topologischen Vekiorrdumen, Comment.
Math. Helv. 38 (1964), p. 308-320.

H. H. Keller, Iber Probleme die bei einer Differentialrechnung in topologischen
Vektorrdwmen auftreten, Festband zum 70 Geburtstag von Rolf Nevanlinna
(1966), p. 49-57.

J. Kijowski, W. Szezyrba, On differenttability in an important class of locally
convex spaces, Studia Math. 30 (1968), p. 247-257.

J. Kisytiski, Oonvergence du type L, Colloq. Math (2) (1960), p. 205-211.
K. Kuratowski, Topologie, Varsovie (1958). '

8. Lang, Introduction aux variétés différentiables, Paris 1967.

J. Leslie, On a differential structure for the group of diffeomorphism, Topology 6
(1967), p. 263-271.

— Some Frobenius theorems in global analysis, J. Differontial Geometry 2
(1968), p. 279-297.

G. Marinescu, Différentielles de Gdteaux et Fréchet dans les espaces localement
convexes, Bull. Math. Soc. Sc. Math. Phys. R.P.R. 1 (1957), p. 7786,

— Bspaces vectoriels psewdotopologiques et théorie des distributions, Berlin 1963.
D. Meeus, Sur la dérivée d’une fonction entre parties d’espaces localement oon-
vexes, C. R. Acad. Sec. Paris 271 (1970), p. 1250-1253.

— Le caleul différentiel dans les espaces localement convewes (thdse) Louvain
1970.

T.8. Mec Dermott Implicit functions in locally convex spaces, Ph. Thesis
Univ. Southern California 1969.

A.D. Michal, Differential calculus in
Acad. Se. USA 24 (1938), p. 340-342.

linear topological spaces, Proc. Nat.

icm

[38]
[39]
[40]

[41]

[42]
[43]
[44]
[45]

[46]

(477

[48]
[49]

Caleul différentiel dans les espaces vectoriels topologiques 23

H. Omori, On the group of diffeomorphisms on a compact manifold, Proc. Symp.
Pure Math, Berkeley 1968, Amer. Math. Soc. 15 (1970).

J.P. Penot, The fine topology on functional spaces and functional manifolds
(& paraitre).

D. 8. Sal’ko, On the theory of implicit functions in locally convex spaces, Uspeln
Mat. Nauk 24 (1969) (2), p. 235-236 MR 39 4672.

J. Sebastido e Silva, Le caleul différentiel et intégral dans les espaces locale-
ment convewes, réels ou complewes, Atti. Acad. Naz. Lincei Rend. Cl. Sci. Fis.
Mat, Natur. (8) vol. 20 (1956), p. 743-750; 21 (1956) p. 40-46.

— Les espaces & bornés et la notion de fonction différentiable, Collogue d’Analyse
Fonctionnelle, Louvain 1960.

B. 8joberg, Derivatives in fopological vector spaces, Nordisk Mat. Tidskr. 14
(1966), p. 87-96 (en danois)

M. Sova, General theory of differentiability in linear topological spaces, Czech.
Math. J. 14 (4) (1964), p. 485-508. (en russe).

— Conditions of differentiability in linear topological spaces, Czech. Math. J. 16
(3) (1966), p. 339-362 (en russe).

P. Urysohn, Sur les classes (£) de M. Fréchet, Enseign. Math. 25 (1926),
p. T7-83.

P. Ver Eecke, Sur le caleul différentiel dans les espaces mon mormés, C.R.A.S.
Paris 265 (1967), p. 720-723.

— COaleul différentiel, cours multigraphié, C.D.U. Paris 1969.

A. Wilanski, Topics in functional analysis, Lecture Notes N 45, Berlin 1967.

DEPARTEMENT DE MTHL‘MATIQUE%
FACULTE DES SCIENCES BXACTE
UNIVERSITE DE PAU

Received, December 29, 1971
(458)


GUEST




