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Espaces et intersections d’espaces d’Orlicz
non localement convexes

par

PHILIPPE TURPIN (Orsay, France)

Sommaire, Ayant défini, pour log espaces vectoriels topologiques une “échelle
de convexités géndralisées” plus fine que eelle qui st donnée par les p-convexités,
0< p< 1 oun sitne sur eette deholle los espaces d’Orlicz ef les intersections d’espaces
d'0Orliez munies de la topologie borne supérieure. .

On. considore ici des espaces d’Orlicz [7] L°, L*?, sur un intervalle
réel muni de la mesure de Lebesgue ou sur Pensemble N des entiers muni
de la mesure cardinale, relatifs & des fonctions ¢ croissantes, souvenst
cONCaves,

8. Mazur et W. Orlicz [8] ont déterminé & quelle condition un espace
’Orlicz est localetment convexe, ou, ce qui revient au méme, normable.
8. Rolewicz [10] carnctérise les espaces d’Orlicz localement bornés (cf.
également [4]) ou, ce qui est équivalent, ceux dont la topologie peut
8tre définie par ume p-norme, pour quelque pe]0,1] ([6], [9]). Puis
W. Matuszewska et W, Orlicz caractérisent les espaces d'Orlicz p-nor-
mables, p étant donné [7].

On congidore dans ce travail des notions de convexités généralisées
plus préeises que celles de p-convexités. Le “degré” de convexité (géné-
ralisée) d'un espace vectoriel topologique B (on trouvera une définition
plus générale dans [127]) est donné par son “galbe”, noté ¢ (H), qui est
un. gous-oxpuco voctoriel de I* (quand E est séparéd) muni d’une structure
b convergence veetoriolle (au sens de [2], [3]). Plus G(H) est pebit (et
plus s convoergence est fine), moins la topologie de X est “convexe”.

Par oxemple, 8i 0 < p =1, B est localement p-convexe (rvesp. loca-

lement: proudo-convexe) exactoment quand ¥ (vesp. (M) 1%, avee la topo-
w0

logie borne gupérieure) est contenu dans G(H), avec injection canonique
continue,

Trobjet de cob article est d’évaluer le galbe d’'un espace d’Orlicz, et
méme d'une intersection (’espaces d’Orlicz munie de la topologie borne
supérieure, puis Lossayer do situer ces galbes entre I' et l'espace des
suites & support fini.
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Le Paragraphe 1 contient, outre divers préliminairves, la définition
des galbes.

Dans le Paragraphe 2 on caleule exactement le galbe d’une inter-
section. d’espaces d’Orlicz relatifs & des fonctions ¢ concaves ot on on
donne,une estimation dans le cay général.

On applique ce caleul dans le Paragraphe 3 pour earactériger los
intersections d’espaces d’Orlicz localement p-convexes, ofi cellos qui sont
localement pseudo-convexes, géndralisant le résultat de 'W. Matuszewsks
ot W. Orlicz cité plus haut [7].

Dans le Paragraphe 4 on caractérise les galbes des espaces ’Orlicz
relatifs & une fonction ¢ concave: co sont les espaces do guites ¢, ¢ sou-
additive et sous-multiplicative et (pour les espaces ’Orlicz non Tocalement
bornés) lespace des suites & support fini. On en déduit que I, 0 < ¢« 1,
(par exemple) est la réunion des galbes (espaces d’Orlicz strictenent
contenus dans 1% Cela montre que les galbes donnent une classification
des espaces vectoriels topologiques beaucoup plus fine que celle qui est
donnée par les p-convexités: entre (J ¥ et I* on peut trouver une infinité

r<q

de galbes G (H;) (H, localement bornés) deux & deux distinets, tous cos I
étant p-normables pour le méme ensemble J0, g[ de valeurs de p. Par
contre on constate que si le galbe d’un espace d’Orlicz n’est pas contenu
dans 1% il contient un 1+, & > 0, et cela pour 0 = ¢ « 1, 8i I st Pespace
des suites & support fini. ‘ ‘

On voit alors dans le Pavagraphe & que les intersections (dénombrables)
d’espaces d’Orlicz fournissent une plus grande variété de galbes: si 0 < q
<1, 1" = M ¥ (resp. 1?) est la réunion (resp. Vintersection) des galbey

p>q
de tels espaces strictement contenus dans 14t (resp. qui contiennent stricte-
ment %) Par exemple B = () L&+ nest pas localement pseudo-
pe

00
convexe mais G(E) contient la suite (27™). Cet exemple fournit une ré-
ponse & un probléme de 8. Rolewicz et 0. Ryll-Nardzewski [11].

On a dit que les galbes sont munis dune structure i convergence,
La convergence du galbe d’une intersection dénombrable despacos d’Orlicz
est déterminde par Vensemble sous-jacent au galbe (Corollaire 2.3), mais
cela est faux pour une intersection queleconque: outre la convergenco
agsociée & sa topologie usuelle, I (0 < p < 1) adimet s moins dews aubres
convergences de galbe (Paragraphe 6). ‘

Dans le Paragraphe 7 on montre que #'il exigte une applien-
tion linéaire continue non nulle de L7 (relatif & une mesure sans at-
ome) dans un espace séparé H, ¢ étant par exemple concnve, G ()
ne peut &tre trop grand (on sait déja que I ne peut dtre localement

convexe 81 ¢(s) = 0(z) quand @ — oo: [10]). Cela est & rapprocher des
résultats de [15].
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§ 1. PRELIMINAIRES

1.1, On utilisera divers éléments do 'article [15], dont on reprend
les notations et la terminoltogie. Rappelons que si ¢ et  gont des appli-
cations croissantes de [0, oof dans [0, oof, nulles en 0 et seulement en, 0,
on pose pour u > 0

) w0 @)
’ a4) o 8U - YPU) s QU e 1 P (0) = 0
@ loyp(n) Jup I 100 sup ) Ve @|Pp(0) =0,
. () :
el w(w) --woﬂu]) \"q;’/)’(il;)ﬁ’ @ry(@) = Lip(1lw) avee ¢ 5)(0) = 0.
w0 O x

Une foncetion d’Orlicz ext une application croissante de [0, oof dans [0, oof,
nulle en 0 ot seulement en 0, continue en 0.

T désignera un. espace mesuré par une mesure positive dt, généralement
Pensomble N des entiers # > 0 muni de la mesure cardinale ou bien l’en-
semble R dex réels ou Pintervalle (0, 1) munis de la mesure de Lebesgue.
La mesure d’un ensemble mesurable § est notée |§]. On a rappelé dans [15]
In définition des classes et espaces d’Orlicz L et Ly?, 17 ot 1*?, ¢ fonction
d’Orlicz, ot on posail

(L1) Bj(e) = {fe 1§ [ p(f1) < o}

@ 6tant une fonetion cofncidant an voisinage de 0 (vesp. de oo) avec une
fonetion d’Orlicz ¢, on éexira souvent I* (resp. Lf, ) au liew de I” (resp.
L{’g y)s On derien par exemple L}}}f‘ﬁ.

1.2. Nous utiliserons la notion d’espace vectoriel & convergence
([2], [3]). Un. tel objet esti déterming par la donnée d’un espace Vgctorit?l,
réel ou complexs, B o d’un ensemble de filtres de H, dont on dit qu’ils
tendent, ou convergent, vers 0, tel que tendent vers 0: tout filtre plus
fin qu'un filtre tondant vers 05 pour tout v« H, le tiltre engendré par I'en-
semble dew D,m, > 0, 0lt.D, est Ponsomble des scalaires w tels que |u g &;
toute combinuison linénire finie de filtres tendant vers 0; la base de filtre
dos D, A, 62> 0, Aea,niaext un filtre tendant vers 0. On dit qu'une base
do filtee 'un expaco voetoriel b convergenco tend vers ¢ quzmd olle engendre
un, filtroe tondunt vers 0, 8i 2 ob 1" gont des espaces vectoriels & convergenge,
on dit gque K e ' continfiment quand B est un sous-espace w.rectomel
de I ot e toub filtre do 7 tend vers 0 dans F, et que B = F bicontinfiment
quand. on a, continfument, B < I et F < B ] )

Par exemple un espace vectoriel topologique est ca,ponlquement
identifié & un espace vectoriel & convergence: un filtre tend vers 0 si et
seulement 8i) ot plug Tin que lo filtre des voisinages de 0. Autre exemple:
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étant donnde une famille de parties équilibrdes B; d'un espace vectoriel B
recouvrant B et stable par combinaison linéaire finie, disons qu’un filtre
de B tend vers 0 quand il est plus fin que le filtre engendré par I'ensemble
des homdthétiques non nuls de 'un des B;: ¢lost la convergence associde
4 la bornologie définie par les B;.

1.3. Si T est un espace mesurd et @ un ensemble non vide de fonetions
d’Orliez, on munit Pespace (M) Ly® de la topologie borne supdérieure des
1]

L4
topologies induités par.les TP, pe @: on obtient un espace vectoriel topo-
logique. On dit que ® est filtrant quand il est non vide et filtrant & droite
pour le préordre -3 olt ¢ -3 y signifie @ [Py (0-+) < no. Bi ® ont filtrant
(ce qu’on peut toujours supposer, quitte h remplacer @ par LPensemble
des supg; ol (g;) parcourt I'ensomble des suites finies do @) la topologie

]
de B = () L’ admet pour systéme fondamental de voisinages de 0
ped

I’ensemble des B N eBh(e), ¢ > 0, pe @ (cf. (L1)). Notons que la horne
supérieure d’un ensemble fini do fonctions d'Orlicz coneaves dquivaut
4 une fonction d’Orlicz econcave: c’est une conséquence de [15] (Propo-
sition 1).

ProposrTIoN 1.1, 8¢ @ est un ensemble filtrant de fonctions & Orlice,
80 pour tout pe P il ewiste pe P tal que @ |y soit partout fint ot i T est un
espace mesuré, alors Q, LyP == (N L, oot espace; soit 1, admet pour systome
pe ped -
fondamental de voisinages de Dorigine Pensemble des X NBH(e), &> 0,
@e D, 6t Vensemble des fonctions simplos est dense dans K. (Pest le cas, par
ewemple, quand D est un ensemble de fomolions concaves.

Qest immédiat (cf. [15]; formule (8)). Llensemble des fonctions
simples est dense dans I car il est dense dans K%, le plus grand sous-
espace vectoriel de L}, ot que B = (M) Kj.

”
Quand Ihypothése de la Proposition 1.1 est vérifide on éerit généra-
lement () Lf au liew de () LiP.
ped ped
On aura aussi & considérer des espaces do lo formo MU 1 dos g

. il Yex;

étant des ensembles filtrants b gauche de fonctions &: [0, 00 ~» [0, o]

croiysantes, nulles en ¢ et seulement en O ot continues en O (¢f. Théordme

2.2 par exemple). Les I** sont des espaces vectoriols topologique, et e

définissent exactement comme quand & est partout finie. Chague UJ ™
N R . oxp

Sera muni, non. d'une topologie, mais de la steucture & convergenco la plus

fine rendant continues les inclusions " < (J I®: un filtre tend vers 0
‘ ¢
HE : P :
dans 1" si et seulement si il admet une hase qui tend vers 0 dans

3
» * R 1 Y 3 $ i
Tun des . Bt la convergence de. lintersection est la borne supdrieure
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des convergences induites: un filtre tend vers 0 dans (M) LU I* si et seule-

del e
ment i il tend vers ¢ dans chaque |J 1. "
ey
8i 0 ¢ << L on pose
(1.2) el
>
et on pose
(1.3) W=,
[

ot ¢ parcourt Uensemble de toutes les fonctions d'Orlicz concaves. If est
Pespace voctoriol des suites scalaires A == (A, )pme & support ({n|2, 5 0})
fini muni de la topologie vectorielle la plus fine rendant borné l’ensemble
des suites e, == (0.0 M 2= 0, &y symbole de Kronecker ({161, p. 20).
On voit' facilement que pour que B < ¥ soit borné dans I il faut et il
suffit que B soit borné dans I° et que, quand 1 parcourt B, le nombre
d’éléments du support de A soit uniformément borné. Autrement dit,

_si.7 est une fonction numérique non bornée croissante sur [0, oo[, avec

7(0) == 0 < 7(0-), B est borné dans ¥ si et seulement si' B < By (a) pour
quelque @ < oo, On note

(1.4) B

l'espace vectoriel ces suites scalaires (sur N) & support fini, muni de la
convergence vectorielle associde & la bornologie définie par les bornés
de 19 (§ 1.2): un filtre a de I} tend vers 0 si et seulement si on peut trouver
un borné B de 19 tel que eBe a pour tout ¢ > 0. La convergence de Iy est
la convergence vectorielle la plus fine pour laquelle tende vers 0 la base
de filtre des {uay,im =0, | <&}, e> 0.

1.4. On rappelle qu’on pose, comme dans [16],

N
’}An%‘- UZ.A.”

N0 N30T

sl les A, sont contenus dans un espace vectoriel.

DfwrsrroN Lok (ef. [12], [18]). Soit & un espace vectoriel topolo-
gique, réel ou complexe. Lo galbe de 1 est Vespace vectoriel & convergence
G(H) des suitos scalaives 4 = (Ay)nmo telles que pour tout voisinage U
de 0 dans X on puisse trouver un voisinage V de 0 dans E tel que

El WVel,

Mze 0

un filtre a de G () tendant vers 0 si ot seulement s'il existe un filtr‘e au
moins fin que a, invariant par homothétie non nulle et tel que pour tout-

(1.5)
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voisinage U de 0 dans ¥ on puisse trouver A« a, ob un voisinage V de 0
dang ¥ véritiant

(1.6) U 2’ WV eU.

acd fty
On a établi dans [12] que si I:J est métrisable 1e G (1) si et seulement
si la suite des sommes partielles 22\7 An,, 81 bornée pour toute suite bornée
(z,) de B. ’
On a pour tout H, c’est évident (c¢f. (1.4)),
) = G(H)
ProrosirioN 1.2, Soient B et I des espaces vectoriels topologiques.

a) 8t I est un sous-espace vectoriel de B muni de la topologie induite
ou st I est le quotient de B par un sous-espace vectoricl muni de la topologis
quotient, on a

(1.7 continfument.

G(B) = G(F) contindiment.

b) 8i la topologic de F' est Vimage réoiproque de celle de B par une
application lindadre f: F — B d*image dense, alors
G(H) = G(T)
¢) 8 la-topologie de B est la borne supérieure d’une famille de topologies
vectorielles T, alors :
NEE,T,;) = G(E)
[

bicontindment .

sontindment,

un filtre tendant vers 0 dans Vintersection des G(B,T7,) quand il tend vers 0
dans chaque G(H,7,).

Cela se vérifie immédiatement. En appliquant a) % un sous-espace
séparé de F de dimension 1, dont le galbe est évidemment 12, on voit que,
si la topologie de B n’est pas grossidre,

(1.8) G(B) =t continfiment.

DitrnrioNn 1.2, 8i 0 g<p<1 on dit quun espace vectoriel
topologique B est localement p-conveme (vesp. localement ..-convexe) quand
sa topologie peut &tre définie par une famille de p-semi-normes (resp.
par une famille (»;), chaque »; étant une p,-semi-norme de B pour guelque
P:> q),une p-semi-norme de B étant une fonetion numérigue sous-addi-
tive » définie sur ¥, vériftiant »(um) = |uw|?»(n), u scalaire, e H. Les espaces
localement 0, -convexes sont aussi appelés localement preudo-convexes.

Par exemple, I* (vesp. 1*) est localement p-convexe (vesp. q..-convexe).

ProrosrroN1.3.2) Si0 < g < p <1 un espace vectoriel topologique B
est localement  p-conveze (resp. . localement q..-convexe) st et seulement
8 ' < G(H) contindiment (resp. 1" = G(B) contindment (¢f. (1.2.)))
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b) Dire que 1} = G(H) contindment (cf. (1.8)), c'est dire que pour
tout vossinage U-de O dans B 4l exisie un voisinage V de 0 dans E et une
suite A, > 0, n = 0, tels que
D Ve

*

¢) Dire que 1) = G(HE) bicontindment ((1,4)), c'est dire qu’il ewiste
dans B un voisinage U de 0 leb que powr tout voisinage V de 0 dans E
on puisse trowver wn entier Np 1 tel que U n'absorbe pas V4 ... +V
(N termes). ’

Démonstration. Dire, par exemple, que I*" = G(F) continiiment,
c'est dire que tout voisinage U de 0 dans E contient, pour quelque p > g,
Penveloppe p-convexe O, (V) = U {34, V| 3 14,/ < 1} d’un voisinage ¥
de 0, ce qui signifie que B est localement ¢, -convexe (considérer la pui-
§SANCe P g (e la jauge de O, (V).

Dire que I{ « G(H) continfurient, c’est dire que si U est un voisinage
de 0 dans B il existe ¢ > 0, une fonction d’Orlicz concave g et un voisinage V

de 0 dams 7 tels que ',V < U dés que Yo(li,)) < e Or,si U, V (équi-
0
libré) et A, > 0 vévitient (+), il existe une fonction d'Orlicz concave ¢

telle que @(4,) > ; pour tout #; & alors Yo(lu,l) <1, on voit que
Jm <

le réarrangement décroissant () des |u,| véritie u; < A,, et par suite
',V < U. Réeiproguement pour tous ¢ et & il existe une suite u, > 0

telle que 'o(u,) < s Donc b) est démontré.
0

Supposons quwil existe un voisinage U de 0 dans F vérifiant la condi-
tion énoncée dans ¢). Soit  un filtre de G(F) tendant vers 0. Soient A< a
ot ¥V un voitinage de ¢ dans B équilibré tels que YA,V = U pour tout
AeA. Pour tout Aed, A, # 0 pour au plus Ny indices #. D’autre part
a—>0 dans ¥ ((1,8)). Done o —0 dans Ij. Comme, pour tout ie G(H),
eh ~ 0 dans G () quand & -> 0, on a démontré que G(F) = ¥ continfiment
et done ((1,7)) G(B) = 1) bicontinfiment. '

Supposons aw contraire que pour tout voisinage U de 0 dans F il
existe un voisinage ¥V de 0 dans B eb, pour tout entier N > 1, ¢y > 0 tels
que U contienne ¢y(V - ... 4 V) (N termes). Pour toute suite oy >0,
N z 0, soit

A, = {Ze l((: sup 14, ] < CN(A)}
n

ot N(4) est lo nombre ’dléments du support de A. L'ensemble des A,
¢ variant, est une base de filtre qui tend vers 0 dans G (H) mais pas dans
. Done b) est démontré.

Exwmerms, Si 0 < p <1 on vérifie immédiatement que G(I¥) ="
bicontintment. On en déduit que si I est un espace mesuré non nul et
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non réduit & un nombre fini d’atomes, G(L%) = 1P bicontinfiment. En
effet, L% est localement p-convexe et, d’autre part, I” est isomorphe
3 un sous-espace de L%, done (Proposition 1.2) G'(Lf}) < I¥ continfiment,
On vérifie sans peine que si 0 << g < 1, G(I*") == I*" bicontinfiment
et on verra (Théoréme 6.2) que G(If) = I bicontiniment et (Corollaire 2.2)
que G(M, ) = I bicontinfiment si M, est Pespace des fonetions me-
surables sur (0, 1) muni de la topologie de la convergence en mesure.

§ 2. LE GALBE D'UNE INTERSECTION I’ESPACES D’ORLICZ

THEOREME 2.1. Soit @ un ensemble ﬁltmm de fonctions d’Orliez, soit T
Pun des espaces mesurés N, (0, 1), R; |, désigne respectivement |y, |, |,
Alors ‘

a) Pour que 1} < G Ly} contindment il faur et il suffit que pour
ped

tout. pe P il existe pe P tel que plpyp(0+) = 0. 8¢ D admet un systéme
cofinal dé%ombmble cette condition équivaut & Uemistence dume suite A
cG(NLY) telle que &, > 0 pour tout m.

ped

b) Pour que G{N
e

condition préoédemewne soit pas vérifide, c’est & dire qu'il ewiste pe @ tal
que @lpyp(0+) > 0 pour tout ype P.

Démonstration. Supposons que pour tout pe @ il existe ped tel
que u|pp(04) =0. On peut supposer que ¢/Fy(0+) =0 ([15] (Re-
marque 1)). Soit alors dang ¥ = ﬂL;m un voisinage de l'origine U

Ly) =1 bicontintment il faut et i suffit que lo

> &eBh(e)NE, £> 0, et soit pe P tel que plew(04) = 0. Il existe des

suites i, > 0 ot », > 0, % > 0, telles que Z‘cplo (pn) <Lt Zvn 1. Alors,
[} 0

81 f,e sBh(e);

fqv(%fvnuﬂifn!)sf sup w(un—w—) Z f ( l-f”lu)
< Shvin)

A 0 I
- P f w(,,l{?‘l.) < 8.

[ [

Done 34,V = U si V = eBh(e) B et 4, = »,u,. Bn vertu de la Propo-
sition 1.8 cela démontre que 1) = G(H) contmﬁment §i @ admet un sy-
stéme cofinal dénombrable E est métrisable et par conséquent on con-
struit immédiatement par une “diagonale” une suite i, > 0, =0,
telle que pour tout U il existe V vérifiant (1.5).
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Dautre part il résulte du Théoréme 4.a) de [15] que si 0 < & < |T|p(1),
si n>0 ot si eBf(s) absorbe 9BYL(5)+ ... +9BL(y) (N termes), alors
Nolzp(0 +) < 2¢e/y. Done b) se déduit de la Proposition 1.3.
JOROLLAIRE 2.1, Pour que 1§ « G(( LYY) contindment il suffit que
qed
powr tout pe P il existe pe & tel que () = o(p(
ou de 0 6t co selon que T = N, (0,1) ou R.
COROLLAIRE 2.2. Pour que G(LY) =13 bicontindment il faut-et 4l
suffit que Ly me soit pas localement borné. ‘

) au voisinage de 0, de oo

Dar pout que Ly ne soit pas localement bornd il faut et il suftit que
@lee(0--)> 0 ([L5] (corollaire 2), ou [4], [L0]).

Paxr exemple si @ est bornde G (Lf, ) = G(Lk) = [ bicontinfiment car
PP@(0+) = [ @(0-) = L Donc G(M,) =1 bicontintment si M,
est Iespace des fonetions mesurables sur (0, 1) muni de la topologie. de la
convergence en mesure. Autre exemple: G(L'ggff) = G(IMM%=ly — 78 biconti-
niment.

Te Corollaive 2.2 renforce un résultat de [10], selon lequel L7’ est
localement borné ¢'il est localement pseudo-convexe.

CorROLLAIRE 2.3, Soit, pour i = 1,2, @, un ensemble de fonclions
d0rlice admettant un systéme cofinal dénombmble, T Vun des espaces
mesurés N, (0, 1), R, ot svit 1, = ﬂ Llﬂ Supposons que G(By). < G(E,).

Alors ectte imelusion est continue.

En effet, ou bien (cas trivial) G(H#,) = l" bicontinfunent ou bien il
existe dans G/ () une suite 1, >0, n3> 0. D'autre part chaque E; est
métrisable. Appliquons alors le Corollaire 3 de [13].

Le Corollaire 2.3 dit en particulier que la convergence du galbe d’un
espace métrisable ﬂ Ly (Te {N,(0,1) , R}) est déterminée par Pensemble

sous-jacent & ce otulbe. On verra que cela est faux sans Phypothése de
métrisabilité (théorémes 6.1 ot 6.2). Signalons en outre qu'on a construit
dans [14] un espace métrisable dont le galbe est égal & 73 comme ensemble,
mais pas bicontinfiment.

TuorhM® 2.2, @ o8t un ensemble fillrant de fonctions &'Orlicz équi-
valentes & des fonotions concaves (resp. de fomations &’Orlice ar bitraires),
T est Pun des espacos mosurds N, (0,1), R, |p a le méme sens gue dans
le Théoréme 2.1. On suppose que pour tout pe @ Vensemble D, des ye D
tels que @lpy(0-+) == 0 soit non vide. Alors

GNLE) =N U P bicontindment
ped ped ymmw
[resp. ¢{N L) = N U I contindment).
ped

ped yeld,,

.
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Autrement dit (§ 1.3) pour qu'un filire a tende vers 0 dans G| ﬂ Lg) [resp.
dans G( ﬂ L30)] 4t faut ot il suffit [resp. il faut] que pour towt qoe (l) 4l eaiste

ye D, tel qua a admette une base qui lende vers 0 dams 172" [resp. 17",
Dn, particulior, st @lpp(0-+) =0,

GLLY = 1"2"  bicontiniment

quand @ bquivaut & wne fonction concave, e, en général,

G‘(L:}m )R

Démonstration. Supposons les fonctions de @ concaves (4 une

équivalence prds), soit o un filtre de X = (M) | I"7¥ tendant vers 0

ped yed

dans X (cf. § 1.3). On voit facilement que le filtre invariant par homothétie
non nulle le plus fin qui soit moins fin que a, 80it a4, tend encore vers 0
dans X. Soit alors U un voisinage de I’origine dans B = M L§. U > #n

ped

Bi(e), pe B, &> 0. 11 existe pe @, tel que 4 = X NBY"(1)e ay, puis
([15]: Théoreme 4. b)) il existe > 0 tel que si V = H nBh(y) on ait,
pour tout Aed, 3’1, Ve U. Cela montre que o tend vers 0 dans G (B).

Done X < G(B) contintiment.

@ est maintenant un ensemble filtrant de fonctions d’Orlicz quel-

conques et soit o un filtre invariant par homothétie non nulle tendant
vers 0 dans G(By) o By = () L}y . Btant donnd pe @ et &> 0, & < |T]p (1),

ped

il existe Aea, poe D et 5> 0 tels que
. %12 /‘Lnn(B;’P(v;) 2} E*) < eBh(z).

ol N
g contindment.

4 est absorbé par Bx"™ (2 ( ) ([15]: Théoréme 4. a)). 11 existe pe @, N D, .

Il u

Montrons que By n) est borné dans I*"2%, (Pest dvident si ¢lpwp, (0 +)

>0 (car plyyp, nest pas bornée). Si @l (0 4) =0 cela rvésulte de [15]
(Théoréme 2 et formule (8)), car on peut supposer les fonctions gl ot
®lrp, partout finies (quitte & les tronquer pax 1) et les relations (4) et (3)
de [15] montrent alors que

(@lr D)o (@late) (0-) < polpp(0 ) =

Comme « est invariant par homothétie non nulle la trace de a sur el

tend vers 0 dams cet espace. Done G(H) = M (U " contintment.
ped vpa(D

COROLLATRE 2.4, i @ est un ensemble filtrant de Sonolions d’Orlica.
on
HN ) = NP contindment
ped pe®

icm°®
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o, 81 los pe P me sont pas borndes

(ﬂ Liyy) = UP"Y  contindment,
fﬁ

en rappelant que (p(,,,)(m = L/p(1/x) et .1(0) = 0.

Démonstration. (Pest évident si ces galbes sont I3. Sinon (Théo-
réme 2.1) on peut appliquer le Théoréme 2.2, On remarque alors que si
ge® ot pe @,y ' = 1 continfiment car plyy(w) > ¢ u)/y)( ot 1*°1°
o MY contintiment car |® g (u) 3 ¢ (1) gy (u).

CorOLLAIRE 2.5. §i ¢ ost une fonction d&'Orlicz non bornée équivalente

& une fonalion concave, on a, biconlindment,
G L) = GUD),  G(IR) = G(IE™).

Démonstration. (Pest une conséquence des T]léommes 21 et 2.2
et de [18] (formule (2)).

Donnong ci-desgous un exemple simple de caleul de galbe. On trouvera,
Lautres calenls de galbes dans les Paragraphes 5 et 6. Précisons que ¢
est dite sous-multiplicative (resp. sur-mulbiplicative) sur X < [0, oof
quand ¢(2)e(y) majore (resp. minore) ¢(xy) pour tous z et y dans X.

ProposrrioN 2.1, Soit @ un ensemble fillrant de fonctions d'Orlicz
dquivalentes & des fonctions concaves. St les pe @ sont sous-multiplicatives
an voisinage de 0 (resp. sur-mulliplicatives au voisinage de oo et non bornées),
on o

bicontindment .

¢nr=nNr

petd e

[resp. G(Qj Llon) =

Si Tes pe B sont sous-multiplicatives (resp. sur-multiplicatives et non bornées)
sur [0, oo|' on a

@) @)=

U l""H)]
ped

bicontindment.

A [resp. 7Y

pe® ped
Il est endtendu quiun filtre tend vors 0 dans U Z” O exactement quaml il

admet une base tondant vers O pour la topologie da Pun des 170V,

Démonstration. Si pe ® ost sous-multiplicative au voisinage de 0
fayp tp(.m ) <2 00 pour un. &> 0, ¢ équivant
nes ®(0) (1)

& la fonetion g, (w) = @(st@) qui véritie, sur [0, 1], @a(2y) < Mo, () p(y)-
pour un M < oo: an voisinage de 0, ¢,l,¢, équivant ¢, done ¢l,p équivaut
4 g, Aot (Théordme 2.2) G(I") = I7. La Proposition 1.2 et le Corollaire
2.4 donnent alors la premidre partie de (2.1).

Supposons les pe @ non bornées et sur-multiplicatives au voisinage
de co. §i pe® on voit comme ci-dessus (ou en ubilisant la formule (2)
de [15]) que p|®y équivaut & y_, au voisinage de co. Btant données ¢

ou, plus géndralement, si
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et ¢ dans &, il existe ye @ telle que ¢(@)+¢(2) = 0(p(e)) quand @ — oo,
On a
B e 17D = %Y < 7oy,

Selon la notation du Théoréme 2.2, we @, puisque  n’est pas bornée.
Done, d’aprés le Théoréme 2.2,

U0 e ¢ 1§, continfiment.
ped

oe®

Iinclusion inverse vient du Corollaire 2.4.
La formule (2.2) se démontre de la méme manjere.

Expmprns. Si 0 <p <L, G(I®) =1° (et on en a déduit plus haunt .

que G(Lf) = 1? pour tout espace mesuré 7' excepté un cas trivial) biconti-
nfiment, et

G(LEn) = G H) = 1P"hoEsl  Dicontinfiment.

i 0< g < 1, G(I) = 1% bicontiniment (avee I#* = (1) et quand
0<g<l, »>e
G{N Iy = U Dbicontinfiment.
p<g n<q

On peut calculer directement & partir du Théoréme 2.2 et du Coro-
laire 2.5, ou déduire des Théorémes 3.1 et 4.2 (voir plus loin) que si 0 < p
<1lona '

CGIASE) = Gy =77 Dbicontindment.

§ 3. GENERALISATION D'UN THEOREME DE W. MATUSZEWSKA
ET W. ORLICZ

ProrosITION 3.1. Soit T Pun espaces mesurés N, (0,1), R, soient ¢
et v des fonctions @’Orlioz; on suppose que x - }Eg; est  oroissante et
que g est concave. Alors on a 97/

G(IB) = G(Ly)  contindment,
Démonstration. La proposition est immédiate si @lpp(0-+)>0

(Théoréme 2.1); le signe |, est défini dans le Théordme 2.1. Supposons
done que ¢lp@(0-+) = 0. Supposons aussi, quitte & modifier ¢ et v en

congervant les espaces correspondants et la croissance de Jp—, que ¢ n’est

pas bornde et que glyp= ¢|P¢ ([15] (Remarque 1)). Alors y(z) équivaut
! g(tp(m)) pour une fonction convexe g. Bn effet ¢ est une bijection de

icm°®
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[0, oof, soit ¢~" son inverse et soit

glo) — [ Py,
t

g est convexe et
[
¥ (tp ’ (-;))‘fé g(0) < (g™ (@)

dolt, 81 @lFp(u) <} ot u> 0,
p(uw) < g(p(@)) < p(@).

o0, N
8i alors leBﬂ”w(l) et f,e BE"(e), 6> 0, 3 4,f,eB%"(e)  pour tout N
0

(ce qui achéve la démonstration). En effet
N N
Joo9 (X hufal) < [9( D o@ (AN e(ifa0)
a 0 A [

N
< D oleeliml) [gop(fa) <e.
0 r

La réciprogue est évidemment fausse en général, puisque tous les
espaces L' non localement bornés ont méme galbe (Corollaire 2.2). W. Ma-
tuszewska et W, Orliez ([7]) ont cependant démontré une réciproque
partielle: si 0 < p < 1, L4 est localement p-convexe (c'est & dire ¥
< G(I) si et seulement si @ - p(«'?) équivaut & une fonction convexes
Pour p = 1 ceci était déjd démontré dans [8]. Voir aussi [5]. Généralison.
(cf. Définition 1.2).

Tufiorime 3.1. Soit @ un ensemble filtrant de fonctions & Orlice, soit T
Pun des espaces mosurds N, (0,1), R. Alors, st 0K g<p<1, (‘l Ly? est

e

localement p-comvewe (resp. localement g, -oonvewe) 8t 6t seulement ¢ il existe
un ensemble I' de fonebions @ Oilios conveves (resp. el des p(g)>q,g9el)
vérifiant

A LI = O LD [ep. () L = () L)

b el e el
aves mimes topologies.

Démonstration La suffisance do cetbe condition se déduit des

Propositions 3.1, 1.3 et 1.2 ¢); démontrons sa nécessité. Supposons N Ly

. ped
localement p-convexe (resp. ¢..-convexe). Alors (Théordmes 2.1 et 2.2 et
Proposition 1.3) @, » @ pour tout pe® (notation du Théoxéme 2.2) et

1 (rosp. 1) = () U "7 contintment.
e wtm,,,
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Done pour tout pe P il existe ye P, (resp. et p > ¢) avee

P < Y,
o P EU
Cela entra'ne qu'il existe s> 0 tel que M = sup Pl /,,( “) < 0. On
Oty U :
pose alors quand I = R (resp. N).
umw
golw) == sup -ﬂu?}-l s0<<o
» o<usl W

(resp. 81 0 <o <L eb go(w) = go(L)a” si @ > 1) et quand T' = (0, 1)

. @ R
go(w) = inf u”zp(»—«) 8i o> 1,
Gcusl &u

go(®) = go(1)e® sl 0w <.

Alors g, est une fonction d’Orlicz, g,(x)/a” est une fonetion croissante
de w sur 10, oo[; quand T = R (resp. N)

o(er) < ¢go(2) < My(o)y pour 0 <o (resp. 0 <z 1)
et quand T' = (0, 1)

1

L o
M‘p &

(m)<gn(m<w( ) pour L.

go(®) dquivant & une fonction g(w?), g fonction d’Orlicz convexe (démon-
stration de la Proposition 3.1) et on peut prendre pour I' ’ensemble des
fonctions convexes aingi obtenues.

§ 4. ESPACES D’ORLICZ LOCALEMENT BORNES

Caractérisons les galbes des espaces d'Orlicz L§, ¢ concave, T {N,
(0,1), R}. On sait déja que 1§ est lo galbe des L non localement bornés
(Corollaire 2.2).

PropoSITION 4.1. Soit T Vun des espaces mesurés N, (0,1), R. Soit
un espace & Orlice localement borné Lf, ¢ concave. Alors G(Lh) == 1°, o
o est une fonction d'Orlice sous-multiplicative sur [0, 1), (1) = 1 & u —~

%

_,..ﬂ%)_ est décroissamie. Réciproquement, st wne fonction d'Orlicz g vérifie
oes propriéiés ou, plus généralement, si, au voisinage de 0, ¢ bquivant & une
Jonction comcave ([15]; (Proposition 1)) et vérifie, pour un M < oo, @(uv)
< Mo(u) g(v), alors il ewiste un espace d’Orlicz localement borné L%, ¢ con-
cave, tel que G(L§) = 1° bicontindment.

icm°®
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Démonstration, Ly donné, on sait (§ 2) que G(LE) = 171" et on
peut prendre ¢ = plpp, car g est sous-multiplicative ([15]; formule (4)),
oll) =1, o(u)/u est déeroissante parce que ¢’est vrai pour ¢(@)/z, et o
est continue en O ([157]; Corollaire 2). Réciproquement, si o est donnée
avec les ypothises de la proposition 1 et .Lf((,jl}’ gont localement bornés
([18]; Corollaive 2) et (Proposition 2.1) I¢ = G(I) = G(L{). Reste
a considérer le cas ol I' == R. On peut supposer que p vérifie les pro-
priétés plus fortes ci-dessus, quitte & remplacer o par oloo ol ¢ esh une
fonction ’0rlicz coneave dguivalente au voisinage de 0 & p, car ¢ équivaut
au voisinage de O & glye, done i glyg. Définissons alors une fonction g
par g(uw) = o(u) pour 0= u <L ol

o(w)

o(u) == gUP--s—im
o) msaIi) &
N

pour % > 1. On, va voir que ¢ est une fonction d’Orlicz sous-multiplicative
sur [0, oo et équivalente & une fonction concave ¢: on aura I = G (Lg).
o est croissante puisque (1) == 1. e(u)/u déeroit gur ]0, oof puisqu’il
en ebt aingi de g(u)/w et que (1) =1 Enfin ¢ est sous-multiplicative:
o Vest déjh sur [0, 1]; siu>1etv>1,

o
o(#) \u

0 () < HUp e sup ——-r < o(u)e(v);
sl _{U“ el [ O
ofs) ™ ol

. L @ @ .
de méme si — <L v << 1L car alors, pour 2 <L, ¢ ™ <o " o(v); et enfin
" ]

si0<w <%& <1, olu) = 0%?)-)- par définition de g(w).
¢ e

Nous allons appliquer la Proposition 4.1 en utilisant le lemme suivant.

Luvwn 4.1, Soit o une fonction dOrlice sous-multiplicative aw voi-
sinage de 0 (vesp. sur-multiplicative au voisinage de oo) 6t équivalente & une
fonetion concave (par eremple, o(@) = a®, 0 < p 1); soit @ une fonction
@0rtioz lolle que o (@) == o(p(@)) au voisinage de O (resp: ¢(®) = 0.(0’(5.0))
au voisinage de oo). Alors il emiste une fonclion d'0rlice p sous-multiplicative
(resp. sur-multiplicative) o équivalente & une fonction conecave telle que,
au voisinage de 0 (resp. de oo), o(@)=o(e(2)) & o(&)= o(p(a)) [resp. 9(®)
= o(e(@)] ot o(s) = o(o(a))].

Démonstration. Kes transformations de ¢ et o en @y eb oy
permettont de ne tratter le problome qu'au voisinage de 0. On peut suppo-

6 — Studla Mathematica XL VL2
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ser o sous-multiplicative sur [0, 1] (démonstration de la Proposition 2.1),
Soit  une fonction d'Orlicz telle que o(w) = o (1/)(.1,)) el p(x) = O(rp(m))
au voisinage de 0. Posons

3(y) =log(a(e”), (y) = log(y(e"),
puis

a(y) = sup{L, in(j(5) ()}, <0
Y

o est décroissante, ¢y(y) - +oo quand y -» -0, ¢y(y) < P(y) — 7 (y)
au voisinage de — oo, Posons, pour ¥ < 0,
() -+e.ly).

¢, (y) = inf e 9.(4) =

l<usl

% au voisinage de --oo. ¢ est croissante, ¢, décroissante. Posons
inf g,(2).

) Y&l

g est croissante, g << gy. & est sous-additive, o, et sous-additive care, (y) Jy
egt décroissante, donc g, est sous-additive, et done g est sous-additive:
inf (g,(20) +91(2))) > intgy (20 +21) = g(yo+11).

23Uy

g~ est décroissante car si g(y’) > ¢(y) on &
9y ~oly) = lnf [91(’«’)-—0( )12 infe,(2) 2 e,y

7€ <

gy) =

g(yo)+g(y1) =

NZ9(y)—a(y").

= min {V]y,
(y). Reve-

Comme 91y —a(y) - 400 quand ¥ - —oo (car ¢, (y) =
l/\ y)}), on voit facilement qu’il en est de méme de g(y) —
nons a la variable » > 0. Posons

2o(@) = e7toE? 1, eo(0) = 0.

Qo 8t croissante et sous-multiplicative sur [0, 1]. Au voisinage de 0, o)
< 6¥1082) = y(z). Donc g, esh contmue en 0. Comme g(y)~—o(y) tend
vers -oo au voisinage de — oo, a(a) = 0(g, (%)) quand & — 0. Tntin g /s
est décroissante sur 10, 1] puisque g — o est déer oissante; done g, équivaut
au voisinage de 0 & une fonction concave puisqu'il en est ainsi de o (of.
[15]; Proposition 1). Done (démonstration. de la Proposition 4.1) g, équivaut
au voisinage de 0 & une fonction d’Orliez ¢ sous-multiplicative sur [0, oof
et équivalente & une fonctiop coneave: p vérifie les propriétés demanddes.

TeforbMe 4.1, Soit o une Jonction d'Orlice sous-multiplicative au
voisinage de 0 et bquivalente & une fonction concave (par ewemple o(x) = av,
0 <p<1), soit T Pun des espaces mesurés N, (0,1), R. Alors, pour tout
Ael’ il existe un espace d’Orlice (localement borné) L, w concave, tel que

reGIp ST

si0<aeg

iom”®
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Démonstration. Il existe une fonction d’Orlicz ¢ telle que Ael”®
et o(w) = 0 ((p(m)) au voisinage de 0. Soit alors o une fonction d’Orlicz
telle que celle construite dans le lemme: el & 1% et (Proposition 4.1)

il existe une fonetion d’Orlicz eoncave y telle que 1° = G(L}).

Lo théoréme ci-dessus montre que le galbe d’un espace d’Orlicz ne
peut &tre le plus petbit galbe d’espace localement borné contenant une
suite Ael* donnde (on verra ailleurs que pour certaines suites 4 ce plus
petit galbe oxiste).

ConotrAIrg 4.1, Pour tout Ael?, 0 < p << 1, 4l ewiste un ospace locale-
ment borné sépard K non p-normable ob un voisinage de Vovigine U dans B
tol que 3 A, U s0it bornd,

i

8. Rolewicz donne déjd dans [9] un espace r-normable pour tout » < p
et non. p-normable. Le Corollaire 4.1 est plus précis. Notons qu’on peut
y remplacer I'élément A de I” par un ensemble B uniformément p-sommable
[15], compact par exemple, la réunion des > 4, U, 1e B, dtant alors bornée.
On donnera & la fin de ce paragraphe des espaces non p-normables (p < 1)
encore plug “prdés” en un certain sens d’étre p-normables que ceux donnes
par le Théoréme 4.1, Le Théoréme 4.2 ci-dessous montre que la situation
est différente pour les expaces d’Orlicz qui sont “un peu plus” que p-nor-
mables. Lo démonstration de ce théordme vaut encore si on y fait p =
et 17 == I3: si lo galbe d’un Ly” n'est pas 1§ il contient un % ¢ > 0. Mais
cela résulte déjh du Corollaive 2.2 et d’un résultat connu ([9] ou [6] p. 161).

. Soit ' Pun des espaces mesurés N, (0,1) ou R, ¢ une
< 1. Alors, ou bien G(LyP) = I ou bien il existe
g>p tel que I < G(LE). Par conséquent G(LY) = 1 si LiP nest pas
p-normable et G(L3P) = 1" si (et soulement si) Ly’ est strictement p-nor-
mable (c'est & dire est p-normable mais nest g-normable pour auocun
g¢>p). Bn vertw du Corollaire 2.3 toules les inclusions oi- dessus somit
CONLENUBS.

Démonstration. Supposons que G(LE) & 12 Alors (§2)1*"7% ¢ 12,

Dome, si o(u) = u Pplppu) pour 0<u<l,lininte(u)=0, g(u)<u™7,
U0

¢ ost mous multiplientive ([157; formule (4)). Done e(u) = O(w’) au

voisinage do 0 pour un ¢ 0. Bn effet il existe ae]0,1[ ot ¢>0
tels que g(a) -~ a's Boit alors ne N ob we Jo", a”].

Tukoriime 4.2
fowetion @Orlics, 0 < p «<

o) < pla"u) oo™ < o™l 0™ < a0

Done glpp(n) = 0w an voisinage de 0. On en déduit comme dans la
démonstration du Théortine 3.3 que g(u) équivaunt au voisinage de 0
& une fonetion convexe de w''", et done que Lz’ est localement (p+¢)-
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convexe (Théoréme B3.1) et par conséquent (p--e)-normable (puisque
localement borné).

Je ne connais pas d’espace strictement p-normable dont le galbe ne
soit pas 7.

Le Théoréme 4.2 montre que, pour la relation d’ordre de I'inclusion

icm°®

continue <, les I7, 0 < p < 1, sont comparables & tous les galbes d’espaces

d’Orlicz. Néanmoins 'ensemble de ces galbes n’est pas totalement ordonng,
En effet on peut construire deux fonctions d’Orlicz ¢, et ¢, équivalentes
4 des fonections concaves eb sous-multiplicatives telles que les 1% (qui
sont des galbes d’espaces d’Orlicz localement bornés: Proposition 4.1)
ne soient pas comparables. Bn effet, soit 0 < p < 1 et, pour tout entier
n = 1/p,

) = int{-2 14 0 -p) e+ )
pour ¢ = 0,1 posons
@n+1 -9, —(@2n—10)!],

— ezli(logm).

Pi(y) = DY+ 4y (y) sur [—

Pi(y) = 1+py ailleurs, et ¢;(x)

P est croissante et continue en 0, ¢; équivaut & une fonctlon conecave car
Py —y est décroissante, ¢; est sous-multiplicative car ¢,(y)/y étant aé-
croissante @; est sous-additive. Bt on peut véritier que ni (]70/991 ni ¢, /o,
n’est bornée au voisinage de 0. Remarquons en outre que " Z 17 conti-
niment et que ¥ = P0-+1%, Vaddition I % 1" — P étant ouverte, car
infg,(#) = ex”. Donc, dans Pensemble des galbes d’espaces vectoriels

topologiques muni de la relation d’ordre d’inclusion continue, I? est la
borne supérieure des rleux galbes — strictement plus petits que ¥ 1%
et 1*1,

§ 5. INTERSECIIONS DENOMBRABLES D’ESPACES D’ORLICZ

5.1. Etant donnés une fonction d’Orlicz ¢ ot un nombre réel # = 0,
posons

(6.1) Pin(@) = [p@")], 94 (0) =0.

P €8t une fonetion d’Orlmz, 8i @ n'est pas bornde quand r < 0;
Prs) = Puey; 8L @ équivaut & une fonction concave au voiginage de oo
(resp. de 0), @, équivaut & une fonction concave au voisinage de oo (resp.
de 0) i > 0 et au voisinage de 0 (vesp. de oo) 8i 7 < O (appliquer [15];
Proposition 1).

Supposons ¢(y) = log (zp(e”)) coneave au voisinage de co. Alors, au
voisinage de co, ou bien ¢(2), et donc 97(,.) (@) pour r > 0, équivalent & 27
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pour un p 0, ou bien g (0) = ()(qv(,,)( )} des  que 0<r<s DPe
plus, pour que (au voisinage de oo) @ soit dquivalente & une fonction
concave il suffit (et il faut) que p(x) == O (). En effet, en prenant par

exemple r == 1, il existe y, tel que pour ¥ =y, p(y) = ‘;’(?/1) +py—y)+
1

+ [ryd ot p =

[y:/:.w[ et f(£) =0 quand ¢ -» co. Boit $> 1. A une constante additive

prés, sp(y) - ¢ (4y) ost égal &

0, f ost localement intégrable et décroissante sur

o

ay v
(1) [ fdi~ [ fdrz 1) [ (F0)~F@))dt~y.f(@).

Yy " )

Si p(®) n’éqnivmm pas & @ Pintégrale du second membre tend (quand

g = 00) Vors f J(@)di == oo, done sp(y) — ¢ (8y) — oo, A’0% p(®) = 0(p, (@)

quand @ - o”o Si alory, pour z - oo, p(x) = O(x), ou bien p(s) équivaut
& une fonetion (concave) z,, 0 p <1, ou bien @(z) = o(z) puisque
(pm( ) == O(x). Dans ce dernier cas y— @(y) — co quand y — co et done
¥ — @(y) est croissante au voisinage de oo (parce que f(y) — 0); cela entraine
que p(z) )z déerolt et done que ¢ équivant & une fonctlon concave au voi-
ginage de oo,

De méme, supposons @ convexe an voisinage de — oco. Alors, au voisi-
nage de 0, ou bien g(2) équivaut & un o%, p > 0, ou bien gy (@) = o{py (@)
des que 0 < ¢ < 7, ¢t pour que ¢ dquivaille (an voisinage de 0) & une fon-
ction coneave il suftﬁit (et il faut) que z = O(p(w)). Bn effet log(p(y)(¢")
= —@(—%) sera concave (et non bornde) au voisinage de oo il suffit
Qappliquer co qui précéde & ¢y .

PROPOSTITON B.L. Soit o ume fonetion d'Orlics telle que log(p(e")) soit
une fonction de y comvoxe (resp. concave e now bornée) au voisinage de — co
(resp. -+o0), 6t que w = O(p(@)) au voisinage de ¢ (resp. p(z) = O(z) wu
vodsinage do co). Alors, pour tout r > 0, Py bquivaut au voisinage de O (resp.
de o) & une fonclion concave e

G(F ) ) e 1T bicontindment
10
Pl g . o op
(rosp. (}( ﬁ L?:,“}]) O<lel( " bicomtindment.)

Autremeont dit un filtr tond vers O dans le golbe si et seulement il tend vers 0
dams chague 1" [resp. si et seulomont s'il admet une base tendant vers O
dams Tun des 17011,

Démongtration, La concrmté (% une équivalence prés) des @, est
aéja établie.
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Supposons d'abord ¢ (y) = log(p(e")) convexe sur un intervalle
]—o0,loga] 0 < a <1, et évaluons les fonctions guloeu, avee 0 < ¢ <1,
Soit % et # dans ]0, a"].

@iy (um) = exp [rp (logu!/" +loga'")]

= 6X] [m((lw ~-) logu*t—=. ;- - Jog T“H)]‘

< exp [(7" —8) ¢ (log w!t9) 4 SW(IOA:'»'U”“)‘J = Py (1) Pra) (@)

Done sup (Pr)( )*/97(7 H)(

w) 8 0L ug o Dautre
o<l l}?(s)(ﬂv)

part Py (1)

uw
_ Py () si 2= 409 Done, on a
g (%)
(8.2) r)!oq’(a)(ar“) < Plres) (u) < ‘P()‘)'U(p(w (u)

5l 0 < s < # et pour tout we [0, ¢"], ol a> 0. Done #i 0< ' < r, 170
ZW(’)'DQ’“ ") ot par conséquent
) 170 e U 1P 0?)

y o<gr

En appliquant le Théoréme 2.2 on tire de (1) que
NI < ¢(N ")
>0

20
D’autre part 'inclusion inverse & lieu et ost continue en vertu du Coro-
llaire 2.4.
Supposons maintenant que log(cp(a”)) soit concave et non bornde au
voisinage de + oo. ¢ n'étant pas bornde, ®(-yy 08t une fonetion A’Orlicz et

log(p(y (€")] = —log(p(e™))

est convexe au voisinage de —oco. D'aprés (5. ;,) Pr-gloPin bquivaut
éjqu(w,) au voisinage de 0 si 0 < 7 < 8 puisque Pl-n)@) = P-n. DODC (rjﬁ],
formule (2)) qa(,l ®(8) éqmvzmb & Plyons) Hl O <r g I’,u suite 17

P,
= 1O i e roet > 05 1MCM <« (JIPO™O gontinfunent;
fomr
celm tant vrai pour tous 7 = 0 ot »' = 0, on passe & la réunion en ¢’ et

& Vintersection en 7. et on trouve (Théordme 2 .2)

U 7 < G( N Lo(rf))

(R -] 0700

continfiment.

continfiment.

contintunent.

Et, en vertu du Corollaire 2.4, inclusion inverse @ liou ot est continue.
Notons que si log{p (c”)) est conmve an voisinage de --oo un filtre
tend vers 0 dans le galbe de ﬂ Ll o) (égal & U I"’ ) #i o seulement

si, pour un re J0, oof, il contient I base de Hitre des eBY (1), ¢> 0
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(§ 1.1 pour la notation). La convergence de co galbe est done associée
& une bornologie (§ 1.2). Cela résulte de la démonstration du Théoréme 2.2
(on peut aussi. appliquer [15]; Théoréme 2, a)).

5.2

Txnmers, Ktant donné ¢e[0,1[, soit @ une fonction d'Orlicz

-telle que p(w) == «’logw au voisinage de co. 8i #> 0, @, (1) = r~"a log" s

an voisinage de oo 6h gy (@) = @y (@) = +"2%loga|™" pour @ voisin
de 0. Au voisinagoe de o, ]og( (a”)) = qy +-logy est concave et dome
10g( (a”)) ot convexoe au voisinage €10 - o0, Done (Proposition 5.1)

(5.3) G ) petomat T ﬂl’"‘“"‘“‘ ’ bicontinfiment,
10

(5.4) G| ) LS| e 8" picontinfiment.
PeOR PO .

Ttant donnée une Huiw sealaive 4, notons 4% le réarrangement déeroissant
de la suite des |A,l, » = 0. Alors, 8i 0 < ¢ < 1, on tire de (5.4)

(5.5) Jell| m LA o g < 00y AF == O (n~ogtn),
(5.6) ua[m L] < 38 > 0, 4% = 0(¢™™).

En offet wi gz 0, »2= 1/q et si Ml""”(qo( () vaub "% logw|™"
pour z palit) on & pour » assez grand et pour & > 0 convenable

Py (ehs) € ™ K gy (57 log" ™ m) .

Dohge A,’f = O (0 log™n), Inversement il est clair que 2617 i A%
= O(n"og*n) ob si r> sq-+L.
81 Ae 8" gn g pour 4 assez grand et &> > 0 assez petit Iloge/l"”
<ty dolied) o =i ot dvidemment e 10T i > ¢ ot AX = O (e,
On verra ailleurs que, si ¢ > 0, U Jellogal™" g5t 1e “plus petit galbe”

I—‘r

-

‘qui contienno la suite (L-n)"" on ee mms que si K est un e;ll)auce_;vectonel
topologique dont lo gulbe contient cette suite, alors |J piilogal G(H)

P00

r
continfunent, On voerea wussi que U Jlowal™" agt le plus petit galbe conte-

nant Iy suite (2™ (on mome ums sml.e donnde (2°™), & < oo). ) .

On vorrn nusst que les ospaces dont le galbe contient la wuite (277)
jouissent do quelques propriétés intéressantes. Par exemple, la méthode
de [LL] montre qne si £ est un espace vectoriel topologique compleb tel
que (27" e G(H) ob si (w,) est uno suite do 1 telle que lay wérie Es,,fvn con-
verge A0 que g, == 0 ou L pour tout , alors la serie ann converge pour

toute suite (4,) e (™. Or 8. Rolewiez et C. Ryll Nardagwskx posent dans [11]
le problome de savoir &l existe des espaces métrisables non localement
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pseudo-convexes ayant cette propriété. La réponse est affirmative: Pespace
(métrisable) ﬂ L‘(?)“f)‘” fournit un exemple puisque son galbe (formule

(5.6)) con‘ment ( ~" et ne contient pas I**. Notons qu'on a donné un autre
exemple dans [14].

PROPOSITION B.2. Il ewisie un espace vectoriel topologique B métrisable
at non localement pseudo-convexe dams lequel une série Dyt scalaire,
z, e B, converge pour tout (t,)el™ si on suppose qu'elle converge quand
t, =0 ou 1l

5.3.

TeworEME 5.1. Soit 0 << g <L ¢t sost I' l'um des espaces mosurés N,
(0,1). Alors, pour tout Ael®™ ( ﬂl”, il ewiste un espace mélmsablo

B =M 1%, (.D ensemble dénombmble de fonctions d’Orlicz concaves, non
qed
localement q.-convewe (Définition 1.2) mais tel que le G(I).
Démonstration. Il suffit de trouver une fonction d’Orlicz ¢ qui
satisfasse aux hypothéses de la Proposition 5.1 au voisinage de 0 et telle
que
Ae IO et |J 170 g et

>0 0<r<oo

On prendra alors B = NI’ ou B = ﬂ Lw‘“”
>0
les @y et g, par des fonctions con&wes éq,mvculentes (on. peut prendre
les » dans un ensemble dénombrable convenable).
On peut supposer que, pour tout 7, 0 < 4, < 4,. Il existe &, > 0,
&, = 0, tel que >Ait*n < oo, Puis il est & pen prés évident qu’il existe une
fonction convexe g définie sur ]-—oo,logl,] telle que, quand Y - — oo,
on ait

, quitte & remplacer

@) 4 > —oo b —9—(;3-%0,
(3) g(log2,) < Ve,logh,

(prendre une fonction g, croissante véritiant (2) et (3) puis prendre pour ¢
la plus grande fonction convexe minorant g,). Soit alors

@) = 276" pour 0 < w << Ay, ¢(0) = 0.

D’aprés (2) ¢ est croissante et continue en 0 (done prolongeable en une
fonction d’Orlicz), @ = o(p(x)) quand = —+0, et log(p(e")) = gy --9(¥)
est convexe au voisinage de — co: ¢ vérifie les hypothéses de la Proposi-

. 1 -
tion 5.1. r > 0 donné, (3) entraine rg (—; 1ogzln)< min{L, r} ye,logl,, et

.

m°

Hspaces ol inlerscelions d'espaces d*Orlios non looalement convewes 189

£ 28, dott Ze () 1) Grace 4 (2),

Q<100

done pour # asses grand g (4,)

[ ]
llog(qa(r)( )) = '7 {/('/) tond vers ¢ quand ¥y — —oo et done a?

= 0 () (@ )) au voisinage do 0 si p > g eb 7 > 0. Done les BY (M), 0 < r
< o0, M < oo (§ 1.1), sont des fermés de 1" d’intérieur vide (car sinon
la somme do deux ’entre eux serait un voisinage de 0 dans *) et leur
réunion |J 17" est stricterment contenue dans 1%, puisque 1%+ ot métri-

e prieo
sable et complet, Cela achdve la démonstration,

5.4. Démontrons lo lemme suivant.

Lummzs 5L Soit 0« g <1 ot soit ¢ une fonetion @’Orlicz telle que
plm) = o(a%) quand @ - >() Alors il ewiste une fonolion d'Orlics v équiva-
lente & uno fonclion concave telle guo log (v (6%) soit conveme (rosp. concave)
aw voisinage de — oo (vesp. de - o0) el telle que pour tout v > 0 (resp. r < 0)

(4) p(@) = o(ppy (@) b wuy(@) = o(@?

Démonstration. Quitte & majorer ¢, supposons que 2 < ().
log(p(6") - qy —» - co avee . Il est alors & pen prés évident qu'il existe
une fonction convexe ¢(y), ¥ < 0, telle que, quand y — — oo, on ait

quand x —0.

(8) gl = oo ob  g(y) = o[log(p(e")) — gy]-

< —1 croigsante et vérifiant (5), puis
sup rﬂo(’w‘/”‘
— 0=l w
sup{—VIyly gol— I/lt/))}, done g, vérifie (5) et équivaut i une
¥)/y crolt avec y. Posons alors

»(0) =0,
log(w(6")) = gy +g(y) est convexe pour y < 0; d’aprés (5) y est croissante

Prendre on effet une fonction gy (y)

majorer ¢o(y) par g (y) = 9.(y) = —oo avec y car

7:(y) <
fonction convexe g puisque g, (y

p(@) = a%e" (¥ pour 0 < 2 <1, p(@) = 2" pour 2> 1.

et continue en 0. 8¢ > 0,y (@) == ate’ e ) ost, pour & ~» 0, infiniment
petit par mpport & @7 et intiniment grand par rapport & @) puisque,
quand @ ~» 0, logy, (@) /m(x) est de lovdre de gloga —log(p(x)) ((5) et
convexité (10 g) ot done tond vers oo, Puisque @(w) 2 @,y équivaut
4 une fonetion concave au voisinage de 0 (Proposition 5.1) et en fait
partout,

(-1 081 une fonetion A’Orliez parce que p nest pas bornée, et satisfait
i la partie du lemme relutive aux g voisins de --oo

Tudortmn 5.2, Soit ' Pun des espaces mesurdés N, (0 1). Soit ¢ < g < L.
1 désigne I’aspa,rm vectoriel dos sustes & support find. Alors, pour tout A¢ 1%
il ewiste um ospace mélrisable 1) = (M L, ¢ fonctions &’Orlioz comcaves,
tel que A¢ G(1H) 20 ord
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Démonstration. Il existe une fonetion d’Orlicz ¢ telle que p(w)
= o(z?) quand # —~0 et A¢l% FEn effet, si &> &, —> 0, avec &, = oo,
si la somme des |4,]%e [e4., €] majore k2 pour tout k=1, il suffit de
poser @) = oi/k quand e, < @ < g. Soib alors ¢ une fonetion d’Orlicz
vérifiant avec ¢ les conditions du Lemme 5.1 et posons

B =00 [esp B= N Lg)l
70 0-ipioo
I’aprés la Proposition 5.1, on a
@@ = NI [resp. G(B) = U 1"
>0 0-=pslog

Comme 17 < 1”0} (continfment) pour tout » et que cette inclusion est
stricte (par (4)), 1%« G(E) continfment ot I 7 G(&) (appliquer par
exemple le théoréme du graphe fermé). Bt A¢ G(H) puisque, d'aprés (4),
G(E) =" et A¢1". .

'

§ 6. INTERSECTIONS NON DENOMBRABLES D’ESPACES D’ORLICZ

On rappelle ([15]; Définition 3) qu'un ensemble B de suites sealaires

sur N est dit uniformément g-sommable quand il est borné dans 1™ et que
3 g(I4,]) = 0 avec &> 0 uniformément pour Ae B.

aplsse .

TrHOREME 6.1. Soit o une fonction d’Orlicz mon bornée équivalente

& ume fonction concave et surmultiplicative aw voisinage de oo (par cxemple,

a(@) =aP 0 < p<1). Soit @ Vensemble des fonctions d’Orlicz concaves ¢

telles - que @(w) = o(o()) quand © — co. Alors () Ly = L,y (comme
Ped .

ensembles, mais aveo des topologies différemtes),
G(ﬂ L?D,l)) =17
ped

ol o_yy(#) = L/o(L[w), et un filire invariant par homothétie non nulle tend
vers 0 dans ce galbe si et seulement %l est porté par wn ensemble uniformémont
o (_1y-sommable.

Démonstration. Soit @, (vesp. 2) Pensemble des fonctions de @
non bornées (resp. non borndes eb équivalentes & des fonctions sur-mulbi-
plicatives au voisinage de oo). £ est cofinal dans @ (Lemme 4.1), done
M L,y eb M L,y (resp. U FED et J1°CY) sont dgaux avee mme
ped wef pedy weld
topologie (resp. avec méme structure & convergence). Par suite (I’ropo-

sition 2.1), G(ﬂw If ) = U 1Y bicontinfiment, ce quil fallait dé-
e ped

0
montrer (¢f. Proposition 3 de [15]; que L° soit Vintersection des L7 se
vérifie facilement). :

icm®
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COROLLAIRE 6.1, 840 < p < 1, il exisie wn espace vectoriel lopologique H
non localement p-convexe dowt lo galbe, en tant qu'ensemble, est égal o 17
(autrement dity, pows tout U et pour toul Le ¥ 4l existe V tel que 32,V < U,
U et V voisinages de O dans K).

Démonstration. 11 suffit dappliquer la proposition & o(w) = ¥

Le fait que L ), muni de Ja topologie donnée par le théordme
(quand o () ) possdde la propridté du corollaire a été conjecturéd
par L. Waelhroeck (communication orale).

TuhonriMe 6.9, Solt 0 < p < 1 o soit &P Pensemble de toules les fon-
aions d'Orline concaves o lolles que p(w) = o(w”) quand w© -> 0. Alors

G(M W) = MNP bicontinfmens.

et pe@?

Quand p = 0 ecola signifie ((1.3)) que G =1} bicontindment. Nolons
que, quand p >0, (I est Despace ¥ muni d'une topologie strictement
pedl
moing fine que 8¢ t:;‘poloyz'a ususlle.
Démonsbration Pour toub pe @7, il existe une fonction d'Orlicz ¢
telle que log (-y)(a”)) soit convexe au voisinage de — co, équivalente & une
fonction appartenant & @7 et telle que (@) = O(yp(#)) quand z -0

Lemmo 8.1). Alors (formule (5.2)),

s et g™ gontintiment,

or; évidemment, ) équivaut b une fonetion de PP eb p(y e Py (notation
du Théoreme 2.2). Done :

B =M1 ) Ue®  contindment.

peal? pep? w(llz

Autrement dit (Théordme 2.2) F < G{H) continiment, et Pinelusion inverse
résulte du Corollaire 2.4.

CoNoLURION. On voit quo, contrairement aun cas des espaces métiri-
sables dont lo galboe conbient une suite 4, > 0 ([13]; Corollaire 3), la stru-
cture & convergence du gnlbe dun espace vectoriel topologique quelcongue
nlest pas déterminde pur Pensemble sousjacent au galbe: sl o est une fon-
chion 'Orliez sous-multiplicative et sous-additive an voisinage de 0, I?
muni de su topologie usuelle ost un galbe (Proposition 4.2); il existe sur I¢
une convergence do galbe (associée & une bornologie) strictement plus
fine que la topologie usuelle de 1* (Théordme 6.1) et, s p(w) = a® avec
p <1, une convergence de galbe (associde & une topologie) strictement
moing fine (Théordme. 6,.2). On a donné d’autres exemples dans [12] et
[13].
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§ 7. APPLICATIONS LINEAIRES D’UN ESPACE D’ORLICZ 1 ANS
UN ESPACE VECTORIEL TOPOLOGIQUE
7.1.

Tutorimni 7.1. Soit T un espace mesuré sans atome et s0it @ une fonction
d*Orlice telle que @|Yp(2) < oo (@ concave, par exemple). Supposons quil
emiste une application linbaire comiinue non nulle de LY dans um espace
* wectoriel topologique séparé B. Alors, si ¢ est bornée

G(E) =1
et st p nest pas bornée
Q) < 1"

bicontindment,

contindmont

ol @y (#) = 1/p(1/w).

Démons tration. Soit « un filtre de G (L) invariant par homothétie
non nulle et tendant vers 0 dans G(H). Il existe une fonction caractéri-
stique Ig e L% telle que f(Ig) # 0 puisque lensemble des Ig est total
dans L. Puis il existe A< a et ¢, > 0 tels que (Bf est défini dans le § 1.1)

IS ¢ U 2/ ZnBT 60)
ce qui ([15]; formule (6)) 11np11que
(6) 4c Bngnl)“so[/%))
18, mesure de §,. Cela entraine que a tend vers 0 dans I si ¢ est bornde
et donc dans ce cas G(F) = IJ bicontintment.

Supposons ¢ non bornée et terminons la démonstration (ce qui n’est
pas trivial quand 1”9 n’est pas localement borng).

Observons (cf. Définition 1.1) que si 4 est D’ensemble des suites
scalaives de la forme (f,pipm)nzor (un) €4, © injection N - N, [t,|<1,
la base de filtre des A, Aca, tend vers 0 dang G(E). 1l g’ensuit que
la base de filtre des (y = L DA A7, Aea, tend vers 0 dans G(EH). En

Red
effet si U, V, W sont des voisinages de 0 de ¥ tels que, pour tout Ae A

2k Ve UetY ,WeV on voit que 3’4, W o U pour tout e,

Supposons alors qu'il existe ¢ > 0 tel que BY~(e) n'absorbe ancun
A ea. Soit 4 e a et soit un entier K < oco. 1l existe (Z,r)e A tel que A, >0
pour tout k < K. Il existe, pour k < K, des u ke A X ﬁupport,.s ilmh ob
deux & deux disjoints tels que A,u"¢ B”{}”” Alom 3’ l,: W ¢ BNY(Ke),

done 0, ¢ BY 9 (Ke). Comme K et A < a sont mbwmmeq cela, d’aprés (6),
contredit la convergence des O,. Done a, étant invariant par homothétie
non nulle, tend vers 0 pour la topologie de I'~Y

COROLLAIRE 7.1. Soit 7' un espace mesuré sans atome, soit @ un en-
semble filtrant de fonctions d’Orlicz non bornées tel que pour tout pe @

icm°®

Ispaces el interscotions d'espaces d'Orlise mon localoment convewes 193
il existe we @ rendant @l y partout finie (par exemple un ensemble de
tonctions concaves). Alors, #'il existe une applieation lindaire non nulle f

de (M L4 dans un espace vectoriel topologique K sépard, G(H) = (J 1"
ped e
ot si un filtre tond vers 0 dams G‘(lo), 11 a.(lmeh une ba% tendant vers 0

dansg Pun des "D (pour la topologie induite par I**(-
‘Démonﬁtrcn,mn. Hi M“v est lo plus ;,mnd sous-espace vectoriel

de Lf, (‘)L?,. ﬂ Kh ot f se prolonge en une application linéaire non
ged
nulle de l’un den K% dans B, La démonstration du théoréme montre alors

que G(L) c: PN gontindment. 10 on termine en remarquant que U pee-n

UZ

7.2. 8. Rolewiez [10] a déterminé & quelle eondition Lf ;) admet
une forme lindaire continue non nulle (autres références dans [15]; voir
aussi dang [L] une étude du dual de Lj). Plus généralement, étant donné
un ensemble £ de fonctions d’Orlies équivalentes & des fonctions concaves,
supposons Pensemble @ du Govollaire 7.1 fini ou dénombrable et cherchons
& quelle condition il existe une application lindaire continue non nulle de
ﬂL(o 1 dans un espace xépard B tel que U 1 = G(B).

il en ext ainsi, chaque 1 est contenn (lfmﬁ U 10, Lies B~V (M) N
N, pe @, M < oo, gont des fermés de 1" eb recouvrenﬁ 1°: 1l existe g @
tel que 17 < """V, done tel que Ly, = Ly, Par sulte
(1.1) n Ly = ﬂL(o,l) '

Réciproquement, si cefite inclusion a lieu elle est continue (Lhéoréme du
graphe fermé) et done la réciproque est vraie si le galbe de ﬂ I},,1 Y et
U par exemple quand £ est un ensemble filtrant de fonc‘mons sous-

multiplicatives (Proposition 2.1), ou quand @ = {w (@0 <7 < oo} ol
log (e (e")) est comvexe au voisinage de ~ co (Proposition 5.1). On obtient
en particulier le corollaire suivant.

JOROLLAIRE 7.2, Supposons Vensemble $ du Corollaire 7.1 fini ou
dénombrable. Alors 41 owiste une application lindaire continue non nulle
de ﬂLo y dang un espace séparé looalement. p-convews, 0 < p < L [resp.

dont ?0 galbe contient lo “galbe caponenticl” \J 1F™ " (formules (5.4) e
(B.6))] 8¢ et seulement i ree

4 'l ',
M L,y = -Lf’o,u [resp. (M Loy < ) L(gﬂf]'
pad ped Feon

7.8, Quand F est un guotient do Lf par un sous-espace fermé str‘ict
on déduit du Théoréme 7.1 et de la Proposition 1.2 que G (F) est I si ¢
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est bornde et sinon que
(7.2) G(LY) = G(I) < 1" continfiment.
De méme si 7 est un quotient de () L (Corollaive 7.1). Done, si ¢, non

P
bornée, équivaut & une fonction concave et et sur-multiplicative an voi-
sinage de oo [resp. et si log(p(e¥)) ewt CONCHVE ANl vmsmw{,e da o], i N
ést un sous-espace fermd strict de L ;) (resp. (le ﬂ J/(, ) ol P ()

= (&' pour 7 = 0), alors (Propositions 4.1 et h.L) 011 sm, bicontinfiment,
(1.3) QL y/N) = 1Y (resp. @[ () LN = u 1Fe-my,

[IEVEA-] P e
Par exemple, si 0 <p < 1, on a, bicontinfiment,
(74) G LhoN) =¥, GLO)VLGHTIND = U 1t
P00

7.4. La partie du Théoréme 7.1 relative au cas olt p est bornde peus
&tre améliorée par la remarque suivante.

PROPOSITION 7.1. Soignt T un espace mesuré sans alome, ¢ une fon-
ction @Orlice bornée telle que ¢lyp(2) < oo, f uné application lindaire
continue de L dams un espace vectoriel topologique . Alors pour tout
voisinage V dé O dans L} Despace vectoriel engendré par (,af(V) ost
dense dans  f(L5). a0

Démonstration, 8i U est un voisinage de 0 dans Lf il existe e > 0
tel que. f (m aBfi(e (g)) = ﬂ af(V). Or ﬂ aBY (&) est Pensemble des fonetions

de I3 nulles en dehors d’un enﬂemb]e de mesure au plus dgale d e /quptp (#).

Done Pespace vectoriel engendré par (M) aBj(z) est Pensemble des fon-
w0

ctions nulles en dehors d’un ensemble de mesure finie (car T est sans

atome) et est donc dense dans Lf. Cela achdve la démonstration.

La Proposition 7.1 montre par exemple qu'une application linéaire
continue f de Lf dans un espace vectoriel topologique séparé 1 est nulle
si B admet un systéme fondamental de voisinages de Porigine U, fels
que, pour tout 4, ﬂ aU,; soit un espace vectoriel. & a cofite propriété si

G(E) n ‘et pas Iy, ou encore si Ml est un Lj¥, » non bornde. f sera nulle,
également, si elle envoie un voisinage de 0 de L§ sur un ensemble (d'un
espace B quelconque) ne contenant aucun sous-espace voctoriel non nul.
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