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and by the main result of [3]

2y v
o) < Ay 3T AB I Byt 3T glicdl
{=2—2—1m T=2v—2—1m

< O -pif2.pli=21,

with some constants B, > 0 and ¢ > 0.
Now, suppose that (20) holds for given %, 0 < % < m. Then according
to the differentiation formula (P.4) of [2] we obtain.

(11, %) (m, k)
afy" —ally®,

a{mi ) — (m—Fk+1)

Sn,j+m—1k S, j—1
and therefore
a8 ] < (m—E 1) 2m- QW g+ (plI=201 4 pli—1-2ly

< O+ 412yl =20

with some constant C%*D and this proves (20) for all Ok ml.

‘We are ready now to prove the Theorem in its complete generality.

Let us denote by () the integer determined by the inequalities
Sy —1 T < Sp - .

Then since supp Ny ™ = (8,5 1, S jpmeps1 Y We have

@
Rm = 3 amPEE
I=y"m~k)—1

and therefore

&
@] < et 3]
j=®-n—k)-1

with some constants 0> 0 and D, > 0 whence (4) follows with @

,,.I'{L——Zvl < Dm%k"'llz’r,l,#)"zvl

2
= T«
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Sommaire. Soit F l'espace de tountes les fonctions presque-périodiques dont
les fréquences sont des nombres de Pisot irrationnels d’un corps quadratique réel.
Deux remarquables propriétés fonctionnelles de B sont étudides.

Introduction. On construit un espace vectoriel B de fonctions con-
tinues et bornées f: R-» C(Y), invariant par translation, et possédant
les deux propriétés snivantes: .

(a) toute fonction continue g: R— € coincide sur tout compact &
de mesure de Lebesgue strictement inférieure & 1 avec une certaine fon-
ction f de B

(b) pour tout compact S intégrable au sens de Riemann et dont la
megure de Lebesgue est strictement supérieure & 1, les normes sgp 1f1

et sup|f| sont équivalentes sur E.
R

En utilisant, au lieu de fréquences entiéres, ’ensemble A des nombres
de Pisot ’un corps quadratique réel et en appelant B Pespace de Banach
de toutes les fonctions presque périodiques dont les fréquences appartien-
nent & 4, on obtient cette généralisation surprenante de ’espace des
fonctions périodiques de période donnée.

Les § 1, 2 et 3 sont consacrés aux énoncés des définitions et des théore-
mes. Les démonstrations occupent les § 4, 5 et 6. Enfin le § 7 contient des
indications pour diverses généralisations % des espaces de fonctions & va-
leurs complexes définies sur R" ou sur Q,,.

1. Définitions et notations. Une somme trigonométrique est une
fonction continue f: R - C qui s'écrit f(t) = 3 a;exp2niit. Les A tels
WeF

que a; 5 0 s'appellent les fréquences de f. L’ensemble F des fréquences
de f est le spectre de f.

() R désigne le corps des nombres réels et C celui des nombres complexes.
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Soit A = Q(Vﬁ) un corps quadratique réel. Soit « —>E l’autqmor-
phisme de conjugaison de 2", Appelons O l'anneau des e_nlslers 'fmlgéfbr.lques
de A et (1, o) une bage du Z-module 0. Soit D = (v —w)* le discriminant
de #'; D =4dsid =2ou3 (modd)ou D =dsid=1(mod4)

Soit A Tensemble des Ae@ tels que —1<Ai<<1.

DEFINITION 1. A est Vensemble constitué de —1, de 1 et de fous les

nombres de Pisot quadratiques appartenant & A = Q(I/E).

2. Propriétés algébriques de 4. L’ensemble A posseéde les gquatre
propriétés suivantes:

(a) A est diseres: tout point A de 4 est isolé dans A (plus précisément
la distance séparant deux points consécutifs de A est minorée par 1/2),

‘ (b) A est “presque” um sous-groupe additif de R: soient A et ' deux

éléments quelconques de A; on peut toujours trouver un A’ dans A tel
que soit 4. —A4' = A, s0it"A—A = A" —1 ou soit A—2A' = A" +1,

(¢} A est stable pour la multiplication

(d) si un ensemble M de nombres réels posséde les propriétés (a), (b)
et (e) et contient A, alors M = A.

Les vérifications de (a), (b) et (¢) sont immédiates et la preuve de (d)
se trouve dans [5].

3. Propriétés des sommes trigonométriques dont les fréquences appar-
tiennent a A. L’ensemble A est décrit par la définition 1.

DEFINITION 2. Soit B Vespace de Banach de toutes les fonctions pres-
que-périodiques f: R — C dont le specire est contenu dans A. La norme
de f dans B est sg.p]fl.

Une partie dense dans B est constituée des sommes trigonomértiques
dont les fréquences appartiennent i A.

DErFINITION 3. Un ensemble compact S de nombres réels est appelé
un ensemble de détermination powr B si les normes sgp Ifi et s%pl Il somt

équivalentes sur E.

* En d’antres termes, S est un ensemble de détermination s’ existe
une constante 0 > 0 telle que pour toute fonction f de X, on ait

(3.1) sup |f| < Csup[f]|.
R S

Pour démontrer (3.1), il suffit évidemment de se restreindre aux
sommes trigonométriques P dont les fréquences appartiennent & A.

DEFINITION 4. Un ensemble compact S de nombres réels est appelé
un ensemble dinterpolation pour B si toute fonction continue g: §=>C
est la restriction & 8 dune fonction f de E.
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Nous montrerons alors qu'il existe une fonetion non identiquement
nulle f dans F dont la restriction & & est identiquement nulle: un ensemble
d’interpolation n'est done jamais un engemble de détermination.

DEFINITION 5. La mesure de Lebesgue de R est notée dz et la mesure
de Lebesque dun ensemble dw-intégrable A de nombres réels est notée mes A.
Un ensemble A de nombres réels est intégrable au sens de Riemann si la
mesure de la frontiére de A est nulle.

THEOREME 1. Soit A Densemble déerit dans la définition 1 et 8 un
ensemble compact de nombres réels, intégrable an sens de Riemann. Alors
8 est un ensemble de détermination pour Vespace B des fonctions presque
Dpériodiques dowt les fréquences appartiennent & .1 si et seulement si mesS
> densA = 2/VD.

La densité de -1 est notée dens .1 et esh définie, dans notre eas, par
le fait que tout intervalle de nombres réels de centre z et de longneur 7
contient T' dens A +o(T) points de A (T - + o) ot le petit o est uniforme
en . '

TehorEME IT. Soit A Pensemble déerit dans lo Aéfinition 1 et 8 un
ensemble compact de nombres réels.. Alors 8 est un ensemble dinterpolation
pour E si et seulement si mes§ < densA = 2 WVD.

Soit # un nombre positif et 8, Pensemble des points dont la dis-
tance & § ne dépasse pas 7. Alors si & est un ensemble d’interpolation,
bour 5 > 0 assez petit, S, en est un. Il en #ésulte que I'on peut prolonger,
en une fonetion f de , une fonction g: 8, - R qui est nulle sur § sans
&tre nulle sur tout 8,- I1'y a done des fonetions f, non identiquement nulles,
dans B dont la restriction & § est identiquement nulle.

Remarques sur les théorémes I et IL Dans I'énoncé du théo-
réme I, Phypothése que S est intégrable au sens de Riemann est essentielle.
Si 8 est un compact queleonque, la condition nécessaire et suffisante
pour que 8 soit un ensemble de détermination pour F est plus compliguée.

Proposrrion 1. Soit § VPensemble des we O/VD tels que FeS. Les deus
propriéiés swivanies de Vensemble compact § sont équivalentes:

(a) 8 est wn ensemble de détermination pour B,

(b) il ewiste un > 0 et un Ty > 0 tels que tout intervalle de mombres
réels dont la longueur T dépasse T, contienne au moins (24T points de S.

11 est facile de montrer que la condition (b) de la proposition 1 est
satisfaite dés que la mesure de 'intérieur de & est supérieure 3 la dengité
de 4; alors § est un ensemble de détermination. Cependant on peut,
pour tout ¢ > 0, construire un ensemble compact S de nombres réels pour
lequel (b) soit vérifié et tel que la mesure de lintérieur de & ne dépasse
pas e
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Lorsque 8 est un engemble fermé non compact, les théorémes I et IT
ne sont plus exacts. Par exemple 'ensemble § des ke, & > 1, es_t un ensemble
de détermination pour E dés que a n’appartient pas & Q(l/d); cependant
8 est intégrable au sens de Riemann et de mesure nulle et § n’est done
pas un ensemble d’interpolation.

4. Preuve du théoréme I et de la propositions 1: condition nécessaire
et suffisante pour que S soit un ensemble de détermination pour E. Dans
la premiére partie de la démonstration, nous ne supposerons pas que
T’engemble compact S est intégrable au sens de Riemann. Dans la seconde
partie, nous montrerons que si S est intégrable au sens de Riemann la
condition trouvée sur S porte uniguement sur la mesure de 8.

La trace, Tr(z), d'un élément o de o est, par définition, »+7.

Leme 1. 8i © et y appartiennent 4 0, Tr(zy /15) est un entier rationnel.

La vérification immédiate est laissée au lecteur.

En particulier, pour tout xe (D/I/E et tout Ae, on a les congruences
et inégalités

(4.1) = —J@(mod1), -—-1<i<1.

La transformée de Fourier, notée f, d'un élément f de L1(R) ost la
foncfion continue d’une variable réelle définie par
+00

flo) = [ exp(—2mizt)f(t)dt.

—00

La méme normalisation s’applique aux transformées de Fourier de
mesures ou de distributions.

LevMe 2. Une condition mécessaire et suffisante pour qu'une partie
compacte 8 de R soit un ensemble de détermination est quw'il exisie une con-
stamte positive C et, pour tout te 0/1/5, une mesure de Radon p, ayant les
propriétés swivantes:

(@) lmll< 0O,

(b) () = exp(—2nitd) pour tout Aed,

() p, est une mesure atomique portée par Vintersection de S et de Q/I/—D—

Les parties (a) et (b) du lemme 2 sont une conséquence immédiate
de la définition d’un ensemble de détermination et du théoréme de Hahn—
Banach.

Pour prouver la nécessité de la condition (e), nous emploierons le
résultat suivant (lemme 3), prouvé dans [4], p. 29.

Levvm 3. Soit a: R - C une fonction indéfiniment dérivable ¢ dé-
croissance rapide (ainsi que toutes ses dérivées) et soit AA la mesure atomique
(non bornée) portée par 0 et domnant & chagque point te @ lo masse a(i). Alors
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a4 est la transformée de Fourier (au sens des distributions) de la mesure
dB portée par OVD et donnant & chagque 10V D la masse D~a(3).

Rappelons que @ est 'anneau des entiers du corps quadratique réel
QVa) et que ? ~>% est I'automorphisme de conjugaison de QVa).

Les mesures d4 et dB ne sont pas bornées, mais jouissent de la pro-
priété suivante:

w1 u+1

(4.2) supf dl4] < +oo, supf a|B] < +co.
ueR ueR “

Ce sont des distributions tempérées ([7], ¢h. VII) dont on peut
prendre les transformées de Fourier.

Nous choisirons a: R — [0, + oo de sorte que a(f) > 0si —L <t< 1
et a() =0 si |f| > 1. Si pour tout led, on a (1) = (1), il en résulte(?)
que p*dB = g*dB. Soit p, = m+u la décomposition de u; en une
partie atomique portée par 0/VD et une partie u -étrangére & 0/VD.
Alors u;#dB est portée par 0/VD, uy*dB est trangére & O/VD et leur
somme &*dB est portée par 0/VD. Il en résulte que u*dB = g*dB.

En passant de nouveau aux transformées de Fourier, on obtient,
pour tout A dans A, (1) = &(A) = exp(—2xiAf); 4 est portée par
Pintersection de S et de (9/1/5 et enfin ||yl < [l < C.

Le lemme 2 est démontré et nous éerirons désormais x, au lieu de -

Une mesure portée par § (suite de la démonstration). Posons,
pour tout te (D/I/D, s =1 et appelons », la mesure atomique portée par §
et dont la masse en tout point y = % de S est égale & Ia masse de pyen xel.

On a |yll = llull et les congruences (4.1) du lemme 1 entrainent,
pour tout A de 4,

(4.3) ) =9(=2),  &(A) = &(—7).

Ainsi les transformées de Fourier (ce sont des fonctions continues)
des mesures atomiques bornées v, et ¢, coincident sur 'intervalle [—1,1].

Résumons: pour tout se 0/1/1_), on peut trouver une mesure atomi-
que bornée », portée par S et telle que

(4.4) <O, 7,(u) = exp(—2misu) pour tout » dans [—1,1].

Par dualité ([1], ch. IV), on obtient le lemme suivant:

Levve 4. Une condition nécessaire et suffisante pour que S soit um
ensemble de détermination est quil ewiste une constante O ayant la propriété
suivante: pour toute distribution v portée par [—1,1], sup|7| < Csup [7].

B g

(®) & est la masse 1 placée au point .
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Dang un travail non publié ([2]), Beurling a donné une condition
nécessaire et suffisante pour que la seconde condition du lemme 4 soit
remplie.

ProrosIrIoN 2. Soit M un ensemble de nombres réels. Supposons
qu'il .existe un nombre 1> 0 tel que tout intervalle de longueur 1 contienne
aw plus un point de M. Alors les deuw propriéiés suivantes de M sont équi-
valentes: !

(a) il existe une constamte C > 0 telle que, pour toute distribution
poriée par [—1,1] on ait Sl]lcp 7] < Osup |7,

M

(b) il emiste un nombre n> 0 et un nombre Ty > 0 tels que, powr tout
intervalle J de nombres réels dont la longuewr T dépasse Ty, on ait

Card (J NM) = (24+n)T.

Le lemme 4 et la proposition 2 achévent de prouver la proposition 1.

Si Pensemble § est intégrable au sens de Riemann, il est facile ([4],
P- 29) de montrer que tout intervalle J de nombres réels de longueur 7
contient TV Dmes S+ o(T) points de §; le o(T') étant uniforme par rapport
4 la position de J. Le théoréme I est done démontré.

5. Preuve de la premidre moitié du théoréme II (mes 8 < dens A est
nécessaire). Ld encore la preuve dépend d’un théoréme non publié de
Beurling ([2]).

ProrosiTioN 3. Soit M un ensemble de nombres réels. Supposons
quil existe un 1> 0 assez petit pour que tout inlervalle de Tongueur 1 con-
tienne aw plus un point de M. Alors les deus propriétés suivantes de M somt
équivalentes :

(a) toute fonction bornée b: M - C est la restriction & M Pune fonction
continue bornée dont le spectre est conteny dans [—1,1],

(b) 4l ewiste wn n >0 ot un Ty> 0 tels que. tout intervalle de nombres
réels de longuewr T > T, contienne, au plus, (2 —n)T points de M.

A Taide de 1a proposition 3, nous allons montrer que:

PROPOSITIO}V 4. 81 Pensemble compact S est un ensemble dinterpolation,
alors mes S < 2/VD.

Preuve. Dire que S est un engemble ‘@’interpolation signifie que
Popérateur de restriction P: B — 0(8) des fonetions de B 48 est surjectif.
D’aprés un théoréme de Banach, I'ensemble compact § posséde alors la
Dropriété suivante: il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour toute
fonction continme g: § - C, il y ait une fonetion f dans B telle que
s111tp ifl<ce sgp lg] et dont la restriction & 8 soit ¢- On utilise alors le lemme

suivant:

* ©
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Leyve 5. 8i 8 est un ensemble dimterpolation, Vensemble S des
:ce@/I/D tels que TelS a la propriété swivante: il existe ume constante € > 0
telle que toute fonction bornée b: 8§ — C soit la restriction & § d'une fonction
continue et bornée f: R — C dont le spectre est conienu dans [—1,1] e
telle que

sup |8 < Csup Jb].
r 5

Démonstration du lemme 5. Soit, pour tout entier n > 1, F,
Tensemble fini des zeS N co/l/ﬁ tels que —n < 7 < n et soit F,, Pensemble
des Z correspondants. La réunion des F, est évidemment §. A V’aide de la
fonetion b: § — € donnée nous définissons une fonction gnt F, - C
par g,(®) = b(%). Bvidemment suplg,|<supbl. La fonction g, peut

Fp Et
£tre prolongée en une fonction continue (encore notée g,) définie sur S
et telle que suplg,| < sup b
s 5

Il est alors, par hypothése, possible de trouver une fonction f, dans

E telle que f,(x) = g, (x) pour tout # dans § et ||f,|l., < C'sup |g,| < Csup [b].
Fy s
Soit P, une somme trigonométrique finie dont les fréquences appar-

tiennent & A et telle que sup |P,~—f,] < 27" et définissons une fonction
R

continue f,: R - C par 8, (z) = P, (%) pour tout e /1/1). Les congruences
{4.1) montrent que g, est une somme trigonométrique finie dont les fré-
quences apparbiennent & [ —1, 1]. En outre 8, posséde les deux propriétés
suivantes:

8.1)  1IBulle < Osup b +27"
5
Ba(@)—=b(x)| <27 sixelS et —n< N,

D’aprés une inégalité de S. Bernstein ([3], ch. 3), toute fonction
continue f: R — C dont le spectre est contenu dans [—1,1] vérifie
|B(@)— B(y)| < [z~ |llo- L'ensemble des § vérifiant, en outre, |8l < ¢
est compact pour la topologie de la convergence uniforme sur tout com-
pact. En particulier on peut extraire de la suite des B, véritiant (5.1) une
sous-suite uniformément convergente sur tout compact vers une fonction
continue f: R — C telle que [fll, < 051_11) |b] et B(x) = b(x) pour tout

8

zel. Le lemme 5 est prouvé. .
LeMME 6. Soit, pour lout » réel, g,(x) le nombre des tcO/VD tels que
Ot n et que 1e8-+m. Alors limn™g,(z) < 2.
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En effet, si § est un ensemble d’interpolation, il en est de méme de

S+ et g,(@) est lo nombre de points de S+ dans lintervalle [0, n].
La proposition 2 et le lemme 5 donnent alors aussitot le résultab, -

LeMME 7. Si S est un ensemble d’interpolation, alors mesS < 2 /1/5.

En effet, soit 4, 1'ensemble des fe OVD tels que 0 <i<n et g, la
mesure discréte (non bornée) donnant & chaque point de 4, la masse 1.
Soit I la fonction caractéristique de S. Alors

= [I({t—w)de,(1).

TUn caleul simple ([4], p- 26 & 32) montre que n~*dp, tend vaguement
vers VD fois la mesure de Lebesgue. Il en résulte que n~'g,(x) tend dans
Li,, vers VDmesS. En particulier, on peut trouver une sous-suite des
n~'g, tendant presque partout vers VDmes S, Mais En“lqn < 2 (partout).
Il en résulte que mesS < 2 /l/i)'.

6. Preuve de la seconde moitié du théoréme II (mesS < dens A est
suffisant). Nous allons, en fait, prouver le résultat suivant:
PRrOPOSITION 5. 8¢ la mesure de Uensemble compact S est imférieure
2/1/5, on peut trouver une constante ¢ > 0 telle que la propriété &’ approwi-
mation suivante ait liew:
pour toute fonction continue §: 8§ — C, il ewiste une somme trigono-

métrigue P: R — C dont les fréquences appartiennent & A, telle que sup |P|
< OSup lg] et que sup lg—P| < ssup lgl.

En choisissant ¢ < 1,1a proposﬂnon b entraine, par itération, la seconde
moitié du théoréme IT.

I reste & prouver la proposition 5. Quitte & remplacer § par un com-
pact plus grand dont la mesure soit encore inférieure & 2 /I/I—), nous pourrons
supposer que § est intégrable au sens de Riemann.

(2) L’opérateur de conjugaison. A tout couple (S,g) dun
ensemble compact intégrable au sens de Riemann et d'une fonction conti-
nue g: § - C, on associe un couple (5, 7) défini comme suit: § est Ien-
semble de tous les me(v/l/D tels que ZeS et g: § — C est définie par
§(o) = g(=).

Pour démontrer la proposition 5, il suffit de econstruire wne somme

trigonométrique @ dont les fréquences appartiennent 3 ¢ N [—1,1] et telle

que

6.1) . sup @] < 0sup|gl SUp |§—Q| < ssup|g].
5 8

Alors P: R — C sera défini sur 0/1/5 par P(z) = Q(%).
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Le plan de la démonstration est le suivant: grace & la proposition 3,
nous prolongeons la fonction F: § — € en une fonetion continue hornée
@: R — C dont le spectre est contenu dans [—1, 1]. La somme trigono-
métrique ¢ est la limite, pour la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact, d'une sous-suite de la suite de certains produits de
convolution g*pu,. L'effet de ces convolutions est de remplacer, & la limite,
le spectre continu de ¢ par un spectre discret fini.

Nous allons maintenant définir des mesures u, & I’aide d’une mesure
d4, elle méme construite en utilisant une fonction a. En outre, pour des
raisons de sécurité, il est néeessaire d’agrandir S: pour tout 5 > 0, soit
S, ensemble des nombres réels dont la distance & § ne dépasse pas 7.
‘On choisit 7 assez petit pour que la mesure de S, reste inférieure & la densité
de 4. Maintenant que % est fixé, on prolonge g en une fonction & valeurs
complexes, définie sur S,, continue, encore notée g et telle que sup 19

S“P g1 5

b) Les fonctions a,a’,a” et 5. On appelle a: R - [0, +oof
une fonetion continue ayant les quatre propriétés snivantes:

flafl, = f a(@)de =1,

[ a(z)dr < /3,

lz|>n

la transformée de Fourier b de a est & support compact,

les fonetions a' et a’’ de R dans C étant définies par: o' (z) = a(x)
si Jz| <%, ¢’ =0 sinon et ¢’ =a—a’, on a:

SUp g —g*a’| < (e/3)suplgl.
8 s
(e) Lies mesures d4,dA’,dA” et dB. Soit d4 la mesure atomique

(non bornée) portée par & /1/5 et donnant & tout :Z‘e@/l/ﬁ la masse a(Z).
u+1
On vérifie sans peine ([4], p. 29) que sup f d|A] < +oo. Les mesures
ueR

dA’ et dA’ sont définies de méme & l’alde de a’ et a"
Enfin soit dB la mesure atomique (non bornée) portée par ¢ et-don-
nant & tout ze0® la masse b(z). Le lemme 3 montre que la transformée

1 .
de Fourier de dB est V:dA. Le support de dB est localement fini.
D

(@) Lies MeSUTeS fiy; Uny My Py Vn €6 7. S0it 1,2 R — [0, + oof défini
par t, = 1/mVD sur [0,n], t, =0 ailleurs et s0ib w, = t,dd; u, eb u,
sont définies de facon analogue & partir de d4’ et dd'’ (u, n’a rien & voir
avec le y; du § 4). Les mesures p,, u, eb u, sont atomiques et bornées,

portées par @/VD; il en sera de méme pour »,, v, et », définies par »,{x}
= 1, {7} ete. pour tout we o|VD.
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Autrement dit, »,,7;, et », sont les mesures atomiques et borndes
portées par 0/1/5 et définies, pour tout xe oVD, par

1
v, {w} = /D a(w)

si0<zF<,

{2} =0 sinon,

, 1 . —
vn{m}:%@a/(w) si0<E<m,
v {wt =0 sinon, ete.

Le support de », est donc contenu dans lintervalle [ —y, 5] et il est
facile ([4], p. 26, & 31) de vérifier que », tend vaguement vers a’(i)dw

et que lim [ju,ll = Lm |y, = |lall, =1 tandis que lim |ju,| = lim |»,
n—->+o00 N—>+00 N—>-}-00 N—>4-00
= "I, < &/3.

(e) Propriétés d’approximation de la convolution par u,.

Soit g: 8, — € une fonction continue et p: R — € n’importe quelle
fonction continue et bornée dont la restriction 4 5, coincide avec j: 5, - C
(voir (a)). On peut énoncer:

LEMME 8. Dés que n est assez grand

(6.2) SUp o —¢* ] < &l llo.-
5

Preuve du lemme 8 On a suplg—g*a’] < ¢/3suplg|. Puisque
8 s
v, est portée par [—n, %] et tend vaguement vers a' (x)dz, on a:

(6.3) suplg —g#ry| < (8/2)831) lg|

deés que 7 est assez grand. Appliquant (6.3) & MEC’?/]/j)_, on obtient:

(6.4) SUD 9 —@* | < (¢/2) lpllo-
S

Mais [l |l = bl et lim [ju ]| < ¢/3.
N—>+00
Si n est assez grand, on a:

(6.5) I prnllos < (2/2) ligpllo
et (6.2) résulte de (6.4) et (6.5).

»

(f) Propriétés de régularisation de Popérateur de con-
volution par u,.

Soit F I'intersection du support de la mesure dB ot de [—1,1];
F est un ensemble fini. On peut terminer la preuve de la proposition 5
4 Paide du lemme 9 que nous admettrons pour Vinstant,
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Lexve 9. Soit g: 8, — C une fonction continue et soit ¢: R — C une
fonction continue et bornée dont le specire est contenu dans [—1,1] et qui,
sur 8, vaut . Soit Q, = p*u,. Alors une sous-suite des Q. converge
uniformément sur tout compact vers une somme trigonométrique Q dont les
fréquences appartiennent & F et telle que sup jp—Q| < ellplle -

g

Fin de la preuve de la proposition 5. Puisque Ia mesure de
8, est strictement inférieure 4 2 /VD, la densité de En est strictement in-
férieure & 2 ([4], p. 26 & 31). Le (d) de la proposition 3 et un théoréme
de Banach montrent qu’il existe une constante C telle que toute fonction
bornée b: 8, — C soit la restriction 3 S, d’une fonction continue bornée
@: R — C dont le spectre est contenu dans [—1,1] et telle que sup Il
< Osup jpl. "

s

Dans notre cas b = g et le lemme 9 achéve la preuve des inégalités
(6.1) puisque

supif] = suplg| = sup lg].
3, s, s

Preuve du lemme 9. La fonction ¢ est uniformément continue et
les mesures u, uniformément bornées; les fonctions @, sont uniformément
équicontinues et il est donc possible de trouver une soussuite des @,
uniformément convergente sur tout compact vers une fonction continue
bornée @. On a:

1@l < Hm flull pllo = llplle €6 suDlp—QI < elpl,  (lemme 8).
>+ 00 5

11 reste & montrer que @ est une somme trigonométrique dont les
fréquences appartiennent & F.

Soit a: R — [0, +oo[ une fonction indéfiniment dérivable dont le
support est contenu dans [—1,1] et d’intégrale égale & 1 et soit a, le
produit de convolution de a et de la fonction caractéristique de [0, n].
Soit #: R — C la fonction indéfiniment dérivable & décroissance rapide
dont la transformée de Fourier est o et soit D, la fonction dont la trans-
formée de Fourier est égale & 1/n sur [0,n] et 0 ailleurs (D, est une
variante du noyau de Dirichlet). Alors la transformée de Fourier du
produit AD, est ™ a, qui différe de VD, d’un terme en O(n~Y); ce terme
sera négaligeable par la suite (4D, est un “noyau de Dirichlet tronqué
4 Dinfini’). k

La transformée de Fourier de la fonction continue bornée dB=*gD,
est la somme de f,d4A = p, et d’une mesure atomique dont la norme
est O(n™Y).
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Pour montrer que le spectre de la fonetion continue bornée @: R — C

~

est contenu dans F, il suffit de prouver que Rf QMR (t)dt = 0 pour toute

fonction indéfiniment dérivable h: R — C, & support compact, nulle
au voisinage de 7.

Soit 4 ’algébre de Banach des fonctions continues y: [—1,1] - C
qui sont les restrictions & [ —1, 1] de transformées de Fourier f d’éléments
f de IL*(R); on pose |yl4 = inf||f], (le inf. est étendu & tous ley fe I

tels que f =y sur [—1,1]). 8i te[—1,1], fe I'(R) et F(#) = 0, alors
la norme dans A de la fonction & — f(2)D,(x—1) tend vers 0 comme on
le vérifie sans peine. Il en résulte que:

(6.6) (@B+*BDy )kl >0 (# — +o0).

Soit v la distribution, portée par [—1,1], dont la transformée de
Fourier est p. Alors la transformée de Fourier du produit (dB*AD,)r est
la somme du produit de convolution @, = @*u, et d'un terme dont la
norme L*® est O (n7"). Enfin

femh@mat = tm | QA1) = Lim (@B*BDYh, 7> = 0
R n—>+ooR' n—>-+4o0

grace (6.6) et au fait que la transformée de Fourier de la distribution 7,
portée par [ —1, 1], est bornée (§ 4, ch. V, [1]).

7. Généralisations. Soit ¢ un groupe commutatif localement compact
et x une mesure de Haar sur @. On cherche & construire un espace vectoriel
E de fonctions continues bornées f: @ — C ayant les propriétés suivantes:

(a) E est invariant par translation,

(b) il y a un nombre réel y > 0 tel que, pour toute partie compacte §
de @, intégrable au sens de Riemann et vérifiant u(S) > y, les normes
sup|f| et sup|f]| soient équivalentes sur F,

8 a3

(c) au contraire, sur toute partie compacte S de & telle que u(8) < y,
toute fonction continue g: § — € est la restriction &4 8 d’une fonction
f de E.

La construction de ¥ s’obtient par des méthodes analogues & celles
que nous avons exposées dans le cas ou G = R™ 8i @ = (Q,)", J. P. Schrei-
ber ([5], [6]) & montré comment B doit &tre obtenu: si, par exemple,
G = Q,, on remplace /A par ensemble de tous les mp" de Q oy MeZ, neZ
tels que |mp"|. < 1.

Dans les cas mentionnés ci-dessus, pour tout y > 0, on peut cons-
truire Pespace vectoriel E. En revanche nous ne savons Ppas comment
construire B dans le cas général des groupes G commutatifs localement
compacts.
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