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Approximation von Elementen eines lokalkonvexen Raumes
von

EBERHARD SCHOCK (Bonn)

Zusammenfassung. Der Satz von Bernstein iiber die Approximationsgeschwindig-
keit in Banachriumen wird auf lokalkonvexe Riume iibertragen. Dabei zeigh sich,
daB Schwartz-Riume durch ein giinstiges Approximationsverhalten charakterisiert
werden. Weiterhin wird eine Methode beschrieben, die fiir die Approximation giin-
stigen Teilrdume zu ermitteln.

Das (lineare) Approximationsproblem besteht bekanntlich darin,
in einem linearen Raum F zu einem Punkt 2¢F ein y zu finden, das
beziiglich einer auf z-+F definierten Norm p von x minimalen Abstand
hat. Dabei wihlt man einen lokalkonvexen Raum F mit der Eigenschaft,
daB z-+F Teilmenge von ¥ ist und daf p die Topologie von F erzeugt.

Abweichend von dieser Auffassung wollen wir hier nicht verlangen,

daB die Norm p die Topologie von F erzeugt, sondern lediglich, daB
die Norm p auf E stetig ist.
. Diese Abschwiichung hat Konsequenzen weniger fir Fragen der
geometrischen Approximationstheorie, also fiir Aussagen, die invariant
sind unter beziiglich p isometrischen Isomorphismen, sondern fiir Aussagen.
von mehr topologischem Charakter, die also invariant sind unter (linearen)
topologischen Isomorphismen.

In dieser Arbeit sollen vor allem Aussagen untersucht werden, die
zusammenhingen mit dem

SATZ VON BERNSTEIN. Hs sei B ein unendlich dimensionaler Banach-
raum mit der Hinheilskugel U. Dann gibt es fiir jede positive monotone
Nullfolge {a,} und fiir jede Folge {B,} von Teilrdumen von B mit Aim B, =n
ein well mit )

oz, U, Bp):= in-f{.pU(w—'/y): yeEﬂ} = Q-

{Dabei bezeichnet py; das Minkowski-Funktional von U, also die Norm
von E.)

Banachriume zeigen also ein ungiinstiges Approximationsverhalten,
man mub daher die Frage nach ,,besseren” Riumen stellen (dazu vergleiche
man auch das von I. M. Gelfand auf der 3. Konferenz iiber Funktional-
analysis, Moskau 1956, ([5], 8. 6) gestellte Problem). Ebenfalls besagt
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dieser Satz, daB es in Banachriumen keine ausgezeichneten Folgen von
Tejlrdumen B, gibt, sondern daf alle Folgen. von Teilrdumen ,,gleichmé Big
schiecht” sind.

Wir zeigen hier (vgl. auch [11]), dal Schwartzsche Réume ein besseres
Verhalten aufweisen und daB8 es dort auch Folgen von Teilriumen gibt,
die sich gegeniiber anderen durch bessere Approximationseigenschaften
auszeichnen.

Bezeichnungen und Definitionen. Im "Folgenden 'sei I ein lokal-
konvexer Raum, % gei eine Bagis von absolutkonvexen und abgeschlossenen.
Nullumgebungen von B. Jedem Ue# wird die (stetige) Halbnorm py
zugeordnet: py(v) = inf{r > 0, zerU}.-

Ist F ein linearver Teilraum von F, Ue# und A eine Teilmenge von
U, so ‘sei

8(4, U, F) =inf{6> 0,4 c SU+F}

und
0,4, U) =inf{6(4,U,F), F c B, limF < n}.
8,(4, U) heiBt n-ter (Kolmogorov-) Durchmesser von A beziiglich U.
Ist A eine beschriinkte Teilmenge von ¥, so ist 4 genau dann pri-
kompakt, wenn fiir alle Ue# gilt lim 8,(4, U) = 0.

~ F heiBt Schwariz-Rawm genau dann, wenn fiir alle Ue% ein Ve
existiert mit V = U und hma (7, U) = 0. In Schwartz-Riumen sind

also Dbeschrénkte Tellmengen prikompalkt. -
E heiflt nukleaw genau dann, wenn fiir alle Ue% ein Ve% existiert

‘mit ¥V < U und 26 (V, U) < oo: (Diese Definition stammt von B S. Mi-

tiagin [9] und 1st mit der von A. Pietsch [10] gegebenen #quivalent.)
Als Folgerung aus der Holderschen Ungleichung erhélt man als
Charakterisierung: ‘
B ist nuklear genau dann, wenn fiir ein p > 0 (bzw. fiir alle p > 0)
und fiir alle Ue% ein V% existiert mit V < U und

D 6,(V, U)P < oo

n=1

_Mittels der n-ten Durchmesser definierten O. Bessaga, A. Pelezynski |

und 8. Rolewicz [1] eine Isomorphie-Invariante, die diametrale Dimension
A(E). A(B) ist die Menge aller positiven Zahlenfolgen {6,} mit der Eigen-
schaft: Fiir alle Ue% gibt es ein V % mit

lim 8,(V, U) 65" =0
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Als Charakterisierungen erhiilt man die Aussagen.:
E ist nuklear genau dann, wenn fiir ein p > 0 (bzw. fiir alle P > 0}
gilt ’ o
{(n+1)""}ed(B)

E ist ein Schwartz-Raum genau dann, wenn A (E) eine beschrinkte
Zahlenfolge enthilt.

Ist F ein linearer Teilraum von E, Ue% und zeF, so sei
elw, U, ) = inf{.pU(m_:'/)i yeF},
und fir eine Teilmenge A von U sei

o(4, U, F) = sup{o(=, U, F), weA}.

Dann gilt

e(4,U,F) =04(4, U, 7).

Bemerkungen zum Satz von Bernstein. Mit Hilfe der diametralen
Dimension 4 (F) eines lokalkonvexen Raumes E 148t sich in einfacher
Weise die Approximationsgeschwindigkeit beschreiben. Jedoch sind nur
fiir Schwartz-Réume nichttriviale Aunssagen méglich.

Sarz 1. Sei B ein lokalkonveser Rawm mit einer Nullumgebungsbasis %.
Dann gibt es fir alle Folgen {6,}<4(E) und fir alle Ue% eine Folge von
Teilrdwmen B, von B mit AimE, < n, so dap fir alle beschrinkten Teil-
mengen A von B gili ’

lim &% o(4, U, B,) =0
N>

Beweis. Zu Ue# bestimme man Ve# mit Limé,(V, U)d' =
Dann gibt es Teilriume ¥, von F mit dim B, < » und

O

5,,(V, U) = 6(V} U;‘En)—

Daher gilt

lim 6;'0(V, U, B,) =0.
Da A beschrinkt ist, folgt daraus die Behauptung des Satzes. Diese
Aussage ist aber nur dann nichttrivial, wenn 4(F) eine beschrinkte Folge
enthilt, also B ein Schwartz-Raum ist.

KOROLLAR 1. Ist B nuklear, so gibt es fir alle p > 0 und fir alle Ue%
eine Folge von Teilrdumen B, , so dap fiir alle beschrinkten Teilmengen A
von B gilt

limn®?e(4, U, E,) =0.

n—>00
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Satz 1 liefert eine Aussage, die gleichmiBig fir alle Ue# gilt. Ver-
zichtet man auf diese GleichmiiBigkeit, so erhilt man aus der Relation

(W, U) < 6,(W., V) 6, (V, U)

tir drei Nullumgebungen U, ¥V, W mit W= V<= U das

KOROLLAR 2. Fs sei B ein Schwartz-Raum. Dann gibt es fir alle Ueu
eine Nullfolge {a,} und Teilrdume E, von E mit dimE, < n, so dap fir
alle beschrinkien Teilmengen A wvon B gilt

lim o;*0(4, U, B,) = 0.
N~+00

Diese Aussage ist filr Schwartz—Réume charakteristisch. Bs gilt
namlich der .

SaTz 2. Es sei E ein tonnelierter lokalkonvexer Rawm. Tir alle Ue¥
gebe es (monotone) Nullfolgen positiver Zahlen. , und Teilriume E, von
E mit AimE, < n, so daf fir alle vl gilt

lim ;o (%, U, B,) = 0.
N—0

Damn ist E ein Schwariz-Rawm.
Beweis. Sei
V:= CJO {wel,o(x, U, B,) < a,}.
N

V ist abgeschlogsen und absolutkonvex. AuBerdem ist ¥V absorbierend:
Ist némlich we®, so ist mit

My = supa,o(®, U, B,) < oo
neN

zem, V. Da E tonneliert ist, ist V eine Nullumgebung. Aus der Definition
von ¥ folgt

- .

6.V, U)< o(V, U, B,) < ap,
also limd,(V, U) = 0. Daher ist H ein Schwartz-Raum. Als einfache
T~>00
Folgerung erhalten wir

KoroLLAR 3. Hs sei B tonneliert. Hs gebe ein p > 0, so daf fiir alle
U< positive monotone Folgen {a,} <l und Teilriume B, von B ewistieren
so dap fiir alle z<B gili ‘

me; o(z, U, B,) = 0.
N0

Dann ist B nuklear.
Da normierte Schwartz-Riume endlich dimensional sind, gilt

KOROLLAR 4 (SATZ vON BERNSTEIN). Sei H ein tonnelierter mormierter

Rawm. Dann folgt aus den Voraussetzumgen vom Sate 2, dep E endlich
dimensional ist.
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Bs sel bemerkt, daB es nicht vollstéindige tonnelierte normierte
Réume gibt (vgl. G. Kothe [6], pag. 372). Auf die Voraussetzung der
Tonneliertheit kann aber nicht verzichtet werden, wie die Sitze von
D. Jackson zeigen (vgl. G. Meinardus [87).

Extremale Teilriume. Wie schon in Korollar 2 erwihnt, gibt es in
Schwartz-Réumen ausgezeichnete Folgen von Teilriumen. Diese Frage
soll hier genauer untersucht werden.

Sei wieder F lokalkonvex, Ue% und A = U. Ein «-dimensionaler
Teilraum F von F heifit extremal beziiglich 4 und U, wenn gilt

S, (4, T) = 8(4, U, F).

‘Wie schon von Kolmogorov bemerkt wurde, ist die Kenntnis der extre-

‘malen. Teilrdume fiir die Approximationstheorie sehr vorteilhaft.

Eine Folge von Teilriumen ¥, von B mit dim#, = n heiBt quasi- -
extremal beziiglich A und U, wenn.es eine positive Zahl ¢ > 1 gibt, so daf
fiir alle ne N gilt )

8(4, U, E,)<cb,(4,T).

Extremale und guasiextremale Teilriume lassen sich in tibersichtlicher
Weise angeben fiir gewisse Teilmengen von Folgenriumen und fir volle
Approximationsmengen.

Es sei P eine Menge von nichtnegativen Zahlenfolgen mit den Eigen-
schaften

(i) Fiir alle neN gibt es ein geP mit g, > 0.

(ii) Fiir alle o, 0P gibt es ein ve P mit 7> max(e, o).

Dann ist die Menge aler (reellen oder komplexen) Zahlenfolgen

n = {nn} .

APy i={n; po(m) := (fwm} "< oo fiir alle g<P)

n=1

ein linearer Raum, der in der durch die Halbnormen p,, geP erzeugten
lokalkonvexen Topologie vollstindig ist (1< g< o0). A (P) heilt Fol-
genraum (gestufter Raum g¢-ter Ordnung, G. Kothe [6]).

Es gilt (vgl. [4]) der

SATZ 3. Bs sei A,(P) ein Folgenraum. Sei

U,:= {WEAQ(P))pu(ﬂ) <1},
Up 1= {neAq(P)3pg(n) < 1}
mit U, < U,. Ist dann

I:={’"’€N! Q1L/Un>ﬁmsup9i/6i7 On #0}
4~»00
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und n i, eine Permutation von I, so daf die Folge {Qin/din} monoton
fallend ist, so gilt

5T, T = 0i, 1%, fir m < |1},
n(Ue Ua) = limsup g;/o;  fiir n = |I|, falls I endlich ist.
00

Der Beweis dieses Satzes macht davon Gebrauch, daB die von den
Binheitsvektoren. e;, ¢, ..., €;,_ aufgespannten Teilriume extremal
beziiglich U, und U, sind. Besonders einfach ist der Fall, wenn P reguldr,
d.h. wenn fiir alle o, oeP die Folge {o,/0,} monoton ist (dieser Begriff
stammt von M. M. Dragilev [3]).

KOROLLAR B. Sei A,(P) ein Schwartescher Folgenraum mit regulirem
Stufensystem P. Dann erhili man die beziiglich U, und U, extremalen Teil-
riiume als Spann der ersten n Eimheitsvelkioren. ‘

Ebenso lagsen sich die extremalen Teilrdume in lokalkonvexen
Réumen berechnen, die zu Folgenrdumen isomorph sind. Ist némlich
FE ein (F)-Raum mit Schauderbasis {e,} und biorthogonalen Funktionalen
fny 80 heifit die Basis nach [11] g-absolut (1 < g < o0), wenn die Topologie
von E erzeugt werden kann durch das Halbnormensystem

< I
(@) ={ 3 1Ko, folwo (e,
n=1
dabei durchlaufe p, ein Fundamentalsystem von stetigen Halbnormen
von FE. Ferner sei :

Up:={V,V ={weB, ny(x) <1}, Ue¥}.

Eine g-absolute Basis {¢,} heillt reguldr, wenn fir alle U, V¥ die Folge
{po(e,)/py(e,)} monoton ist. Da ein (F)-Raum mit g-absoluter Basis
einem Folgenraum ,(P) isomorph ist, gilt

KoroLLAR 6. Sei B ein Schwartz-Raum mit, g-absoluter reguldrer
Basis {e,}. Dann gilt: ,

() Ist V, Uellp, V = U, so ist 8,(V, U) = pylen)[py(en)-

(ii) Die emiremalen Teilriume beziiglich V, Uy, werden von den
ersien m Basisvektoren e, e, ..., €, aufgespannt.

Ebenso wie bei G. Lorentz [7] im Falle von Banachriumen lassen sich
im Falle von lokalkonvexen Riumen die extremalen Teilriume von ,,vollen
Approximationsmengen” berechnen.

B sel X:='{z,, %, ...} eine Fundamentaliolge linear unabhingiger
Elemente eines (F)-Raumes B, d.h.. eine Folge von Rlementen, deren
lineare Hiille in % dicht liegt. Ferner sei § : = {4, 6y, d,, ...} eine monoton
fallende Folge positiver Zahlen, Ue® und B, = spann{®,, @y, ..., By}
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Dann ist die Menge

A6, U, X) :ano {wel, o(w, U, B,) < 6,}
die wvolle Approwimationsvhenge beziiglich §, U und X. Alg einfache Fol-
gerung aus der Definition erhilt man: .

Ist V< U, so gilt A(6,V,X)c A(S, U, X).

Ist y < 6, so gilt A(y, U, X) < A(5, U, X).

In der gleichen Weise wie G. Lorentz beweist man den

Sarz 4. Ist A = A(S, U, X) die volle Approximationsmenge beziiglich
8, U und X, so gilt

(i) 0,(d, U) = by,

(ii) B, ist extremaler Teilraum beziiglich A und U.

Ist E ein normierter Raum und ¢ eine Nullfolge, so ist }i(é, U, X)
prikompakt. Dafl dies in Schwartz-Réumen nicht allgemein gilt, zeigh
der folgende

Sa1z 5. Es sei B ein Schwartz-Raum mit g-absoluter reguldrer Basis
X :={e;, 5, ...} und UeWUy. Dann ist die volle Approwimationsmenge

A =A4(6,U,X)
genaw dann prikompalkt, wenn es keine Nullumgebung V < U gibt, so dap
fiir eine unendliche Teilmenge I von N gilt

8V, U)< 6, fiir nel.
Beweis. Sei A prikompakt. Dann gilt fitr alle V = U, ¥ e,
limé,(4, V) =0.

N->+00

Also ist wegen
Su(A, V) = 0,(V, U)7"8,(4, U) = 6,(V, U) s,
lim$é,(V, U)™*4, =0,

N—+00
daher kann die Relation 8,(V, U) < 8, nicht bestehen. Ist aber A nicht
prikompakt, so gibt es ein ¥ « U mit
‘9¢ = limsup 4, (4, V) > 0.
Algo ist 8,(A4, V) = 8,(V, U)78,> ¢, d.h. 8,(cV, U) < 4, tir unendlich
viele neN.

Approximation von Holder-stetigen Funktionen. Als Beispiel soll
nun die Approximation von Holder-stetigen Funktionen untersucht

werden.
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Fine stetige Funktion f: [0, 1] — R heiBt a-Holder-stetig (0 < a < 1),
wenn gilb

[fs)—f0)
W«,s,te[o, 1]}< .

Il = sup
Der lineare Raum C,[0,1] aller a-Holder-stetigen Funktionen f mit
f(0) = 0 ist, versehen mit der Norm | [|,, ein Banachraum. Wie in [13]
gezeigt wurde, ist der Raum '

H,_[0,1]:=projCs[0,1] = () G4[0, 1],
f<a B

versehen mit der Topologie des projektiven Limes, ein nicht nuklearer
Schwartz-Raum.
H,_[0,1] ist topologisch isomorph dem. Folgenraum

(82) = {n, g5(m) = sup|7,|n’ < o0, B < a}.

Der Beweis macht Gebrauch von der Tatsache, daBl das Sehaudersche
Funktionensystem {g,} mit - :
13

eull) = [ 2a(x) 7,

0
{4n} das Haarsche Orthonormalsystem.
X1 = 17

2k—2 2k-—1
211.’ te (W’ W),

— 2k—1 2k
-—1/2n, te (—E;H—l, ST

() = ) ke{l,2,...,2"),ne{0,1,2, ..},
?

0 sonst in [0,1],

eine regulire Basis in H,_ [0,1] bildet. (Die Partialsummen der Ent-
wicklung nach dieser Basis bilden gerade den Polygonzug, der f an den
Stellen (2%—1)-2~"+Y interpoliert (vgl. Z. Ciesielski [27).

Der Isomorphismus ist gegeben durch

Poi Hy [0,1] = (s,),

1
{0 [ i}
0
und. es gilt mit positiven Konstanten Mg

05(Puf) < 2|Iflls < 2my05(P.f).

©
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Ferner sei L die Projektion auf den #-ten Abschnitt der Bagisentwicklung:

n 1
Lf = D [ 1df-o..
=1 0
Bezeichnet man mit Uy = {feH,_[0,1], ||f], <1}, so erhilt man
BaTz 6. Sei 0 < <y <a<l. Dann gilt
L1 -
(i) B, (n+1)7" < 6,(T,, Up) < 2my(n+1)P-7.
(i) Die von den ersten n Schawder-Funkiionen aufgespannten Teil-
rdume B, sind quasiextremal beziiglich U, und U,. )
(i) Far jede beschrinkie Teilmenge A wom H, [0,1] gilt

Lim (n+1)"*o(4, U,, B,) = 0.
N—rc0

(iv) Fiir alle f<H, [0,1] gilt
N~ Laflls < 2m (-1 |71,
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