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Beweis. DaY mit einem linearen Teile von (C) isomorph —
sogar #quivalent — ist, so ist wegen d) der Raum Y ein lineares
Bild von (C); nach dem Satze 3 ist mithin Y ein lineares Bild von
(V). Beriicksichtigt man noch ), so ist nun mehr zu zeigen:
({) ist ein lineares Bild von (/). Zum Beweise ordnen wir jedem

x € (V) das durch die Formeln n, =x (-}l—) —x (-}z— — 0) (n==1,2,..)
definierte y={7,}€ (/) zu; dadurch ist eine lineare Abbildung
von (V) auf (I) gegeben.

(Regu par la Rédaction le 1. 9 1933).

Sur les groupes linéaires bornés (1)
par

H. AUERBACH (Lwéw).

Introduction.

La matrice d’une substitution linéaire

n
’ .
xl_:::.:z ai,,xm (t—%——l,...,n)
=1

peut &tre considérée comme un point d’un espace réel a 2n° di-
mensions. Un groupe G de substitutions linéaires (ou matrices)
est ainsi représenté par un ensemble de points E. Le groupe est
dit borné, lorsque cet ensemble 'est. Nous dirons de mé&me qu’une
matrice 4 non singuliére est bornée, si le groupe cyclique {A™}
est borné. Les matrices d'un groupe borné sont évidemment
bornées.

Tout groupe linéaire borné laisse invariante une forme d’Her-
mite définie positive. Si ses coefficients sont réels, le groupe
admet une forme quadratique positive invariante?). Un groupe
borné est par conséquent semblable a4 un groupe de matrices
unitaires ou orthogonales réelles et complétement réductible.
Lorsqu'il est commutatif, on peut le transformer en un groupe
de matrices diagonales. Il en résulte que, pour qu'une matrice
soit bornée, il faut et il suffit que ses racines caractéristiques
aient le module un et que ses diviseurs élémentaires soient sim-
ples. Une matrice bornée est toujours semblable a une matrice
diagonale. Son déterminant a le module un.

Le groupe G est clos, si I'ensemble E est borné et fermé.

) H. Auerbach, Sur les groupes bornés de substitutions linéaires,

Comptes Rendus 195 (1932) p. 1367.
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114 H. Auerbach,

Un groupe clos est connexe, lorsque l'ensemble £ posséde cette
propriété; dans le cas contraire on a un groupe clos mixfe?),

Etant donné une matrice bornée 4, nous désignerons par
groupe élémentaire [A] le plus petit groupe clos contenant A4,
Clest un groupe abélien formé par les puissances de A4 et leurs
points d’accumulation. Un element B du groupe [A] engendre un
groupe élémentaire [B] contenu dans [A): Si [B]-[A], nous di-
rons que B est un élément primitif du groupe [A]. Un groupe
élémentaire connexe sera appelé un groupe normal, nous dirons
aussi dans ce cas que la matrice A est normale. Tout groupe
linéaire clos contient évidemment les groupes élémentaires en-
gendrés par ses éléments. Les groupes élémentaires fournissent
le plus simple exemple des groupes linéaires clos. Il est aisé de
voir que, dans toute représentation continue et isomorphe d’un
groupe linéaire clos G sur un groupe lindaire H (nécessairement
clos), & tout sous-groupe élémentaire (ou normal) de G cor-
respond un sous-groupe élémentaire (ou normal) de /.

D’aprés les résultats importants de M.v. Nrumann®) tout
groupe clos (infini) posséde un sous-groupe invariant clos et
connexe et se décompose suivant lui en un nombre  fini de
complexes. Ceux-ci sont les composantes du groupe au sens de
M. Hausporrr. Le sous-groupe invariant est la composante qui
contient I’élément unité. Deux éléments d’une méme composante
peuvent &tre joints par une courbe analytique appartenant entié-
rement & cette composante. Si l'on désigne par Uj,..., U une
base infinitésimale du groupe G*), par #,... £, r paramélres réels
et par ¢ un nombre positif suffisamment petit, 1’équation®)

%) Pour la théorie des groupes clos voir E. Cartan, La Théorie des
Groupes Finis et Continus et I'Analysis Situs (Mémorial des Sciences mathé-
matiques 42, 1930) Chap. IIL

% J. v. Neumann, Uber die analytischen Eigenschaften von Gruppen
linearer Transformationen und ihrer Darstellungen, Mathem. Zeitschr, 30 (1929)
p.3—42; p. 26—~ 27. Un théoréme plus général a été démontré par M, Cartan
(L c. ) p. 22-24),

) Clest-a-dire un systéme de matrices infinitésimales du groupe G tel
que toute matrice infinitésimale U de ce groupe peut &tre représentée, et cela
d'une seule maniére, sous la forme U=c¢, U +.., ¢, U,, les c; étant des
nombres réels.

o0 1
%) La fonction exponentielle est définie par 'équation ¢Ve= E+ 3 5; U,
L |
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A= et U‘:‘"' He Uy établit une correspondance biunivoque entre la
sphére l{" +o+ trz < ¢’ et un certain voisinage de l'élément
unité. G est donc un groupe analytique réel de Lie 9). Le second
membre représente d’ailleurs toujours un élément du groupe G,
quels que soient les nombres réels ¢, ..., t.

La généralité de la notion du groupe linéaire clos est mise
en lumiére par un théoréme fondamental, démontré récemment
par M. v. Nrumann,?) que voici:

Tout groupe topologique clos & r paramétres peut &tre re-
présenté d’une fagon biunivoque, continue et isomorphe sur un
groupe de substitutions unitaires.

On doit & Kronecker?) une représentation du groupe ortho-

1 gonal réel connexe & n variables & l'aide de polynomes trigono-
1

(n—1

. n s . . .
métriques de -, paramétres réels, Cette représentation, dans
le cas n =3 donnée déjd par Euirr, s’étend aisément au groupe

t _
unitaire?). En posant tg 5’ ==§, on en obtient une représentation

paramétrique rationnelle). Les groupes linéaires algébriques ad-

_mettant une représentation paramétrique rationnelle ont été étu-

diées par Maurer dans deux mémoires importants?t). M. Carran

U désignant une matrice queleonque. Si les matrices U, V' sont échangeables,
on a e/ =Y " Clv. Neumann L ¢ %), p. 10. '

%) Il en résulte en particulier que, dans le cas d'un groupe clos,la défi-
nition d'une matrice infinitésimale employée par M. v. Neumann (L c. %),-p. 15.)
est équivalente & celle de Lie. Voir toutefois plus loin (§ 3). .

7 J.v. Neumann, Die Einfilhrung analytischer Parameter in topologischen
Gruppen, Annals of mathematics (2) 34 (1933) p. 170—190; p. 182.

# L. Kronecker, Uber orthogonale Systeme, Sitzungsber. d. Berl
Akad. 1890 (=Werke 3, p. 369—459); XIIL -

%) A, Hurwitz, Uber die Erzeugung der Invarianten durch Integration,
Gétt. Nachr. 1897, p. 71—90; p. 82,

19) D’autres représentations paramétriques rationnelles du groupe ortho-
gonal ou unitaire ont été données par Cayley, Hermite et M. A. Loewy.
Voir E. Pascal, Repert. d. hoh. Math,, 2-me éd. I; p. 132—136. )

1) L, Maurer, a) Uber allgemeinere Invariantensysteme, Munc}-l. Ber.
1888, p. 103--150; b) Zur Theorie der continuirlichen, homogenen und linearen
Gruppen, Miinch, Ber. 1894, p. 297—341. _ )

L; premier mémoire est résumé dans Lie-Engel, Theorie der Trans-
formationsgruppen LI, p. 801—803.

8*
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a établi dans sa Thése 'existence d'une représentation rationnelle
pour tout groupe linéaire semi-simple *%).

Dans le mémoire présent nous déterminons d’abord les grou-
pes élémentaires, en nous servant d’un théoréme de Kroneckrr
sur approximation simultanée des nombres réels. Nous étudions
ensuite la représentation analytique des groupes normaux et nous
démontrons que le plus petit groupe linéaire clos contenant un
groupe linéaire borné ¢V est un groupe normal dont l'ordre dé-
_ pend des propriétés arithmétiques de la matrice infinitésimale U.
L’application de ce théoréme aux matrices infinitésimales d’un
groupe linéaire clos permet d’étendre la représentation de Kro.

NECKER aux groupes linéaires clos quelconques, notamment de dé-
montrer que l'on peut représenter le groupe aux environs d’un

élément quelconque i laide de polynomes trigonométriques ou
fonctions rationnelles de r paramétres réels essentiels et qu'une
représentation semblable du groupe entier (supposé connexe) est
possible, le nombre des paramétres étant dans ce dernier cas
peut-8tre plus grand que r. L'idée de la démonstration est due
a Maurer qui, cependant, n’avait considéré que des groupes al-

gébriques aux paramétres complexes. De la représentation obtenue

il résulte aisément que tout groupe abélien clos et connexe est
un groupe normal. Une facile application de la théorie de la me-
sure permet d’établir que ’ensemble des éléments anormaux est
de mesure nulle dans un certain voisinage de I’élément unité.
Nous démontrons enfin que tout voisinage de I’élément unité
d’un groupe linéaire clos et connexe d’ordre r>1 contient r—1
ou un moindre nombre d’éléments constituant un sous-groupe dé-
nombrable partout dense.

Les théorémes IV, V et VIII ont été pubhes antérieurement
sans démonstration %),

§ 1.

- Soit ‘A une matrice bornée et € ..., " ses racines ca-
ractéristiques. Comme les angles @y,..., @ ne sont déterminés
qua des multiples entiers de 27 prés, la matrice A admet une
infinité de systémes d’angles équivalents.

%) E. Cartan, Sur la structure des groupes de transformations finis et
continus, Nony, Paris 1894 (Réimpression 1933 chez Vuibert) p. 133,
1) Comptes Rendus 196 (1933) p. 1862.
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Un systéme d’angles «,,..., e sera dit normal, lorsque, dans
toute relation lméalre b.2m+b, @, + .+b,e =0 & coefficients

Supposons que 1’on a exactement n—r relations linéaires
indépendantes

(1) ) b, 27T+26 =0 (k=1,...,n—7)
=1
a coefficients entiers b,, b,,. D’aprés un théoréme bien connu les
matrices (b,,) et (b,,5,) ont le méme rang n—r. Il en résulte
aisément que, pour deux systémes équivalents d'angles, le nombre
r est le mémL Nous Pappellerons ordre de la matrice A. On
a 0 r«<n dans le cas général et 0 r< n/2 dans celui d'une
matrice réelle, les racines caractéristiques étant alors conjuguées
deux & deux. Deux matrices semblables sont évidemment du méme
ordre.
Nous allons maintenant déterminer le groupe élémentaire [A].
Sans restreindre la généralite, on peut supposer que A est une
matrice diagonale aux éléments diagonaux ¢'“,...,¢'“". Elle sera
désignée dans la suite simplement par (;,...,a,). Les éléments
du groupe [4] sont aussi des matrices diagonales. En particulier,
A== (pa,...,pe,). La condition nécessaire et suffisante pour
qu'une matrice (¢,...,1) appartienne au groupe [A] peut évi-
demment s'exprimer de la maniére suivante:
Quel que soit le nombre ¢>0, les inégalités
(2) |ty —pu,—2L | <t,...,|t,—pe,—2] m|<e
admettent toujours une solution en nombres entiers p, [, ..., /.
Or, en vertu d'un théoréme de Kronecker 1), on peut affirmer:
Lorsque les nombres 27, @,,..., @, sont linéairement indé-
pendants, les inégalités (2) sont toulours solubles. Dans le cas
ol il y a exactement n—r relations linéaires indépendantes )
3 coefficients entiers, la condition nécessaire et suffisante pour
la possibilité des inégalités (2) est que l'on ait
3) 2 bkgrr—l~2 b, (t,—2g,m=0 (k=1,..., n—r),
V=]

g £1r++» g, désignant des entiers, d'ailleurs quelconques.

"“) (5."Perron, Irrationalzablen, Berlin, W. de Gruyter 1921, p. 157.
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Pour r=n on a donc
[A] == (t1 IXRRN] tn)'

C’est un groupe normal d’ordre n.

Dans le cas r=0 les angles ¢, ..., @, sont, d’aprés les équa-
tions (1), des multiples rationnels de 24, par conséquent [A4]
= {A"}. '

Nous supposons maintenant 0 < r < n. Comme deux systé-
mes équivalents d’angles donnent la méme matrice, on peut rem-
placer le systéme linéaire (3) par le systéme plus simple

n

4) 26,gm+2 bt -0 (k=1 ..., n—r)

=

contenant encore |'entier arbitraire g.

Si, par exemple, le déterminant formé par les n— r derniéres

colonnes de la matrice (5,,) est différent de zéro, la résolution
des équations (4) donne

(5) t=2'c, t,+2cgmn @==r+1,...,n),
=]
¢,,, ¢, désignant des nombres rationnels.
Lorsque le systéme e,,...,, est normal, on a b =...
=b =0, donc aussi €= ...7=¢,==0. Par conséquent, le
groupe [A] est représenté par I'expression

(6) (t], st 21'6""”’ tyyornn e, 1)
LIE==1 LY

C’est un groupe normal d’ordre r.

Unv élément (¢7,...,1% du groupe [A] est d'ordre r alors et
alors seulement, si les nombres 27, 13,...,1° sont linéairement

indépendants. Dans ce cas il est évidemment normal et, comme
il satisfait aux mémes équations

(7) b, t=0 k=1,...,n—r)
LN :

que I'élément (x, ..., @), son groupe élémentaire se confond avec

[A]..En particulier, tout élément du groupe cyclique {4"), a l'ex-

ception de I'élément unité, est un élément primitif et normal du

groupe [Al.
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Réciproquement, en veriu des remarques précédentes, le
groupe (6) est un groupe normal d'ordre 7, quels que soient les
nombres rationnels c¢,,.

Si la matrice A n'admet pas de systéme normal d’angles,
le groupe (6) est contenu dans [4] (g=0), mais il ne contient
plus la matrice 4. En effet, tout élément du groupe (6) satisfait
d’aprés (4) aux équations (7) et, par conséquent, ou bien est d’ordre
r et admet un systéme normal d’angles, ou bien est d’ordre <r,
donc aussi differe de A.

D’aprés (5), tout élément du groupe [A] peut &tre écrit sous
la forme

’

(8) (z‘l , t,},‘cn fyriees 20 Cpy t1,) 0,2,0,2¢, 7,y 2¢, ).

LR §
Le groupe [A| consiste donc du groupe (6) et de ses complexes,
le groupe facteur correspondant étant fini et cyclique.
Les angles «,,...,, remplissant les équations (4) pour g=1,
on a d'aprés (5)

r
1

AW ((Xl,. ..,ar,z cr-|~1”'a’l”' ey
Pe=]

r

)Jcm,av) ©0...,0,2¢,,7,...,2¢,7) ..

pe=]

Les nombres 27, @,,..., @, sont linéairement indépendants, car
autrement l'ordre de A serait moindre que r. Le premier facteur
est donc un élément primitif (et normal) du groupe (6).

Théoréme 1. Pour qu'une matrice bornée A d’ordre r soit
normale, il faut et il suffit qu’elle admette un systéme normal d’angles.
Dans ce cas on peut transformer le groupe [A] dans la forme

(6) f“..-,lr,20r+14.t.,yv"yzcnvtw)

LEC) ] v=1
a coefficients rationnels c,,. Réciproquement, (6) est un groupe
normal d’ordre r, quels que soient les nombres rationnels c,,.

Si la malrice A est anormale, le groupe [A] contient le groupe
(6) et se décompose suivant lui en un nombre fini de complexes,
le groupe facteur correspondant étant cyclique.

Toute puissance A" (m = 0) d’une matrice normale A est une
matrice normale du méme ordre et un élément primitif du groupe
[A}. Une matrice bornée anormale est ou bien cyclique, ou bien
le produit d'une matrice normale du méme ordre et d’une malrice
cyclique échangeable avec celle-ci.
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§ 2.
Un groupe normal (6) d’'ordre r peut étre mis sous la forme
plus symétrique

r

,
) 2agt, .., Da, ta,),

v==1 pe=z]
a,, désignant des nombres rationnels tels que la matrice

Ay vee Qg

(10)

a, -..a

r

a le rang . Un groupe normal i un paramétre
(11) (ayt,...,a,t)

peut &tre représenté par e'”, U étant la matrice diagonale aux
éléments 7ay, ...,/ a . C’est la matrice infinitésimale du groupe (11).
Ses racines caractéristiques sont de la forme ai (« réel) et ses
diviseurs élémentaires sont simples.

Nous appellerons toute matrice remplissante ces deux condi-
tions une matrice elliptique. Une matrice elliptique dont les racines
caractéristiques sont de la forme @i (« entier) sera dite réguliére %),
Un groupe normal & un paramétre (11) est donc engendré par
une matrice infinitésimale elliptique A racines commensurables.
On peut toujours supposer qu'elle est réguliére, puisqu’on peut
multiplier les nombres a, par leur plus petit dénominateur commun,
Dans ce cas, on obtient tous &léments du groupe en faisant varier
tde 04 2m Les éléments de la matrice (11) sont évidemment
des polynomes trigonométriques du paramétre f ou des fonctions
rationnelles du paramétre s—tg #2.

En attribuant dans (9) & tous paramétres sauf un seul la
valeur zéro, on obtient r Sous-groupes normaux i un paramétre:
Y. ,e™". Les &léments diagonaux de la matrice infinitésimale
U, sont respectivement égaux aux éléments de la »-iéme colonne
de la matrice (10), multipliés par i. On peut représenter le groupe
par
(12) e!| U1+"'+trUr=etl U, ___etrU

r .

%) Cf. L. Maurer, |, e 11b), p. 299,
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Les matrices U,,..., U, sont elliptiques, indépendantes et échange-
ables. On peut évidemment supposer, ce que nous ferons désor-
mais, qu’elles sont régulitres, c'est-a-dire que les éléments de
la matrice (10) sont des entiers. Réciproquement, étant donné r
matrices elliptiques réguliéres, indépendantes et échangeables
U,..., U,, on peut affirmer que (12) est un groupe normal d’ordre .
En effet, il est d’abord évident que cest un groupe clos et con-
nexe d’ordre r, car il suffit de faire varier les paramétres ¢ de 0
a 27 pour obtenir tous ses éléments. Si les nombres 2, A
sont linéairement indépendants, on pourra, d’aprés le théoréme de
Kronecker employé dans le § 1, approcher indéfiniment tout élément
Bu +..0

". Le

du groupe par des puissances de I'élément A, =e

groupe se confond donc avec le groupe élémentaire [A4].

En formant r combinaisons linéaires indépendantes a coeffi-
cients réels des matrices U,,...,U , on obtient une autre base
infinitésimale du groupe normal (12). Si le groupe est mis dans
la forme diagonale, cela revient & remplacer chaque colonne de
la matrice (10) par la combinaison linéaire correspondante des
colonnes. On peut le faire toujours de maniére & obtenir une
nouvelle matrice aux éléments entiers, dont les déterminants d’ordre
r n’ont pas de diviseur commun. Aux deux systémes des para-
métres: #,...,L et 7,,...,7, correspondent alors deux éléments
différents du groupe, a moins que les différences ¢, —7,,...,£ -7,
soient des multiples entiers de 2m1%). Le groupe est donc le pro-
duit direct des groupes ¢4 %, ..., &7

Théoréme II. Le groupe normal d’ordre r le plus général
est représenté par ['expression

Ur
b

(12) GOkt U U g

U,,...; U, désignant des matrices elliptiques réguliéres, indepen-
dantes et échangeables, d’ailleurs quelconques. On peut choisir
ces matrices de maniére que le groupe soit le produit direct des
groupes €4 Y, ...,e"%. Par conséguent, tous groupes normaux du
méme ordre r sont isomorphes, leurs variélés étant homéomorphes
au produit de r circonférences.

16) L, Maurer, L. c. 11b), p, 314—19.
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§ 3.

Soit €'Y un groupe borné & un paramétre. Comme c'est un
groupe abélien, on peut le transformer dans la forme diagonale,

7

[74]

. ' . “y 1 )

En faisant cette transformation sur 'équation Ve E+ 2 o U,
]

on voit que U devient une matrice diagonale et que ses racines
caractéristiques sont de la forme ie (« réel). Inversement, si la

matrice U est elliptique, le groupe ¢’V est borné.

Le groupe ¢'” est déja borné, lorsqu’a une valeur particuliére
%+ 0 il corresponde une matrice bornée. En effet, si ¢ est une
valeur quelconque du paramétre, on peut écrire eV (0Yyne'Y
m étant un entier et 0 <7 <|4|. Par conséquent, si la matrice

e’ est bornée, U est une matrice elliptique et réciproquement.

Pour que e"—=E, il faut et il suffit que ~2~1§ U soit une matrice

elliptique réguliére.
Nous supposons maintenant que U est une matrice diago-
nale et nous désignon« par iay,...,ia, ses racines caractéristiques.

On a alors etU:(tal,...,trzn). Les valeurs de # admettant une

relation de la forme b.2m+ b, ta, =0 a coefficients entiers,

=]

b0, b,...,b forment évidemment un ensemble dénombrable D.
Soit 4, une valeur n’appartenant pas a cet ensemble. Les
angles # a,,...,4 @ sont alors ou bien linéairement indépendants,
ou bien ils remplissent un systéme de n—r €quations linéaires
homogénes indépendantes a coefficients entiers, r désignant 1'ordre
de la matrice normale €Y. Cela a lieu aussi pour toute autre valeur
de ¢ n'appartenant pas au ensemble D, le systéme d’équations
étant manifestement le méme. Par conséquent (voir p. 118), le
U WU .
groupe e . est contenu dans le groupe normal [€°7). Clest évi-

demment le plus petit groupe clos contenant ',
Théoréme II. Pour que le groupe e'¥ soit borné, il faut
et il suffit que la matrice U soit elliptique'”). Dans ce cas, les

éléments du groupe, ¢ l'exception d'un certain ensemble dénombrable,
sont fous normaux et du méme ordre r. Le plus petit groupe clos

1) Cela était connu. Cf, E. Cartan, Journ. de math, (9) 8 (1929) p. 5.
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(v T
renfermant le groupe ¢~ est un groupe normal d’ordre r. On a par
conséquent

(13) U'rfclUl—F...—l-crUr,

Uy, ..U, désignant une base infinitésimale régulicre du groupe
normal et ¢,,...,c, des constantes réelles.

Nous appellerons r ordre de la matrice infinitésimale U. Il est
aisé de voir que r est le plus petit nombre de matrices réguliéres et
échangeables pour lequel I’équation (13) est possible et que ces r
matrices sont nécessairement des matrices infinitésimales du groupe
normal en question '¥). Sir=1, le groupe e'’ est un groupe normal
et réciproquement. Lorsque r>1, la matrice ¢'V==e'". . ¢Yr
est presque périodique. La courbe représentant le groupe.dans
I'espace & 2n? dimensions revient une infinité de fois au voisinage
de I'élément unité, ce qui donne lieu a des matrices infinitésimales
au sens de M. v. Nrumany, autres que U. Cependant, U est la
seule matrice infinitésimale au sens de Lit, parce que la courbe
n'admet qu'une seule tangente au point représentant 1'élément
unité.

Dans son mémoire?”) M. v. Neumann donne un exemple d’un
groupe borné ¢'Y avec r—2 et remarque que .Ie groupe infinité-
simal {@ U}, quoique remplissant les conditions b‘len connues d.e L,
n’est pas le groupe infinitésimal d’aucun groupe linéaire. Qn voit que
cela est vrai seulement si I'on définit les matrices infinités:malc?s com-
me le fait M., v. Neumann, Or, la définition de M. v. NEumann, b.nen que
trés utile dans 'étude des groupes fermés, n'est, pour ainsi dire, que
provisoire. Sil'on sait déja que le groupe considéré ,est un groupe
de Lie, c'est celle de Lig qu'il faut adopter, puisqu 'ellfs ne dépend
que du voisinage de 'élément unité d’ans‘ lc'z ‘mfrféte du groupe.
On peut alors affirmer que tout groupe infinitésimal formel ,de
matrices engendre un groupe linéaire du méme o'rdre. Pour’ s’en
convaincre, on n'a qu'a répéter la premiére partie de la dem(:(r’l-
stration .du troisiéme théoréme de Lz donnée par M. Cartan?),

. ‘.‘.f“:r;)”[:’vzvquation (13) est un cas particulier de la décompisl;ition ;i;\;ne lrQnSa)-
trice quelconque en matrices réguliéres, étal?lie par Maurer(l c;l Bl), pf.orme—-cano:
Cette décomposition s'obtient d'ailleurs aisément en partant de la
nique de Jordan,

) L. o), p. 41

M Lo, po 18
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en y remplagant les matrices iofinitésimales du groupe adjoint
par celles du groupe infinitésimal donné.

§ 4.

Soit G un groupe linéaire clos d’ordre r et Ul""’(jr une
base infinitésimale de G. En vertu du théoréme IlI, toute matrice
infinitésimale du groupe G s'exprime linéairement par des matrices
infinitésimales régulires de ce groupe. On en conclut que le
groupe G admet une base infinitésimale réguliére. Nous suppo-
serons dorénavant que les matrices U,,..., U, sont régulidres. Les
groupes i un paramétre ei‘U‘,...,et"U" sont alors normaux et ad-
mettent une représentation paramétrique a l'aide de polynomes
trigonométriques ou fonctions rationnelles.

D’aprés un théoréme connu, le groupe G est le produit direct
de groupes du premier ordre aux environs de I'élément unité,
c’est-a-dire, 1'équation
(14) A=Yt g

établit une correspondance biunivoque entre la sphére #3-+... 2 <g?
et un certain voisinage VQ de I'élément unité, pourvu que ¢ soit assez
petit. Le groupe G est ainsi représenté dans V, & l'aide de poly-
nomes trigonométriques ou fonctions rationnelles. Si B est un
élément quelconque du groupe, 'équation

A=Be'Y% AU U

s

représente le groupe de la méme maniére dans un voisinage de B,

Supposons maintenant que le groupe G soit connexe. Il
existe alors un nombre m tel que tout &lément du groupe est un
produit de m ou d’un moindre nombre d'éléments du voisinage
V921). Si l'on désigne par tyeey il t...,t™ m systémes A r
paramétres réels, 1’équation

1

’ it ' m
(15) A=[hvn Y] (S

*) En effet, d'aprés un théoréme de O. Sch reier (Abh. math, Seminar
Hamburg 4 (1926) p. 19), tout &lément du groupe G est le produit d'un nombre
fini d’éléments appartenant au voisinage V(,. Soit m (4) le plus petit nombre
d’élements nécessaires pour représenter ajnsi lélément 4. La fonetion m (4)
est évidemment semi-continue supérieurement et par conséquent borpée.
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donne une représentation trigonométrique ou rationnelle du groupe
entier.

Théoréme IV. Un groupe linéaire clos d'ordre r peut
élre représenté au woisinage d'un élément quelconque a 'aide de
polynomes irigonométriques ou fonctions rationnelles de r para-
mélres réels essentiels. Jl existe aussi une représentation semblable
du groupe entier (supposé connexe), le nombre des paraméires
nécessaires élant peut-8ire plus grand que r.

Si le groupe G est commutatif, on peut effectuer la multi-
plication dans (15) en ajoutant les exposants. Il en résulte que
le groupe entier est représenté déja par I'équation (14). On a donc,
en vertu du théoréme I, le

Théoréme V. Tout groupe linéaire abélien clos et connexe
est un groupe normal.

D’aprés le théoréme IV, 'ensemble représentatif £ (cf. p. 113)
d’un groupe linéaire clos et connexe est une variété algébrique
et méme rationnelle. En éliminant les paramétres on obtiendra
un systéme d'équations algébriques & coefficients réels, auxquelles
doivent satisfaire les coordonnées des points de la variété E,
c’est & dire les parties réelles et imaginaires des coefficients du
groupe G. Ce systéme d’équations définit un certain nombre de
variétés algébriques réelles bornées et connexes dont les dimen-
sions sont au plus égales & r. L’ensemble E est nécessairement
contenu dans une de ces variétés. Etant a la fois ouvert et fermé
relativement & cette variété, il se confond avec elle.

Théoréme VI Tout groupe linéaire clos et connexe est
un groupe algébrique.

§ 5.

La variété E peut &tre considérée comme un espace homno-
géne, transformé transitivement par le premier ou le second groupe
des paramétres®¥). On y peut définir d'une fagon élémentaire une
mesure invariante par ces deux groupes. En effet, dans l'e cas
d’un groupe de matrices orthogonales réelles, la mesure r-dimen-
sionnelle au sens ordinaire est.invariante 28). Or, nous savons que

'“) Voir‘ R, Cartan, L ), p. 13—14.
#) A, Horwitz, L c?), p. 7273,
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le groupe G est semblable ou bien a un groupe de cette éspéce,
ou bien a un groupe de matrices unitaires. Dans le dernier cas
on peut le ramener & un groupe de matrices orthogonales réelles
3 2n variables, ‘

La mesure &tant ainsi définie, considérons 1'équation
A=l FUh  Cette équation établit une correspondance biu-
nivoque entre la sphére 24 ...+ 12<¢* et un certain voisinage
de I'élément unité, pourvu que ¢ soit assez petit (Voir p. 114—15).
D’aprés le .théoréme III, les points de la sphére correspondant
aux éléments anormaux forment sur tout rayon un ensemble dé-
nombrable. Par conséquent, presque tout point de la sphére repré-
sente un élément normal. La correspondance en question étant
régulitre au sens de la théorie de la mesure, il s’ensuit que
Iensemble des éléments anormaux du voisinage considéré est de
mesure nulle. Si tout élément du groupe G est engendré par une
matrice infinitésimale, la conclusion s’'applique au groupe entier.

Théoréme VIL Soit G un groupe linéaire clos. L’en-
semble des éléments anormaux contenus dans un suffisamment
petit wvoisinage de ['élément unilé est de mesure nulle. Il en est
de méme de l'ensemble de tous éléments anormaux du groupe G,
lorsque ce groupe est tout entier engendré par ses malrices infini-
iésimales.

L’expression ,élément normal® se trouve ainsi justifide.

§ 6.

Nous conservons les notations du paragraphe 4. Prenons

dans chaque groupe "% un élément primitif A,. Les éléments
A, A,,..., A, engendrent un groupe dénombrable qui, en vertu
de la représentation (15), est un sous-groupe partout dense de G.
On peut choisir les éléments A, aussi voisins de I'élément unité
qu’on le veut.

Nous désignerons par s le plus petit nombre tel que tout
voisinage de I'élément unité contient s éléments constituant un
sous-groupe dénombrable partout dense de G et nous dirons alors
que G est un groupe d s générateurs. Nous venons de voir que

s<{r. Sir>1, on a méme s<r. Cela résulte de la remarque
suivante :
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Un groupe de Lie a deux paramétres réels, clos et connexe,
est nécessairement commutatif. ' ,

En effet, la variété d'un groupe non commutatif i deux
paramétres étant homéomorphe au plan euclidien, un tel groupe
est toujours ouvert.

Supposons donc que G soit un groupe non commutatif
d'ordre r>2. Il admet alors deux matrices infinitésimales régu-
litres non échangeables, soit U, et U,. Le plus petit groupe clos

4 U B U
19 ap gRUr

contenant les groupes e est d'ordre plus grand que
deux, d’aprés la remarque que nous venons de faire 24). Il admet
par suite, en dehors de U, et U,, au moins une troisiéme matrice
infinitésimale réguliére du groupe G, soit Uj. Il est donc possible
d’approcher indéfiniment tout élément du groupe ehYs, et en
particulier 4,, par des produits de puissances de A, et 4,. Par
conséquent, les r—1 éléments A4, A4,, 4,,..., A, engendrent
déja un sous-groupe dénombrable partout dense.

Théoréme VI Tout groupe linéaire clos et connexe
d'ordre r esl un groupe d s générateurs, le nombre s élant moindre
que 7, dés que r>1.

(Regu par la Rédaction le 25, 9. 1933).

) Lidée de considérer ce groupe nous a été suggérée par une remarque

de M. S. Ulam.





