Uber konvexe Mengen in linearen normierten Riumen

von

S. MAZUR (Lwéw).

Im folgenden teile ich einige Resultate iiber konvexe Mengen
in linearen, normierten Riumen mit. Zuerst zeige ich, daf wenn
eine lineare Mannigfaltigkeit R keinen inneren Punkt eines kon-
vexen Korpers K enthilt, es eine Hyperebene H gibt, so daf}
RCH und K auf einer Seite von H liegt. Daraus folgt, daff
durch jeden Punkt einer konvexen Hyperfliche /" wenigstens eine
Stiitzhyperebene von F' geht. Dieser Satz wurde schon von H.
Mmwkowski im Falle eines euklidischen Raumes bewiesen und in
letzter Zeit von Herrn G. Ascou auf lineare, normierte und sepa-
rable Ridume verallgemeinert?). Ich gebe dann notwendige und
hinreichende Bedingungen dafiir, daf} in einem Punkte einer kon-
vexen Hyperfliche F' eine Tangentialhyperebene von F existiert
und zeige weiter, dafl im Falle eines separablen Raumes vom
Typus (8) die Menge Z der Punkte einer konvexen Hyperfliche
Fin denen die Tangentialhyperebene von F' existiert, eine in F
dichte G;-Menge bildet; F'—Z ist also in F von erster Kategorie.
Die oben formulierten Sitze bilden den Inhalt von § 1. Im § 2
beweise ich vor allem, dafl jede konvexe abgeschlossene Menge
schon schwachabgeschlossen ist; anders gefaBt lautet dieser Satz:
wenn die Punktfolge {x,} gegen den Punkt x, schwach konver-
giert, so gibt es zu jeder Zahl ¢ >0, Zahlen ¢, >0 (n==1,2, ...
m) mit der Summe 1, so dafl | X'¢ x, — x| <& Dieser Satz

n=1

‘) H. Minkowski, Theorie der konvexen Kérper, insbesondere Begriin-
dung ihres Oberflichenbegriffs, Ges. Abh. 2 (1911) p. 131229, insh. p. 139;
G. Ascoli, Sugli spazi lineari metrici e le loro variety lineari, Ann. di Mat.
10 (1932) p. 33—81 und p. 203—232, insb. p. 205.
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wurde im Falle der Riume (L"), () (p > 1) von den Herren S.
Banacr und S. Saks, im Falle des Raumes (C) von den Herren
D. C. Guuespie und W. A, Hurwirz, sowie unabhingig von Herrn
Z. ZALcWASSER bewiesen?); aus dem letztgenanten Resultate kann
tibrigens — wie ich mit Herrn BanacH bemerkt habe — der
obige Satz in voller Allgemeinheit gefolgert werden, da jeder
lineare, normierte und separable Raum mit einer linearen Menge
des Raumes (C) isometrisch ist?). Ist die Punktfolge {x,} gegen
x, schwachkonvergent, so enthilt also insbesondere jeder konvexe
Kérper mit unendlich vielen Gliedern der Folge {x } auch x,;
es wird gezeigt, dafl die Umkehrung davon auch richtig ist. Setzt
man dabei voraus, dafl die Folge {x } beschrinkt ist, so geniigt
es nurs beschrinkte konvexe Kérper mit Mittelpunkt in Betracht zu
ziehen. Ich fiige endlich einige Bemerkungen an iiber die verallge-
meinertéen Minkowskischen Riume ¢).

§ 1.

Sei E ein linearer und normierter Raum. Ist x ¢ £, so erkli-
ren wir die Abbildung U(x)=ux+x, des Raumes E auf sich
selbst als Translation (um x,). Mengen, die man mittels Transla-
tion aus linearen Mengen erhilt, nennen wir lineare Mannigfaltig-
keiten. Eine lineare abgeschlossene Mannigfaltigkeit 2 = £ be-
zeichnen wir als eine Hyperebene, wenn es keine lineare (abge-
schlossene) Mannigfaltigkeit H* == £ gibt, die A als echte Teil-
menge enthdlt. Man kann leicht beweisen, dafl wenn F(x) ein
lineares Funktional #= 0 und c eine Zahl ist, so bildet die Menge
der Punkte x, fiir die F(x)—c==0 stattfindet, eine Hyperebene;
umgekehrt gibt es fiir jede gegebene Hyperebene / ein lineares
Funktional F'(x) sowie eine Zahl ¢ derart, dafl die Menge der
Punkte x, fiir die F(x) —c¢==0 gilf, mit / identisch ist. Diese
Sétze kann man mit der Bemerkung vervollstindigen: sind 7] (x),

?) S, Banach et S. Saks, Sur la convergence forte dans les champs
LP, Stud. Math. 2 (1930) p. 51—57; D. C. Gillespie and W. A. Hurwitz,
On sequences of continuous functions having continuous limits, Trans. Amer.
Math. Soc. 32 (1930) p.527—543; Z. Zalcwasser, Sur une propriété du champ
des fonctions continues, Stud. Math. 2 (1930) p. 63—67.

% S. Banach, Théorie des opérations linéaires, Warszawa, 1932, p. 185.

) Was die Bezeichnungen und Terminologie betrifft, s. das unter?) zitierte
Buch; vgl. insb. p. 246. Die Siitze 1, 3 und 4 wurden von mir der Polnischen Mathe-
matischen Gesellschaft (Abteilung Lw 6w) in der Sitzung vom 22, 5. 1932 mitgeteilt.
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F,(x) gegebene lineare Funktionale #0 und ¢, ¢, Zahlen, so
bestimmen die Gleichungen F, (x)— ¢, =0, F,(x)—c,=-0 die-
selbe Hyperebene dann und nur dann, wenn es eine Zahl a:: 0
gibt, so dafl identisch F), (x)==a F|(x) und ¢, == ac, ist. Wir sagen,
dafl die Menge A auf einer Seite der Hyperebene H liegt, wenn
fiir beliebige x, ye A — H, xFy, die Strecke xy keinen Punkt
der Menge H enthdlt. Es ist leicht einzusehen, daff damit die
Menge A auf einer Seite der durch die Gleichung #(x) — ¢+==0,
bestimmten Hyperebene liege, wo F'(x) ein lineares Funktional
z=0 und ¢ eine Zahl bedeutet, notwendig und hinreichend ist,
dafl das Funktional F(x) — ¢ in 4 keine Zeicheninderung erleide.

Eine Menge soll ein konvexer Kérper heiflen, wenn sie ab-
geschlossen und konvex ist, sowie innere Punkte besitzt; den Rand
eines konvexen Korpers bezeichnen wir als eine konvexe Hyper-
fldache. Der konvexe Korper K enthalte O als einen inneren Punkt;
wir bezeichnen dann fir jedes x mit K(x) die untere Grenze der

Menge der Zahlen 2> 0 von der Eigenschaft, daff %wxe K. Das

auf diese Weise im Raume E erklirte Funktional K (%) nennen
wir das Minkowskische Funktional von K%).

ein Rand —, K (x) > 1, wenn x ein duferer Punkt von K ist.
2. Sind x,y< E und t eine Zahl >0, so ist: 1° K(x)30;

2° Kxty) <K@0)+K(y); 3° K (tx)=1tK(x); 4° K(x)< M| x|
(M eine Konstante).

Aus diesen Bemerkungen folgt u. a., daB wenn x,y zwei
verschiedene Punkte eines konvexen Korpers K sind und dabei
mindestens einer von ihnen dem Inneren von K angehdrt, so ist
jeder von x und y verschiedene Punkt der Strecke xy ein innerer
Punkt von K. Daraus folgern wir, daB das Innere eines konvexen
Kérpers konvex ist und daB jeder konvexe Kérper die abge-
schlossene Hille seines Inneren bildet; offenbar ist die abgeschlos-
sene Hille einer offenen konvexen Menge ein konvexer Kérper.

3. Ist K(x) ein in E erkldrtes Funktional mit den in der

Bemerkung 2 angegebenen Eigenschofien 1° —4°, so stellt die

%) Die Bemerkungen 1, 2, 3 und 5 sind fiir den Fall eines euklidischen
Raumes in der unter ) zitierten Arbeit von Minkowski, p. 132—135, enthalten;
die Bemerkungen 1—4 im Falle der allgemeinen linearen normierten Riume
wurden von Herrn Ascoli in der unter!) zitierten Arbeit, p. 48—50, bewiesen.
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Menge der Punkte x, fiir die K(x) <1 ist, einen konvexen Kérper
K mit O als inneren Punkt wor; K(x) ist das Minkowskische
Funktional von K.

Setzt man wieder voraus, dal K ein konvexer, 0 im Inneren
enthaltender Koérper ist, so kann man folgendes leicht beweisen:

4. Damit K beschrinkt sei, ist notwendig und hinreichend,
daf K (x)>>m|x| (m eine positive Konstante) fiir xcE sei.

Ist H eine Hyperebene und K ein konvexer Kérper, so liegt
offenbar K dann und nur dann auf einer Seite von H, wenn H
keinen inneren Punkt von K enthilt. Wir sagen, dafl die Hyper-
ebene H eine Stitzhyperebene von K (wie auch von seinem
Rande F') ist, wenn K auf einer Seite von H liegt und dabei die
Entfernung der Mengen K, H gleich Null ist. Wenn O dem lnneren
von K angehért, so gilt nun die folgende Bemerkung:

5. Damit K auf einer Seite der durch die Gleichung F(x)
—1==0, wo F(x) ein lineares Funkiional =20 bezeichnet, bestimm-
len Hyperebene H liege, ist notwendig und hinreichend, dafi F(x)
< K(x) fiir xeE sei. — Liegt K auf einer Seite von H, so ist
wegen F(0)—1< 0 schon stets F'(x) —1<0 fir xe K. Ist K(x) 0,

so gilt, nach 2, K (7{%;5 x) =1, woraus, nach 1, 7(%_35 xe K folgt;
somit F( ------ LA) — 1«0 d. h, F(») < K(x). Dies gilt noch in
K(x)

dem Falle, wenn K(x)=0 ist; zufolge 2 ist dann nédmlich K(nx)=0
(n==1,2,...), also nach 1 stets nxe K und daher F'(nx) —1 <0,
was F(x) <0 impliziert. Umgekehrt: aus F'(x) <K (x) fir xe £
folgt F'(x) — 1< 0 fiir xe K, da auf Grund von 1 K(x) <1 fiir
xeK ist. '

Satz 1. Enthdlt die lineare Mannigfaliigkeit R keinen inne-
ren Punkt des konvexen Kérpers K, so gibt es eine Hyperebene
H derart, dap RCH und K auf einer Seite von H liegl.

Beweis. Man kann voraussetzen, das R abgeschlossen ist
und K den Punkt O im Inneren enthdlt. Sei 7,¢ R und .S die
Menge der Elemente der Form r+ try, wo reR, ¢ eine Zahl ist.
Ersichtlich ist .S eine lineare Menge; sie kann als linearer nor-
mierter Raum aufgefaBt werden. K'S ist in S ein konvexer Kor-
per; wir zeigen jetzt, daB R in diesem Raume eine Hyperebene
bildet. Die lineare Mannigfaltigkeit R ist offenbar in S abge-
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schlossen und = .S. Sei R* eine lineare Mannigfaltigkeit, so daf}
RcR*CS und r,+1 1€ R¥ wo r€ R, t eine Zahl =f=0 ist. Bei
. t(l—a
gegebenen re R sowie einer Zahl ¢, setzen wir r, "t(»- )r
at at
P
t—at;'! i af

n r, ry=(—a)r,+al +tr), wo a eine

: tdl—a at
Zahl £=0 und #% ist. Aus ry, 1, reR und l(—- atl) —I~~1{,_ﬁaf1

at,
t—al
7o» "1+ f] T'QER*y (1*“a)+a.—:::1, ist ":;ER*' Da l‘.‘,‘,l‘SER* und

. l
(1 — i«) + . 1, so ergibt die Gleichheit »-#7,+ (1“ c‘zi') r,
1

=1 folgt r,e R, mithin auch r,e K*; analog wegen

aty at

+a~l;— ry sofort r+tr,e R*. Auf diese Weise ist bewiesen, dafl

1

R*=S§; R bildet also tatsdchlich in S eine Hyperebene. Es gibt
daher in S ein lineares Funktional f(x) derart, daf} die Menge
der x¢ S, fiir die f(x) — 1==0 gilt, mit R tibereinstimmt. Da K.S
offenbar auf einer Seite von R liegt, ist nach 5 f(x) =l K (x) fir
xe.S. Wegen 2 ist K(x+y) < K(x)+K(y), K(tx)==tK(x) fir
x,y € E und Zahlen > 0; andererseits ist das in .S erklarte Funktio-
nal f(x) additiv, homogen und dabei f(x) < K(x) fiir xe K. Fol-
glich gibt es in E ein additives und homogenes Funktional F (x)
derart, daff stets F(x) <K (x) und F(x)==f(x) fir xeS%; da
auflerdem, zufolge 2, K (x) < M| x| (M eine Konstante) und somit
auch F(x) < M|x| fir xe Eist, so ist das Funktional F(x) stetig.
Die durch die Gleichung F(x)—1==0 bestimmte *Hyperebene
H besitzt die verlangten Eigenschaften; es ist R C 4 und nach 5
liegt K auf einer Seite von H.

Aus diesem Satze folgt insbesondere, dafl durch jeden Punkt
einer konvexen Hyperfliche F wenigstens eine Stiitzhyperebene von
F geht. Betrachten wir z. B. den konvexen Kérper K, welchen
die Kugel | x| <r (r eine Zahl > 0) bildet; das Minkowskische

Funktional von K ist %|x| Nach 5 stellt die Gleichung

F(x) —r==0, wo F(x) ein lineares Funktional ==0 bezeichnet,
dann und nur dann eine durch den Randpunkt x, von K, gehende
%) S. das unter ) zitierte Buch, p. 27.
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Stiitzhyperebene von K, dar, wenn |F|=1 und F(x)) =] x,| ist;
der Satz 1 impliziert also u. a. die Existenz von linearen Funktio-
nalen mit den obigen Eigenschaften.

6. Sei ¢ (x) ein im linearen Raume E erkldrtes Funktiona:
derart, daf§ fir x, yeE und Zahlen t>0: 1° @ (x+y) < ¢ (x)
+ 9 (y), 2° ¢ (tx)=tp(x) sei; sei ferner x,€ E. Dann existiert der
endliche lim }N 9 (xy+ hx) — @ (x)] fiir x¢ E, und @ (x) =lim 1

hes--0 11 rod0 A

[p (xy -+ hx) — ¢ (x,)] gesetzt, ist fiir x, ye E und Zahlen t>0:
T° 0(ct5) < D(x)+ O(9); 3° 0 () =10(x); 3° D)< p(x) ).
Setzen wir R(x, /1)=—t/1—{[(p (xp+ hx)—@(x)] fir x€£ und posi-
tive Zahlen A. Sind x¢ £ und Ay, A, Zahlen derart, daf} 0<h <h,,

- so st hyp (et by x) == (A (x5t hyx) + (hy=hy) x) < By @ (xp+ by x)

+(hy = hy) plx,) d b Ry [ (gthy ) = @ ()< Ay [0 (et By x) — 0 (x)],
also R(x, h)<{R(x, h,). Folglichist R(x, h) eine nichtabnehmende
Funktion von 4 und, da stets ¢ (xp) = ¢ (xy+ A~ x— hx) <@ (x,+ Ax)
+hp(=x)d. h. —hgp(—x) <P+ hx) — @(x,), also — ¢p(—x)
L R (x, h), so existiert der endlichehEIEOR(x, h). Sind x,yeFE, ¢

eine Zahl > 0, so ist 2(]7(xo—l——/%(x-l-y)):tp(xo+hx~|—-x0—[—/1y)
h
<ol h) 49 +hy), also 2[p (x4 Gt ) — 9o

LIy + h) =] + [ty + hy) ~ (e, woraus R (x +y, )

<< R(x, h)+ R (y, k) folgt; sind xe E und h, t Zahlen > 0, so ist
R(tx, h) =tR(x, th); ist x¢ E, h eine Zahl >0, so ist ¢ (x4 hx)
L@ (x) +ho(x), also R(x,h) <@ (x). Aus den oben bewiesenen
Relationen folgt sofort, daf} die Bedingungen 1°—3° erfiillt sind.

7. Wir nehmen an, daf8 die Bedingungen von 6 erfiillf sind.
Ist F(x) ein in E additives und homogenes Funktional derart, daf8
Fxg) == (x), F(x)< 9 (x) fiir x¢ E, so ist stets — 0 (—x) < F(x)
L O (x); ist x*¢ E und a eine Zahl, fiir die — @ (—x*) < a <O (x¥),
so gibt es in E ein additives und homogenes Funktional F(x)
derart, dafy F(x,) = 9(x,), F(x*) = a, sowie F(x) < ¢(x) fiir xe E.—
Sei F(x) ein in E additives und homogenes Funktional, wobei

1) Dies wurde von Herrn Ascoli in der unter 1) zitierten Arbeit, p. 53—355,
bemerkt,
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F(x)) = (xy) und F'(x) < ¢ (x) fidr xe E. Ist xe E, h eine Zahl > 0,
so ISt P (x)+hF(x)=F(xy+hx) <o (x,+hx), also F(x)

< —h— [p(xy+ hx) — @(x))], was F(x) < @(x) impliziert; daraus

folgt auch F(x)=—F(—x)»— ®(—x). Sei jetzt x*¢ £ und «
eine den Ungleichungen — @ (—x*) < a<{ @ (x*) genligende Zahl.
Sei weiter K die lineare aus den Elementen x=-{x,-sx* wo
4, s Zahlen sind, gebildete Menge und setzen wir f(x)=t¢(x,) -~ s a.
Leicht folgt, daf} diese Definition eindeutig und das auf diese
Weise in R erklirte Funktional additiv und homogen ist; ferner
ist f(x)<L D (x) fir xe R. In der Tat sei r “txy -k sx®, wo ks

" Zahlen sind; fiir positive Zahlen A ist 71 [op (xy = b x) == p )]

=1 (x,) + ”l [ (x4 T /'I-:”l sx*) — ¢ (x,)|, woraus die Gleich-

heit (I)(x)wt(p(xo) + @ (sx*) folgt; da weiter f(x) -1 (x,)-Fsq,
so ist tatsachlich f(x) < ® (x), weil in Anbetracht der Relation
— 0 (—x*) L a<{ O(x*) offenbar sa < P (sx*) gilt. Auf 6 bezug-
nehmend folgern wir jetzt, daf es in £ ein additives und homo-
genes Funktional F(x) gibt derart, dafl stets F'(x)<l @ (x) und
auferdem F(x)==f(x) fiir xeR9); weiter ist, wieder nach 6,
F(x)<{p(x) fiir x¢ £ und dabei ersichtlich F(xy) = (x,), F(x*)-~a
Sei nun K ein konvexer, 0 im Inneren enthaltender Kor-

per und x, ein Randpunkt von K setzen wir ferner L (x) -

Jim IR G5+ ) = K] fir xe £. Aus 2, 5 und 7 folgt sofort:

8. Stellt die Gleichung F(x)—1=-0, wo F(x) ein lineares
Funktional ist, eine durch x, gehende Stiitzhyperebene won K dar,
so ist stets —L(—x) L F(x) <L(x); ist x*¢ E und a eine Zahl
mit — L ex*)<{a <L (x*), so gibt es ein lineares Funktional
F(x) derart, daf§ F(x*)==a und dabei die Gleichung F'(x) —1==0
eine durch x, gehende Stiizhyperebene von K bestimmi®).

9. Sei ¢(x) ein im separablen Raume E wom Typus (B)
erkldrtes Funktional derart, daf fir x,ye¢E und Zahlen t> 0:
1° 9x+ ) <@ +9(y); 2° px)=19(x); 3° p(x) < M| x
sei (M eine Konstante). Dann bildet die Menge Z der Punkie x,¢ E,

f) Die erste Hilfte dieser Bemerkung wurde von Herrn Ascoli in der
_unter ') zitierten Arbeit, p. 55—56, bewiesen.
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- donen Tim L
in denen II‘IE:) E [9(xy +h x) —@(x,)] fiir x¢ E existiert, eine dichte

Gy-Menge; E—Z ist also won erster Kategorie.—Sei die abzihlbare
Menge der Punkte Xys Xy ... dicht und Z die Menge der x,¢E,

fiir die llm e [(/> (o +hx)—¢ (xp)] existiert (n=1, 2,...). Setzt

man, fiir ein gegebenes x e £, @ (x) r;—-—}i:_no%[@(xo"i-hx)—tp(xo)],

so ist nach 6 stets @ (x) <9 (x) und somit D (x) < M|x|, woraus
die Stetigkeit des Funktionals ([)(x) folgt; da ersichtlich aber,

damitfiirein gegebenes x¢ £ hm [(]7 (xg + R x) — g(x))] existiere,

notwendig und hmrelchend lst daﬁ — @ (—x) == @ (x) sei, so ist
x,€ Z dann und nur dann, wenn stets — O (—x,)=0(x,), d. h.
x,€ Z,. Somit gllt Z==7,Z,..., und es geniigt zu zeigen, daB
jede der Mengen’~Z eine F Menge von erster Kategorie ist.
Bei natiirlichen n,p,q sei anq die Menge der x,eE, fir die

1 1 1 ..
/1 [(ﬁ (x() - h xn) — ([J (XO)] —_ —:7;— ['p (JCU - /‘l xn) - q) (xo)] > 7)“ bel
0<h (\’»‘17-—; da das Funktional ¢(x) stetig ist, so sind die Mengen
Z, .. abgeschlossen. Wegen 6 ist aber offenbar £—Z =S’Z

npy npq?
o=l

daher bildet £ — Z tatsichlich eine F,-Menge. Wire eine von
ihnen, etwa E-—Z , von zweiter Kategorie, so wiirde sie eine Kugel
enthalten: es gibt dann ein x*¢ZE und eine Zahl r > 0 derart,
daf} die Ungleichung |x— x*| <r die Relation x¢ £ — Z  impli-
ziert. Setzt man a () =@ (x*+ ¢x ) fiir jede Zahl #, so folgt nach
6, daBl die Funktion a (#) iiberall enie linksseitige und rechtsseitige
Ableitung und also mit Ausnahme einer héchstens abzdhlbaren
Menge von £-Werten eine Ableitung besitzt?). Sei #, eine Zahl,

so daf} |7, < —}L—l« und dabei d'(f) existiert; x,=x*-+¢,x, ge-
setzt, ist ersichtlich x,¢Z, und ferner |x,—x*|<r, entgegen
dem Vorangehenden.

Ist K ein konvexer Kdrper und x, ein Randpunkt von X,
50 nennen wir die Hyperebene H eine Tangentialhyperebene von

“) . B W. Sierpinski, Sur 'ensemble des points angulaires d’une

courbe g == f (v), Bull. Acad. Sc. Cracovie, 1912, p. 850855,
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K (wie auch von seinem Rande F) im Punkte x,, wenn sie die
einzige durch x, gehende Stiitzhyperebene von K ist.

Satz 2. Ist E ein separabler Raum wom Typus (B) und
F eine konvexe Hyperfliche in E, so bildet die Menge W der
Punkte x,¢ F, in denen die Tangentialhyperebene won F' existiert,
eine in F dichte GyMenge; F—W ist also in F von erster Ka-
tegorie.

Beweis. Sei K der konvexe Korper, dessen Rand F
bildet; man kann voraussetzen, daf O ein innerer Punkt von K
ist. Nacl 2 und 9 ist die Menge Z der Punkte x,¢ £, in denen

hm [K(xo-l—hx) K (x,)] fir xeE existiert, eine dichte G-

Menge. F 7 ist daher in F eine G;-Menge; daf} sie dabei in F
dicht ist, folgt sofort aus der einfachen Bemerkung, dafl wenn
x,€Z und ¢ eine Zahl >0 ist, so ist auch fx,¢Z. Es geniigt
noch zu beachten, daf, wegen 8, W=FZ, um den Beweis zu
Ende zu fiihren.

Betrachten wir insbesondere den konvexen Kérper K, wel-
chen die Kugel |x|<r (r eine Zahl >0) bildet. Nach dem
Vorangehenden sowie nach 8 gibt es in dem Randpunkte x, von
K dann und nur dann eine Tangentialhyperebene von K, wenn

lim——}z—[]xo-{- hx|—|x,|] fiir xe E existiert; ist £ ein separabler
h—0

Raum vom Typus (B), so bildet auf Grund des Satzes 2 die
Menge der Punkte des Randes F| von K, in denen dieses statt-
findet, einein F, dichte Gy-Menge. Die Voraussetzung, dafi der
Raum E separabel (sowie auch vollstindig) ist, kann nicht ent-
behrt werden.

Im Raume (M) der mefbaren beschréinkten Funktionen existiert in keinem

‘Punkte . lun—~ [l %+ Ax|—|x|] fiir alle x€ (M). — Ohne Einschriinkung

kann man voraussetzen, daB |x,|=1; sei e= + 1 g0, daB die wesentliche
obere Grenze der Funktion ex,(f) in [= <0,1> gleich 1 ist. Es gibt in /
abzahlbar viele punktfremde mefibare Mengen /, , Ia, ., s0 dafl stets |/, | = 0 und

ul >

e xy () > +1 fiir £€ [,; wir setzen f, (x) =]—7 fx(f)dt fiir xg (M) (n==1,2,..).

Da f, (x) lineare Funktionale mit der Norm 1 smd, so ist die Konvergenz-
menge R’ der Folge {f,, 4 (x)} abgeschlossen und folglich " (x) === lim Sypemq (%)
e~k 00
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ein lineares Funktional in R’; analog bildet f” (x) =limf,  (x) in der Konver-
n—>w

genzmenge R" der Folge {f, (x)} ein lineares Funktional. Weil dabei die Funktio-
nale f'(x), }”/(x) die Norm =1 besitzen, so gibt es in (M) lineare Funktionale
F'(x), F'"(x) so, daB F'(x) = f'(x) fiir xe R’, F"(x)=f"(x) fir x€ R” und
| F/||=[IF"]|=1; wegen f'(x,) = f"(x,) =1 ist F'(x) = F"(x)=1 und endlich
offenbar F'(x) 2z £ (x). Die Gleichungen F'(x) —1=0, F”(x) —1==0 bestimmen
zwei verschiedene durch x, gehende Stiitzhyperebenen der Kugel |x | <1.
Man kann zeigen, dafl in den Rédumen (LP) der mit der p-ten Potenz
integrierbaren Funktionen und (IF) der mit der p~-ten Potenz konvergenten Reihen

(p»1) in jedem Punkte x, =0 steis llm - [],LO + hx | —|x,|] existiert, und zwar

sogar gleichmifig inbezug auf x in der Kugel |x]<{1; in diesen Raumen gibt
es also in jedem Randpunkte einer beliebigen Kugel K eine Tangentialhyper-
ebene von K.

In allen unten angegebenen Bcispielen bezeichnet Z die Menge der Punkte
¥, des Raumes, in denen stets der llm - [lxo+hx|—l,\o!] existiert; wir be-
zeichnen ihn mit 0 (x,, x).

1. Der Raum der reellen stetigen in einem metrischen vollstindigen und

kompakten Raume Q erklirten Funktionen x(q); die Verkniipfungen erkliren
wir wie gewdhnlich, 1x|»-—néa()2c\x(q)| .x,€Z dann und nur dann, wenn es ein g,

gibt, so daf stets |x,(g,)|>|x,(g)] fiir g=l=¢y; (D(xo, x)=x(g,) . sgn xy(go). Dieser
Satz rithrt von Herrn S. Banach her !t),

2. Der Raum der reellen beschrinkten in einer abstrakten Menge Q
erklirten Funktionen x(g); die Verkniipfungen erkliren wir wie gewShnlich,
[ | z== obere Grenze |x(¢)]. x,€Z dann und nur dann, wenn es ein g, gibt, so
daf |v0(q0)| obere Gréenze [%:(g)]; Blxy, x)==x(g,).sgn x,(q;). Wir {ibergehen

quilbqe
den einfachen Beweis'!),

3. Der Raum (L) der integrierbaren Funktionen . x€Z dann und nur dann,
wenn fast iiberall x,(¢)=z0; ‘[’(xox)=fx(t) sgn X, (f) dt.
0

4. Der Raum (I) der absolut konvergenten Reihen . xyeZ dann und nur
danp, wenn stets £z}20, wo xow‘ 05 Olxy, x ) 2 En sgnfd, wo x=23 15
n==1 n==

Bemerken wir noch, daBl in den obigen Be)splelen in jedem Punkte
x€Z limv‘}—{ [1x,-+Ax|—]|x,|] gleichméBig inbezug auf x in der Kugel |x|<1
Nh-»0

existiert.
10) S, das unter %) zitierte Buch, p. 168,
") Aus dieser Bemerkung folgt leicht: Sind die Raume der reellen, be-
schriinkten, in den abstrokten Mengen Q' bzw. Q' erklérten Funktionen iso-
metrisch, so sind die Mengen Q' und Q" gleichmichtig.
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§ 2

Sei E ein linearer, normierter Raum. Eine Menge ZCE
pennen wir schwachabgeschlossen, wenn daraus, daf} x eZ
(n=1,2,...) und die Folge {x,} gegen x,¢ £ schwach konver-
giert, x,¢ E folgt; die Folge {x,} konvergiert scl.lwaf:h gegen Xx,,
wenn fiir jedes in E lineare Funktional F(x) die Folge {F(x'f)}
gegen F'(x,) konvergiert. Jede schwachabgeschlossene Menge ist
offenbar abgeschlossen, nicht aber umgekehrt. Die Kugeln bilden
schwachabgeschlossene Mengen. Sei ndmlich die Folge {x,} gegen
x, schwachkonvergent und stets |x,|<lr, r ecine Za}ll = Q5 st
F(x) ein lineares Funktional derart, dafl |[F|-=1, F(x)==|x,|,
soist F(x)<|x,| d.h. F(x,)<r, was F(x)«"r und also [x|-7r
impliziert. Ebenso leicht beweist man, daf lincare abgeschlossene
Mengen und somit auch lineare abgeschlossene Mannijgfaltigkeiten
schwachabgeschlossen sind. Die erwiihnten Sitze sind Spezialfille
des allgemeinen unten zu beweisenden Satzes, laut dessen jede
konvexe abgeschlossene Menge schon schwachabgeschlossen ist.

10. Ist W eine konvexe abgeschlossene (beschrinkte) Menge
and yye E— W, so gibt es einen konvexen (beschrinkten) Kdorper
K, so dap We K, y,e E—K. — Sei ddie Entfernung des Punktes
y, von der Menge W. Fiir x¢ W bezeichnen wir mit C, die offene
Kugel vom Mittelpunkt x und Radius d/2; V sei die Vereinigung
der Kugeln C_. Die Menge V ist offen und dabei konvex. In der
Tat sei y,, y,€V und y=ty, +1 —dy, wo 16<<0,1>; es
gibt Punkte x;,x,€W, so daB y,¢C,, y,¢C,, und da W konvex
ist, so ist x==tx, -+ (1 —#) x, ein Element von W; aus |y — x|
Ltlg,— x|+ A —t)|y,— x| <d/2folgt yeC, und somit ye V.
Die Entfernung des Punktes y, von der Menge Wist offenbar == d/2.
Die abgeschlossene Hiille K der Menge V bildet also einen kon-
vexen Korper mit den geforderten Eigenschaften.

Satz 3. Eine konvexe abgeschlossene Menge W ist schwach-
abgeschlossen.

Beweis. Man kann voraussetzen, daf O¢W. Nehnen wir an,
daBl y, e W (n=1,2,...), die Folge {y,} gegen y, schwach kon-
vergiert und dabei y,€ E—W; nach 10 gibt es einen konvexen
Kérper K, so dal WCK, ye E— K. Sei a die groBte Zahl, fur
die ayy,eK; ersichtlich ist 0 <a<1 und der Punkt x,-~ay,

gehdrt dem Rande von K an. Auf Grund des Satzes 1 gibt es.
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eine durch x, gehende Stiitzhyperebene H von K; sei F(x)—1=0,
wo F(x) ein lineares Funktional ist, die Gleichung von H. Wegen
F)—1<0, ist F(x)—1 <0 fiir xeK; insbesondere also ist
stets F(y,) <1, woraus F( ¥ <1 folgt. Dies widerspricht der

Relation F(y,) = %—F(xo)z% ~>1.

11. Ist die Folge {x,} gegen x, schwachkonvergent, so gibt
es zu jeder Zahl ¢ >0 Zahlen ¢, >0 (n=1,2,... m), so daf
2c,==1 und | e, x,—x,| <& — V bezeichne die Menge der

n==] ne=l

Elemente der Form ch x,, woc, (n=1,2,...m) Zahlen }O .

ne=l
mit der Summe 1 sind (m=1,2,...); die Menge V ist ersichtlich
konvex, ihre abgeschlossene Hiille W ist also eine konvexe abge-
schlossene Menge. Da stets x,€V, somit auch x, €W, und die
Folge {x,} gegen x, schwach konvergiert, so ist auf ‘Grund des
Satzes 3 x,eW. :

Ist die Folge {x,} gegen x, schwachkonvergent, so enthilt
jede konvexe abgeschlossene Menge — inshesondere also jeder
konvexe Kérper — mit unendlich vielen Gliedern der Folge {x}
auch x,; dies folgt aus dem Satze 3. Es gilt auch der folgende

Satz 4. Enthilt jeder konvexe (beschrinkte) K(:ifper mit
unendlich vielen Gliedern der (beschrinkien) Folge {x,} auch x,,
so ist die Folge {x,} gegen x, schwachkonvergent. .

Beweis. Wire die Behauptung nicht richtig, so gibe es
ein lineares Funktional F'(x) derart, daB die Folge {#(x,)} gegen
F(x,) nicht konvergierte. Sei {k |} eine wachsende Indexfolge, so
daf} die Folge {F (xkn)} eine von F'(x,) verschiedene Grenze besitzt;

wir kénnen annehmen, daf stets F(xkn~ x) > 1. Sei nun W die

abgeschlossene Hiille der aus den Elementen ‘der Form chxkn,
n==]

wo ¢, (n==1,2,...) Zahlen >0 mit der Summe 1 sind, gebildete

Menge; W ist konvex, abgeschlossen (beschrinkt) und dabei

x,¢ £—W. Anderenfalls gibt es nimlich Zahlen ¢ >0 (n=1,2,... m)

mit der Summe 1, so daf | Xc, X, — x| <“—Fl—.—", also Z’an(xkn)
n==] n==l

Studia Mathematica. T. IV 6
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+

Py =F( Se, 5, ) <]

m
FIH);,'c"xkn —x,| <1; das aber
ne=l

n==1
m

ist unmoglich, denn 3 c, F(xk") — F(xp) == 3 ¢ F(x, — x,)
ne==1 ne=l n

> 2'c,=1. Nach 10 gibt es einen konvexen (beschrinkten)

=1
Kérper K, so dal WC K, x,¢ E—K; es ist also x, € K(n-1,2,..)
und xy¢ E—K, was im Widerspruche zur Voraussetzung steht.

Der Punkt x, heifit Mittelpunkt der Menge Z, wenn aus
x € Z stets 2 x,— xe Z folgt. Eine beschrinkte Menge kann hichstens
einen Mittelpunkt besitzen; ein Mittelpunkt einer konvexen Menge
gehdrt ibr an, und ein Mittelpunkt eines konvexen Kérpers K ist
sogar ein innerer Punkt von K.

12. Ist W einc konvexe, abgeschlossene und beschrinkte
Menge, y,c E~W, so gibt és einen konvexen beschrinkien Kérper
K mit Mittelpunkt, so das WCK, y,¢ E—K. — Nach 10 gibt es
namlich einen konvexen beschrinkten Korper K*, so dafi WC K*,
- yoe E—K*, Sei x, ein innerer Punkt von K* und a eine Zahl, fiir
die 0<a<l, z=(1-a)x,+ay,e E—K*; S bezeichne die
Menge der Elemente der Form (1—#)z,+tx, wo xe K*,  eine
Zahl >0 ist. Es ist K*C.S, und da die Menge .S konvex sowie
abgeschlossen ist, so bildet sie einen konvexen Kérper; dabei ist
aber y e £~S." Anderenfalls gibt es ein x*¢K* und eine Zahl
ty>0, so dafl y,=(1—14)z,+ £ x* also Yo == (1= 0) x, + b x*,

7
wo ’b=‘1~:5{1t?0—); daraus folgt sofort wegen x,, x’f‘e K* und

- 0<b<1 die Relation yye K*, entgegen dem Vorangehenden. Da
2n 1 . P
(2n sy x) ==x, gleichméflig inbezug auf x in K*, so
2m 1
Tm—1%"gm=1 *¢K"
fir xeK* Sei T die Menge der Elemente der Form
2 “[(1 —m)zy+mx,|—x, wo xe¢S; T ist ersichtlich ein konvexer
Korper. Es ist dabei K*CT d h. 2[(1 —m)zy+m x| —xe S
fir xeK*, da stets 2[(1 —m) zg+ mx,] —x=[1—(2m —~1)] z, +

2m 1
@2m-—1) (2m—1x°—2m—-1 x). Setzen wir K=ST'; dann ist K*C K,

lim
n—>co

gibt es eine natiirliche Zahl m derart, daf}
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also auch W C K'; Kbildet einen konvexen Kérper mit (1 — m) zy+ mx,
als Mittelpunkt und y ¢ E—~K. Bleibt noch zu zeigen, dafl K be-
schrénkt ist. Nehmen wir an, dafl y,¢ K (n=1,2,...), lim|y_|=-+c0;

es ist stets y, == (1—1))z,+ tx =2[(1—m) z,+ mr;o] —[(1—£7) 2,

+ 2 X, wo X, x!¢ K* und t, . Zahlen > 0 sind. Daraus folgt
’ t/’

2

n ’ n 1 .
f t 5 - . o " —_ e I ’ ”
sotort T T T ot gt fir £+, 0, und
n 4 n ’r £ . ’ " o___. . sk
da A x, + ey x eK und"lerzo(tn+ £)y=+ 0, so ist z e K*,

.

entgegen der Annahme.
Aus dem Satze 4 und 12 folgt

13. Enthdlt jeder konvexe beschrinkte Korper mit Mitlel-
punkt mit unendlich vielen Gliedern der beschrinkten Folge {x )
auch x,, so ist die Folge {x,} gegen x, schwachkonuvergent.

Bekanntlich kann man im Falle eines euklidischen Raumes
die Bemerkung 12 dahin verschirfen, daff es eine Kugel K gibt
derart, dafl WCK, y,eK1). In allgemeinen linearen normierten
Riumen findet das offenbar nicht statt!%); es sind spezielle Voraus-
setzungen iiber den Raum notwendig. Macht man sie, so ist nach
dem Satze 4 die beschriankte Folge {x,} gegen x, schwachkon-

- vergent, wenn jede Kugel mit unendlich vielen Gliedern der Folge

{x,} auch x, enthalt. Wir befassen uns damit an anderer Stelle
und zeigen, daf der oben ausgesprochene Satz im besonderen

fir die Raume (L7), (/") (p>1) gilt.

Sei K ein konvexer beschrinkter Kdrper mit O als Mittelpunkt. Aus 1, 4
und der Tatsache, daB stets K (—x) =K (x), folgt sofort, daB das Funktional
K(x) eine Norm in £ bildet d. h. daf die folgenden Bedingungen erfiillt sind
(x,ye E, t eine Zahl ist): 1° K(x)>0 fir x50, K(0)=0; 2° K(x+y)
<K@+ K(y); 3° K(tx)=|[t|K (x) — und dabei ist die Norm K(x) mit
der Norm | x| &quivalent, d. h. fir x, ¢ E(n=1,2,...) istngliK (x,) =0 danmn

und nur dann wenn lim |x,|==0. Bei der Norm K (x) wird £ zu einem linearen
n—»so

normierten Raume E (K); E (K) ist mit dem urspriinglichen Raume E isomorph.
Seien K’, K’ zwei konvexe beschrinkte Koérper mit 0 als Mittelpunkt; man
kann zeigen, daf, damif die Réume E (K'), E(K"), isometrisch seien, notwendig

1) Vgl z. B.: S. Straszewicz, Przyczynek do teorji mnogosci wy-
puklych, Prace mat.-fiz. 27 (1916) p. 1—10, insb. p. 10, )

1) Vgl: S. Mazur, Uber die kleinste konvexe Menge, die eine gegebene
kompakte Menge enthillt, Stud. Math. 2 (1930) p. 7—9, insb. p. 9.

6*
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und hinreichend ist, daf die Mengen K', K" affin seien'’). Dabei nennen wir
zwei Mengen affin, wenn es eine isomorphe Abbildung des Raumes £ auf sich
selbst gibt, die eine von ihnen in die andere iiberfilhrt. Umgekehrt sei nun ein
in £ erklirtes Funktional F(x) eine mit | x| Hquivalente Norm; auf Grund von
3, 4 und dessen, daB stets K (— x) =K (), ist die durch K (x) <71 bestimmte
Menge K ein konvexer beschrinkter Kdrper xit 0 als Mittelpunkt; K (x) ist das
Minkowskische Funktional von K. Endlich bezeichne £* einen linearen normier-
ten mit E isomorphen Raum und U(x) eine isomorphe Abbildung von E auf E*;
es ist klar, daf die durch | U(x)] <1 bestimmte Menge cinen konvexen be-
schriinkten Kérper K mit 0 als Mittelpunkt bildet; ferner ist £* mit E(K) iso-
metrisch. Zusammenfassend sieht man, daBl wenn M die Klasse aller Riume
E(K) (K ein konvexer beschrinkter Korper mit O als Mittelpunkt) bezeichnet.
so ist jeder Raum der Klasse M mit E isomorph; jeder lineare normierte mit
E isomorphe Roum ist mit einem gewissen Raume der Klasse M isometrisch.
Wenn £ speziell der n-dimensionale euklidische Raum ist, so hesteht die Klasse
M aus allen n-dimensionalen Minkowskischen Rdumen; da alle n~ dimensionalen,
linearen, normierten Rdume isomorph sind, so ist nach dem Vorangehenden
jeder n-dimensionale lineare normierte Raum mit einem n- dimensionalen Min-
kowskischen Raume isometrisch.

(Regu par la Rédaction le 6. 6. 1933).

1) Wenn U(x) eine isometrische Abbildung des linearen normierten
Raumes X auf einen ebensolchen Raum Y bildet und U(0)==0, so ist U(x)
linear: S. Mazur et S, Ulam, Sur les transformations isométriques d’espaces

vectoriels normés, C. R. 194 (1932) p. 946—948.

Eine Bemerkung zum starken Gesetz der grofen Zahlen
von

Z. W. BIRNBAUM und J. SCHREIER (Lwéw).

Die von Herrn R. v. Mists formulierte ,Regellosigkeitsfor-
derung“, welche von ihm auch als das ,Prinzip vom ausgeschlos-
senen Spielsystem® bezeichnet wird, hat zu einer lebhaften Diskus-
sion und zahlreichen Einzeluntersuchungen Anlaf gegeben. Es
diirfte deshalb vielleicht nicht ohne Interesse sein, das Verhalten
einer Folge von Wiederholungen desselben Spieles gegeniiber
einer, auf Grund eines im voraus gegebenen Spielsystems vorge-
nommenen Stellenauswahl zu untersuchen. In der Folge soll gezeigt
werden, dafi das ,starke Gesetz der grofien Zahlen® auchin die-
sem Falle gilt.

Wir betrachten ein gerechtes Spiel, bei welchem nur zwei
Ergebnisse e bzw. &€ mit den Wahrscheinlichkeiten p bzw. 1-p=¢
mdglich sind (der Fall eines Spieles mit mehr als zwei mdglichen
Ergebnissen kann ganz analog behandelt, oder auch auf den Fall
eines zweiwertigen Spieles zuriickgefiihrt werden). Einem solchen
Spiel entspricht eine auf den Erwartungswert Null normierte
Zufallsvariable, welche den Wert 1/p mit der Wahrscheinlichkeit p
und den Wert —1/g mit der Wahrscheinlichkeit ¢ annimmt. Dem
abzihlbar oft wiederholten Spiel kann bekanntlich folgendes arith-
metische Modell zugeordnet werden:

Das Intervall {0, 1) wird in zwei Teile, /, von der Linge
|l,|==p und I von der Linge |/ |=g zerlegt. [, teilt man in
Iy, mit der Linge |/,|==p?und [, mit der Linge |/;|=pg,
I, wird in I, mit der Linge |/,|==gp und [, mit der Linge
|7,,|==¢* zerlegt. Eine Fortsetzung dieses Verfahrens liefert die
Intervalle /, fiir beliebige natiirliche n und alle mdglichen

ceny
"n





