Note zur Theorie der schlichten Funktionen

von

W. WIRTINGER (Wien).

In der Abhandlung ,Beitrige zur Theorie der schlichten
Funktionen® entwickelt Herr Z. W. Birnsaum auf Seite 167 und
168 der Studia Mathematica 1 (1929) eine Ungleichung fir im
AuBern des Einheitskreises regulire und schlichte Funktionen,
welche dieses AuBere auf das AuBere eines konvexen Bereiches
abbilden. Er bedient sich dabei der Abbildung des Einheitskreises
auf das Aussere eines konvexen Polygons, welche durch die
Funktion

0 f@=[ It - 2)*%

gegeben ist, wo 0<a, <1, X ~2 ist, und die z, auf dem
Einheitskreis liegen. Hiezu mufl aber noch die weitere, dort nicht
angefithrte Bedingung treten:

(2) Eak zk B 0 ,

weil sonst in der Umgebung der unendlich fernen Stelle ein Glied
mit /(z) auftreten wiirde.

Es ist bemerkenswert, daB auf Grund dieser Bedingung die
Ungleichung des Herrn Birnpaum

| Arg f'(2) | < 2arc sin‘-}l

bedeutend verschirft werden kann.
Man hat nimlich zunichst, wie an der angefithrten Stelle,

® @=d -2
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sodann aber wegen (3)

® == T (L L (=)

und durch Zerlegung in den reellen und imaginiren Teil

©6) Argf(z)= _Zak(l.Si“Q(%""’)+Si“3("’k - fp)+m)

2 2 |Z!2 |Z[3

™ A r@) <2t (2] - 1)
lz[ =1 ]

.Diese letztere Schranke ist zwar fiir | z | nahe eins viel gréBer

als die von Herrn Binpaum gefundene (3), wird jedoch mit gréfie-

rem |z| kleiner und nimmt wie |z|™* ab, wenn|z|ins Unend-
liche geht. '

Sie wird iibrigens sehr bald kleiner, nimlich bereits sicher
fiir [2|>>1'188538. Die Differenz der Schranken (7) weniger (4)
betrigt namlich bei |z|=11885 537 nur 14* 107, fiir | 2|—1-1885 38
jedoch —72.107", woraus sich der etwas schirfere Wert 11885 372
ergiebt, fiir welchen beide Schranken sehr nahe einander gleich
werden, aber (7) bereits kleiner wird.

« Die oben angegebene Schranke lisst sich ohne grofie
Miihe bedeutend verschérfen. '

Aus
®) if' @ = e (1{1—2)+%

ergiebt sich nimlich, wenn z, =¢e""*, z=re"’ gesetzt wird,

) Argfn=-2e, (arctg’ p sin (9, — 9) sin (¢, — 9’)) ’

—cos(p, —9) p

wobei der Hauptwert des arctg zu nehmen ist.
Es ist also das Maximum des Absolutwertes von
sin ¢ sin @

(10) @ == arctg —— P

0<p<m)

zu suchen.
5*
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Man findet dafiir die Gleichung
. (1) 2 rcos’ I — cos P e,
welche man auch schreiben kann

© rcos 2 ==cos (.

Thre beiden Losungen sind

L Loy
(12 cosyy =+ Vz g s ‘/z 6,
und es ist

1 1
€OS Y, Cos i, == — e COS Py -+ cos Y, m 5y

Die Winkel v, und 1, wachsen beide gleichzeitig mit » und

7w 2n PR T/ . . .
VRS Yy g Hieraus findet sich nach eini~
ger Umformung, wenn die {, und ¢, entsprechenden Werte von
@ mit ¥, und W, bezeichnet werden,

es ist 0. 1,01 <

T gy S 3w, sinYy
@) DTy TR B
W W= 21— 2(y+ ) —sin (27 — 2(4 + ) ) >0,
Ferner ist

dU, 1—4cos'yy  dW, 1—4cos'y,

dy, cos’ Y, ’ dy, cos’ W,
so dafl mit Riicksicht auf die Intervalle von Y, und ¥, der erste
Wert bestindig zunimmt, der zweite bestindig abnimmt.

Da nun @, und W, fir r=1 entgegengesetzte Zeichen
haben und fiir unendliches » beide verschwinden, so ist W, immer
positiv, ¥, immer negativ und wegen der letzten Formel in (13)
immer ¥, > | W, |.

Daher kommt nur @, in Betracht und man erhilt als Schranke

(14) | Arg f/(2) | < 2 (-.’211 — - s ‘/Jx) .

r

Ferner ist bei Entwicklung nach fallenden Potenzen von r
1

?I)' o]
1 2 r2

+...
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Die oben erhalten Schranke ist wohl die scharfste, welche auf
diesem Wege zu erhalten ist.

Man erhilt jedoch eine bequemere und fiir das ganze Inter-
vall von r giiltige auf folgendem Wege:

Es ist
2
2y S Y1 (f_u_ _ )
ro @, c0522l,l11 5 2y, —tg Y cos 2, |.
Setzt man hier ~~g————2w1::m, so erhilt man
p 1 1 1 1
15 P e [ b |0 — = ctg 0.
(15) r = (sin2 - +sinm) w— 5 ctgo

Entwickelt man hier nach steigenden Potenzen von w, was
- - . " - . .
wegen 0 <l w <y gestattet ist, so fillt o 1 weg, sammtliche

Koeffizienten werden positiv und es kommt

2y 11 1 2
r lIl-—«Q—l—g a)+12w +...

Hieraus entnimmt man, daB 7 W, mit @ wachst und daher seinen
7T . 7T .
grofiten Wert, namlich 5 fir W==0 das ist == erreicht.

2

Somit ist ¥, < % ¥ und
(16) | Arg ()| <75

Diese letztere Schranke wird der unter (7) gegebenen bei
==1'14341 nahezu gleich, um sie dann zu iiberschreiten; vorher

ist sie natiirlich kleiner. *

(Regu par la Rédaction le 17. 12. 1931; le passage entre astérisques  * a été
ajouté le 10. 6. 1933).





