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Le probléme de la synthése et de la p-finesse
pour certaines orbites de groupes linéaires dans A,(R")

pﬂ]‘
F. LUST (Ormay)

Le principal résultat obtenu dans cet article est la gynthése - des
orbites de groupes linéaires & un paramétre dans les algébres A, (R™)
(1 <p<2, n>1). Herz [3] et Varopoulos [6] ont montré que le cercle
est de synthése dans A (R?. On utilisera essentiellement la technique
de Varopoulos et un résultat de Herz [4] sur les mesures portées par
une surface convexe de R™ On définira une régularisation pour les fone-
tions de A, (R") et on montrera que les fonetions régularisées sont synthé-
sables. A la fin du paragraphe III on montrera que la méthode ne §’étend
pas & d’autres groupes.

Avee la méme technique on montrera que les parties compactes
convexes des hypersurfaces orbites de certains groupes linéaires sont des

2n
ensembles p-fins si et seulement si p > Tf 1A<p< 0,0 >1).
n

1. DEFINITIONS

On identifiera 'espace affine R™ muni d’une origine & espace vec-
toriel R", et on désignera par
&y
X =
:’;’I’L
un élément de R™. .
Le groupe lindaire GL(n, R) opére continnement et isométriquement
dans 4, (R"):
Pour toute feAd,(R") et pour tout GeGlL(n, R) on pose Gf(X
= f(@'X). Alors Gfed,(R") et [|Gf||,1”(nn) = Hf||A @ - On désigne par ¢

un sous-groupe de Lie topologique, ﬁ’&qc fermé, du gloupe de Lie GL (n, R)
@ est localement compact. .
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Dlaprés [6], pour toute mesure bornée u sur &, et toute fed, (R™)
on définit le produit de convolution:

FX) = [ 6f(X)ap(@)ed, (R").
g

Par dualité, pour tout convoluteur SeC),(R"), on définit @S et 8,,:
<G‘Syf> = <S: Gf>; <Sy7f> = <S}fu>-

Sous-espaces invariants par . A tout point X, de R® on associe une
orbite Oy, de ¢ dans R™:

Ox, = {X = @X,, G%).

Vied, (R):

Un sous-espace affine H de R™ contepant origine est dit invariant
par ¥ si:
VXeH, VGc<%, GXcH.

Si X appartient & un sous-espace invariant H de dimension »’', Ox est
orbite de la restriction de ¢ & H. Si une partie compacte de Ox est de
synthése dans A4, (H) = 4, (R™) elle Pest encore dans A, (R"). Celarésulte
du fait que 4,(H) = A,(R™)/I(H) et que H est de synthése dans 4, (R™).
On supposera désormais que X, n’appartient & auncun sous-espace inva-
riant par . Son orbite ne recontre alors aucun de Ces souS-espaces.

II. REMARQUES SUR LES SOUS-GROUPES A UN PARAMETRE
DE GL(n, R)

¢ désigne maintenant un groupe & un paramétre:

Y = {G(u) = M ueR} ol M est un endomorphisme de R™

Précisons la structure de .

{ueR| G(u) = identité} est un sous-groupe fermé de R. ¥ est done
isomorphe & R ou RfaZ.

) Tout endomorphisme M de R est somme d’un endomorphisime
nilpotent ¥, et dun endomorphisme semi-simple §,, commutatifs
(2], TIL. 1). ‘

11 existe da}.ns C" une base telle que la matrice de 8, soit diagonale
et que la matrice de N, soit triangulaire supérieure avec des zéros sur
la diagonale principale. On vérifie facilement que:

u

Q0.
o = \ ’
0 e |

aeC,
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1 Apu Ay u?
e"Vn — 1 A 4¢C.

Sk |

En particulier lorsque ¢“¥ n’est pas réduit & I'identité, les directions
propres de ¢ sont indépendantes de w.

On. déduit aisément les formes réelles de G (u) = 6“5n¢"¥n, Par exem-

ple écrivons explicitement les sous-groupes 4 un paramétre de GL (2, R):

1™ 0 ay, azeR.
Gu) = . .
0 e Les orbites sont de la forme y = Ka*.
COSas% Sina,u\ a,, aseR.
G(u) = 1 . . .
—sina, % cosa,u/ Les orbites sont des cercles si a; =0
: i et des spirales logarithmiques si a,# 0.
1 pu a R.
Glu) = 6 B ’ Pe - -
01 Si a=0 les orbites sont des droites.

Si a0 ce sont des courbes d’équations:
o= " (@o+Yofu), ¥ = Y,.
On munira désormais R™ d’une base réelle associée aux vecteurs propres
de &8, )

Orbites d’un groupe a un paramétre. On appelle #'x = {G ¥ GX,
= X,} le groupe d’isotopie de X,. C’est un sous-groupe fermé de ¢, réduit
4 D'identité lorsque X, n’appartient pas & un sous-espace invariant.

11 existe alors un voisinage w(X,) = R ne rencontrant aucun sous-
espace invariant. ¢ est un groupe de Lie de transformations .de R".
D’aprés [2], IL. B. 3 (exetrcices), les orbites rencontrant w sont difféomor-
phes & 4. )

On. va montrer qu'il existe un voisinage % de Ox dans R", un hyperplan
affine H,_, passant par X, et par Uovigine, et un voisinage v(X,)<H, _, tels que:

VX%, HIGe%, H!'X ev(X)c H,,, X=6X.

Si n =2: Il est facile de voir qu'il existe un voisinage »(1) = R*
tel que v(X,) = {rX,| 7<v(1)} ne rencontre Ox, qu'en un point. Alors
: % ={X =rGX,| Ge¥, rev(l)}
répond & la question.

Si n >2: Soit H,_, (vespectivement H,) I’espace affine passant par
Porigine associé & 1’espace vectoriel réel engendré par les (n—2) premiers
vecteurs propres de M (respectivement les deux derniers). On note X
et 0310. les projections de X, et Oy sur H,. Oﬁrﬂ est orbite de la restric-
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tion ¥ de ¥ & H,. On lui associe les voisinages o' (X;) et #'(0%,)
définig dans le cas n = 2. Soit H,_, ’hyperplan affine contenant H,_,
et Xy. On y définit

9(Xo) = w(Xo) N {H, ;X0 (X)} < H,_,.

Alors
= {GX]| Ge¥, Xev(X,)}
répond & la question.
On définit dans H,_, une base affine (0, ¥, ..

-1
X, 5’ Y,. Tl existe un voisinage (1,

7._1
oty = {x

III. SYNTHESE DES ORBITES DE GROUPES A UN PARAMETRE

={QX| Ge%, Tew(X )N H,_o X % (X,)

.y Y1) telle que
.y 1) = R™ tel que

n—1

= 2T (s mugen(L, o D

TrkoREME. Soit % un sous-groupe & un paraméire de GL(n, R).
Soient Xye R™ et A un compact connexe de ¥. La portion dorbite

= (X = 6X,| Ge )

est de synthése dans A, (R").

Régularisation dune fonction de A, (R™) par le groupe .
On définit sur ¥ et R"™ respectivement deux fonctions & valeurs
réelles h (@) et h(X) telles que:

(i) & (&) a un support compact contenant #,
© (ii) k(@) = 1 dans un voisinage de #,
(ili) h(X) = & () pour tout X dans

n—1

v ={x = G(Zw) ) (Fayees Ta)e®’ € 0(1, .0, 1) € R,
(iv) h(X) a un support compaet inclus dans
n—1
[ =e(dnx) e, y,...om e, . 1) e 1)
) 1

ol o, est un compact de ¥ contenant #,
(v) W(X) est indéfiniment différentiable.

On note y le groupe dual de ¢, I" un élément de y et 1 1’»identi1;é de y.
(dG) désigne une mesure de Haar de .
Pour toute f eAz,(R”) e‘u tout X eR" on définit:

(hf)r(X fhf NG SR AN

(X)(Af)(@'X) a un support inclus dans #, x#7'c @

icm
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D’aprés le paragraphe I,
V(W) (X) =h(X) [ ()G

'YX, G dG e A, (R™).
#yxort
De plus ||A(X)(Af)(X) “4 (&n) st bornée uniformément en I' par
10, 1 fllLa,, X mesure (' X #77).

DEFINITION. Pour toute fed,(R") on appelle i (X)(kf),(X) la régu-
larisée de f par 9.

Calculons (hf),(X) & l'aide d’unerégularisée. A la fonetion <I%, G
on associe la fonetion [*~!(X) définie dans #:

n—1 - .
Pour tout X = G( X nY), 1 (X)= (I, @, [~(X) est indéfini-
T 4

ment différentiable dans # donc coincide sur le support de h(X) avec
une fonction de 4,(R™).

(Rf)p(X J (MWET X)L, EFOHT, G aF =TI (X) (Rf T (X))

|

Synthése et régularisation. La démonstration repose sur le lemme
suivant:

LEMME ([6]). Soit {g,(@)} une suite de fonctions de L'(%), positives,
& support compact, de norme 1, telles que pour tout voisinage v deé 1y on ait

[e(@)d6 -0 i v co.
2€
Alors pour toute fed,(R"),
”frp,,_flLip(Rn) -0 s »— 00,
pour tout SeCp(R") i
8, =8 s »r>o0

pour la topologie faible o(C,(R"), A,(R™).

On supposera de plus dans ce qui suit que ¢,eA(9)(=FL'(¥)).
Soient S0, (R") & support dans la portion d’orbite 2 et fe 4, (R"™). D’apres
le lemme,

{8, f> = 8, bfy = Lim (8, (hf),,>-
Calculons ]
(hf)p, (X) = f ¢ (6) (hf) (G X)dG

@, ( (Bf)(G"'X) ayant un support 00111pact dans ¢ (powr X fixé),
on a d’a,ples la formule de Parseval:

() (X) = j . (T) (hf )r(X)aT
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dI" désignant 1a mesure de Haar de y associée & dG. Comme la norme de
X)(hf)r(X) est bornée uniformément par rapport & I' et que ¢, (I') e I (y)
on a:
, (1f)p,> = [3,(I) <8, (Wf)p(X)>dl
k4
Par définition, £2 est de synthése dans 4,(R") si et seulement si pour
tout SeC,(R™) & support dans 2, et pour toute fed,(R") nulle sur 02,
on a {8, f> = 0. D’aprés ce qui p1écéde il suffit que

0 = <8, (W)r(X)) = (1 X)S, (W I),(X

ou encore que:
pour tout 8 <G,y (R") & support dans 2, pour toute fe A, (R™) nulle sur 2,
<8, () (X)) = 0.
Remarque: On peut supposer que f est nulle sur toute 1’orbite 0X0~
En effet la frontiére de £ dans Ox, se réduit & deux points (M., I,),
donc est de Ditkin dany 4,(R"):

H(u,)ed, (R telle que
[ f—f ”Ap(R“) -0 &l
Qu /Un(Ml) v 77,,,,(M3)§

W —> oo,
U, f =0 sur

n) €A, (RY) telle que
w, =1 dans un voisinage de 2,

w, =0  sur le complémentaire dans Ox, de 2 Uw,(M,) U, (M 2)}

u,w,f gannule sur Ox . Il est évident que
<S7f> = lil?(l <S) unwnf>'

Régularisation d'un convoluteur. A tout convoluteur & «C,(R™)
& support dans £ on associe son régularisé §,:

Viedy (RY), <8y, f) = (8(Rf)).

Montrons que §, s'identifie & une distribution 8, de R* 1oy suppmb
ponetuel:

Soit p(X)e4,(R"), constante sur les orbites situdes dans #'. D’aprég
la définition de h(X) ot (@),

VXU, (hp)y(X) =

X) [h(eY) a6
k2
Posons [h(6G~1)dG = 1. On a
¢

<8y, ¢) = A48, P>,

icm°
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Pour toute fed,(R") la régularisée (if), est constante sur les orbites
dans %', donec:
A8, (B )1y = A<{84, > = {8y, (Bf)1).
Z(R*"") désigne les fonctions indéfiniment différentiables & support
compact dans R™,
A toute @(ry, ...
p(X)ed, (R")

VXU,

s o) € Z(R™Y), & support dans o' on associe

n—1
X =@ Qn¥) o@ =)
1

Définissons §, par:

<"§15 9~’> =E8yued.
11 est clair que le support de §; est le point (1, ..., 1)eR* % §, est done
une combinaison linéaire de dérivées de mesures de Dirae.

Y

Le régularisé d'un conveluteur a support dans { est une mesure.
On va montrer que 8, ne peut &tre une pseudomesure que si S, est propor-
tlonnel & la mesure de Dirac 8 au point {1} 8, sera alors proportionnel
a la mesure
f o ()i (Xo).

Pour toute fed,(R") nulle sur O on aura {8, (Af) =0 d'ou la synthése
de Q.

Supposons que §, soit une dérlvée d’ordre un de la mesure de Dirac,
par exemple 6):

Vo(ryy..-

- 0
) e DR, G, 5 ==L, e 1),
71

Notons o, la distribution de R® associée 4 6,(.1), et [X]; la 4éme composante

d’un vecteur X de R™.
Pour toute feZ(R™)

@t> =|5 [ f

DIk

% est isomorphe & R (ou R/a[ L’image de la mesure de Haar dG est
la mesure de Haar du de R (ou R/aZ). D’ol -

SR
iy = 3 [ g w x) -

o, est une pseudomesure si et seulement si sa transformée de Fourier
¢, est borngée.

(G‘ PR N

LX) 67 Y] a6

u) X T 0u
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On évalue 6, & Paide du théoréme suivant, démontré par Herz [4].

THEOREME. Soit ¢ une surface de classe €, frontiére dume pariie
compacte convere de R (n' = 2), & courbure gaussienne positive. Soit du
la mesure dun élément de surface.

Alors

)] = 0(j2| WIR)  lorsque  [2'] — co.

11 est facile de voir que le résultat est encore valable pour une surface
7 de classe ™, & courbure gaussienpe positive, non nécessairement
fermée.

Il suffit de montrer que d,(z) est non borné lorsque z varie dans
le plan (0,...0,2,_,,2,). Vérifions que l’ordre de grandeur de a,(0, ... 0,
Zu_15 %) 1€ depend que de la projection O%, = (0,...0, X, (u), X, (u)
de Ox,. 0" x, 86 une orbite du groupe & un pa.lamétle %', restriction de ¥
au plan (0,...0, X, ,, X,) — c’est donc une droite ou une réunion d’ares
convexes. On pep.t supposer que:

La- projection

(Xi(w), . Xy (w) = (0, ... 0, X,y (w), X, (w))

est une bijection de Oy, N Support h sur Q' = Ok,

L’image Q' est un arc convexe du plan (0,...,0, X, _,, X,) ou un
segment de droite.

En effet soit k(X) une fonction indéfiniment différentiable dans R,
& support compact, nulle sur le complémentaire dans Oy, dun are mclus
dans le support de h, vérifiant les conditions plecédentes 8i 0, (2) était
borné, kcxl( 2) = (hx0,)(2) le serait aussi.

o, est la somme d’une mesure et d’une distribution o telle que:

k3

]&(O,...O,znﬂ,ﬂn =| Z i_{h P M)XO’@[G”(M)YJ,-OZM.
En posant
P& u) Xy) = (G 1(fw) AR
0, 0,520 =| 3 JH @ XY 6T, |

7:=11.-—1

Soit du la mesure élémentaire de Q2'. On a du = 0 (u)du ol 0(u) est
une fonction indéfiniment dérivable de signe constant.

81(0, +vvy 0, 2,1, 2 |—1Z 2k

J=n—1

[G, e -ﬂ’

icm°®
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o est non borné d'aprés le théoréme de Herz (n' =2) si Q' est un arc
convexe, d’apres la synthése de Q si Q' est un segment de droite. Ceci
achéve la démonstration.

Rappelons que, pour =n>3, les surfaces de R" vérifiant les
conditions du théoréme de Herz ne sont pas de synthése dans 4 (R").
Un raisonnement analogue & celui fait pour la spheére [1] montre
qu’elles ne sont pas de synthése dans 4,(R") pour 2>=p >%_1

Limites de la méthode. La méthode précédente peut-elle s’appliquer
4 d'autres groupes que les groupes & un parameétre ?

Soit ¢ un sous-groupe de Lie topologique de GL(n, R) de dimension
k vérifiant la condition (C) suivante:

les coefficients g (uy,...,%;) d’une matrice représentant G (u,, ..., 1)
«% sont des fonctions de classe ™ sur R*. ¢ est done connexe.

X,eR"™ n’appartenant pas & un sous-espace invariant par ¢, suppo-
sons que l'orbite Oy soit une variété de dimension 1. On sait que Ox,
est difféomorphe & ¥/A x , ol Hx  est le groupe d’istopie de X,.

Pour définir 1 (X) on a besoin des conditions suivantes:

(i) # x, est compact.

(if) T existe un voisinage % de O, tel que % soit une réunion d’or-
bites difféomorphes & /A x .

La condition (ii) entraine que pour tout X %, # 'y et oy sont con-
jugués. L'ensemble {X e%; A4y = Ay} est done inclus dans un sous-
espace affine de R™ pa.ssant par l’ongme, rencontrant toutes les orbites
de %. % é&tant un voisinage de X, dans R", l'espace est nécessairement
de dimension n—1.

Les éléments de o'y ont (n—1) vecteurs propres réels communs
associés & la valeur propre 1. La condition (i) entraine que la derniére
valeur propre est 4-1. Si o X, est réduit & lidentité, ¥ est nécessaire-
ment un groupe & un pan-a.metre 8i #x, est formé de deux éléments,
soit ¢, le sous-groupe ouvert et fermé de ¥ formé des endomorphismes
G(u) de déterminant positif. C’est encore un groupe de Lie. Les orbites
de % sont engendrées par ¥;. On est ramené au cas précédent.

IV. LE PROBLEME DE LA p-FINESSE

La technique précédente permet de compléter le résultat obtenu
par Khalil pour les sphéres [5].

% (R™) désigne l’algeble des fonctions continues bornées dans R,

DEFINITION. Posons p < co. Un sous-ensemble H

—+“=1’ 1<
V)
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de R™ est p-fin si les conditions

(i) pel*(BR") N % (R"),

(ii) spectre ¢ = B
entrainent ¢ = 0.

THEOREME. Soit & un sous-groupe de Lie de GL(n, R) tel que:

(i) & vérifie la condition C (cf. III),-

(ii) Porbite par & d'un point X, de R™ est une varidté de dimension
(n—1),

(iii) Ie groupe d'isotopic Ay, de X, est compact.

Alors ume partic Q compacte, convere, & courbure gaussienne positive,
de Uorbite est un ensemble p-fin si et seulement si p = 2n/n-+1) (n >1).

Supposons que I'hyperplan tangent en X, & £ ne passe pas par
Dorigine 0. Alors

% ={X =rGX,| Ge¥, rev(l) c R"}

est un voisinage de Ox,.

Dans % les orbites se déduisent de O x, Par une homothétie de centre 0,
de rapport . I1 est évident qu’elles sont en bijection avee ’espace homo-
géne Y|A P .

Régularisation d’une fonction et d’une pseudomesure. Soient 2,
' deux parties compactes convexes de Ox,; & courbure gaussienne
positive, telles que 2 c Q'. Les ensembles # (regpectivement H#')
= {Fe¢%| GX,c (resp. 2)} sont des compacts de ¥ & cause de Ihypo-
thése (iii) sur o X,

Définissons une fonction k(X) 4 valeurs réelles telle que:

(i) h(X)' & un support compaet inclus dans {rX| rev(1), XeQ},

(il) VX, Vrev'(1) = v(1) 2(rX) = h(X),

(iif) A(X) = 1 dans un voisinage de 2, *

(iv) h(X) est indéfiniment différentiable dans R™

k étant la dimension de %, d@ désigne une k-forme différentielle
positive invariante & gauche par ¢ (unique & une constante prés) ([2], X. 1).
1l existe I (uy, ..., ug) e €nky telle que l'image de la mesure dG dans R*
SOLE B (g, «.oy ) AUy A oo A duiy,.

D’autre part soit du la mesure dlémentaire de O x,- D’aprés les hypo-
théses faites sur Q’, il existe 0(w; ... u,) indéfiniment diftérentiable sur R%,
ne s’annulant pas sur £, telle que

(hap) (X (wy .o ) =00 (uy ... w)duy A ... A duy.

P.our to.ute feA(R") et toute pseudomesure § & support dans £ on Aéfi-
nit & I'aide de % (X) et de d@ une régularisée comme dans le paragraphe IIT,

icm
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La régularisée 8, de § s’identifie encore & une distribution 8, sur R, com-
binaison linéaire de dérivées de mesures de Dirac 6® au point {1}. Soit
o, la distribution de R™ associée & 6™, Comme précédemment:

Pour toute fe Z(R"),

@wp= 3 [ an@[] mi,-‘—f,i ap(@).

(ig-- i) ef1ecm} aw"l e OBy _
D’aprés le théoréeme de Herz,
e T
P -1
ﬁ,u» ‘:——O(lz[ - k)
Ox; ... 0, |
1 k

Do
n—1

0k (2)] = 0(|z|" :

* ) § |e] = co.

Démonstration. du théoréme. Supposons que £ mne soit pas p-fin:
il existe une pseudomesure S & support dans @, telle que S e L*(R") N ¥(R").
Montrons que sa régularisée S, vérifie: §,<LI(R") N #(R").

B =(8, [ wED)eiC T2

w1t
= [ (8 BEX)TCTEDY i
o x e —1
T w ~

= [ Wx(@8)(2)d6 =k« GS G

o' x5 ~L o x L
or
Pay N e N
GR(Z) = 8(G72); [ GSaG<IYR") n€(R"), et he¥(R").

E AT :

8, étant combinaison linéaire des distributions oy, on @& nécessairement:
n—1
2

>n doll p < m
1 BT

Réciproquement prenons p <

N
et ¢ =h,u ol h; est une

n4-1
fonction indéfiniment différentiable, &4 support dans £, valant 1 sur une
partie compacte convexe de Q.

Alors

lp(2)] = 0 (]2 ""9%)  si o] - o0 eb p(2)eL*(R") N E(RY).
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On the extension of Lipschitz-Hélder maps on IF spaces
by

LYNN WILLIAMS, J.H. WELLSand T.L. HAY D E N (Lexington, Ky.)

1. Introduction. Let (M,,d,) and (M,,d,) be metric spaces and,
for each subset D of M, and positive number «, define Lip (D, M,; o)
to be the set of all maps f: D> M, which sabisfy a Lipschitz-Holder
continuity condition of order a, that is,

dz(f(ml)yf(wz)) < [dy(@y,2:)]"  for all @y, zseD.

The statement that “extension holds for a” or simply “e(M,, M,; a)
holds” means that, for arbitrary D < M,, every map in Lip (D, M,; a)
extends to a map in Lip (M,, M,; a). The problem of extending Lipschitz
(contraction) and Lipschitz-Holder maps was first considered by Mac-
Shane [5] and Banach [1] in the case M, is the real line, and it follows
from a well-known result of Kirszbraun [4] that e¢(H, H; 1) holds for H
a Hilbert space. A review of other related results and a basic bibliography
to the subject is given in [2]. In [3] it was shown that if M, is an I? space,
2 < g< oo, and M, is a Hilbert space H, then e(L% H;a) holds for
0<2a<q/(g—1); and also ‘that e(L?, H; a) holds for 0 <2a< ¢ and
1< ¢<2. In this paper we generalize these results as follows:

TurOREM 1. Let (M,, d;) be a metric space and let (X, p) and (Y, v)
be two o-finite measure spaces. Then

(a) e(L(u), L (»); a) holds for

Ho0<a<q/pif l<g<2 and 2< p< oo;

() 0<a<qgpif 2<p< o and 2 < g< oo;

(i) 0< a<g/p F1l<p<2 and 1< ¢<2;

(iv)o0<a<gp ifl<p<2 and 2<qg< oo,
where 1/p+1/p" =1/g+1/¢ = 1. Furthermore the range of a is sharp
if the respective LV spaces are infinite dimensional. Also

(b) e(M,, I’ (»); o) holds for 0 < a<<1[p when 2 < p < co and for
0<a<l/p when 1<<p<2. ‘

We shall show in Section 2 that this extension theorem is a direct
consequence of the following fundamental L space inequalities:
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