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(a) 9 a C*-algebra; (b) the map Ry —O(Epic(Ryp, @), Q) one-to-one;
(e) By = 0,(X, 4) for some (compact) topological space X ?
3. If @ is a simple singly-generated O*-algebra, is there an
that @ = M,? 7 " ek
4. If Q is a C(*-algebra and C(X,, Q) £ 0(X,, Q), where X, and X,
are compact Hausdorif, are X; and X, homeomorphic?
5. Ale C’b.(X, A) and C(8(X), A) isomorphic? (Here £(X) is the Cech
compactification of the completely regular space X.)
‘ 'If the answers to 2 and 3 are affirmative, then the suggested general-
ization of a normal operator may be studied in the context of [1].

References

[1] ﬁ.gi;v’o;nili’{lisz?mmy equivalence of binormal. operators, Amer. J. Math. 76
[2] B. Gelba..um, Banach algebra bundles, Pac. J. Math. 28.2 (1969) 337-3

31 - Q-unifo.rm Banach algebras, Proc. Amer. Math. Soc. 76 (19’-7’0)1). 344?5'3
[%] L. Loo‘mls, An introduction to abstract harmonic andlysis, New ’SI()(; k A1.9“ )
[6] M. N almark, Normed rings, Groningen 1964. | ' i
[6] C. Rickart, General theory of Bamach algebras, New York 1960.

UNIVERSITY OF CALIFORNIA, IRVINE

STUDIA MATHEMATICA, T. XXXVIIL (1970)

Colloquium on
Nuclear Spaces and Ideals in Operator Algebras

Nukleare Funktionenriume
und singuliive elliptische Differentialoperatoren

von

HANS TRIEBEL (Jena)

Grothendieck hat die Frage aufgeworfen, ob jeder nukleare (#)-Raum
eine Basis begitzt [6]. Dieses Problem ist zur Zeit ungelost. Damit ist
es von Interesse, fiir spezielle nukleare (F)-Riume die Existenz einer
Bagis nachzuweisen. Wie Mitjagin zeigen konnte [13], ist jede Basis
eines nuklearen (F)-Raumes abgolut. Neben der Frage nach der Existenz
absoluter Bagen in nuklearen (F)-Riumen ist die Isomorphie spezieller
nuklearer (F)-Réume untereinander von Interesse. Wie T. und Y. Komura
beweisen konnten [11] ist jeder nukleare Raum isomorph zu einem
Teilrawm des Tychonovproduktes (s)4. Dabei ist A eine passende Index-
menge. s ist der Raum der schnell fallenden Folgen, also

s={E="{(5) 120 & koxnplex,jsu})2 |g)]j* < oo fir & =0,1,2,...}
mit der iblichen Topologie. Ist der nukleare Raum ein (F)-Raum, so
kann man 4 = {1,2,3,...} setzen. Das folgt unmittelbar aus den Be-
weisen der Arbeit von T. und Y. Komura [11]. Fiir konkrete Riume dieser
Art ist somit die explizite Bestimmung eines isomorphen Teilraumes von
(s)* von Interesse. Samtliche in dieser Arbeit untersuchten Réume sind
isomorph zu s. Damit ist zugleich die Frage nach der Existenz absoluter
Basen in den hier betrachteten Réumen positiv beantwortet.

Im Mittelpunkt der Arbeit stehen nukleare Funktionenrdume und
ihre Beziehungen. zu singuliren elliptischen Differentialoperatoren in Hil-
bertrinmen. Die Verwendung von Hilbertriumen scheint zumindest
plausibel zu sein, wenn man beriicksichtigt, daB die Topologie eines
nuklearen Raumes durch Hilberthalbnormen erzeugt werden kann [18],
8. 71. Die Benutzung eines selbstadjungierten Operators A in einem
Hilbertraum zur Konstruktion des lokalkonvexen Raumes

D(4%) = () D(4")

n =1
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mit den Halbnormen |[A"fl,n =1,2,..., geht auf Mitjagin [13] ung
Pietsch [19] zuriick. Pietsch hat Kriterien fiir die Nuklearitéit und fipe
die Isomorphie von Riumen, die auf diesemn Wege gewonnen wurden
angegeben. Wir gehen hierauf im Punkt 2 genauer ein. Durch Betmoh-’
tung singulirer elliptischer Differentialoperatoren A4 im Hilbertraum
Ly(Q) hat der Verfasser in [20]-[22] die Existenz absoluter Bagen und
die Isomorphie spezieller nuklearer Funktionenriume zum Raum s nach-
gewiesen. Die vorliegende Arbeit ist eine Zusammenfassung, Verein-
heitlichung und zum Teil wesentliche Erweiterung dieser Regultate,
Eemer werden die Ergebnisse anderer Autoren kurz dargestellt, soweit
sie den hier behandelten Gegenstand unmittelbar beriihern ([13] [,19] [7]
[2], (3], [281). B
) Dig .iA;jbeit gliedert sich in 6 Abschnitte. Der erste Absehnitt enthilt
die Def}mtlon der (¥)-Réume 8y (2), Cpr(2) und 0,’3’(’;‘) (£2). Im zweiten
Abschnitt werden die Grundlagen der hier verwendeten Methode beschrie-
ben und der eindimensionale Fall behandelt. In den folgenden drei
Abschnitte untersuchen wir die Riume Bya) (2); Cpey(2) und. CL1(2)
Im letzten Abschnitt sind einige Probleme zusamméngestell‘n fl(ize)s im.
L@uie der‘. Betrachtungen aufgetreten sind. Auf ausfiihrliche Bew,eise muf
h‘ler verzmh.tet werden. An den entsprechenden Stellen werden jedoch
%1;8 znjisfglfldengen Mgtive beschrieben und Beweisgedanken Skizziert.
T: esonders auf die Si i ich iiber die bi i

onten Frgupote, hmausgﬁiﬁ;’ze zu, die wesentlich iiber die bisher publi-

. 1nk (tF)-Réiume von Funktionen. Q sei ein (besehrinktes oder unbe-
szk 1;_?&1 es) offenes zusammenhingendes Gebiet im n-dimensionalen reellen
5 schen Raum R,. Sein Rand wird mit 02 bezeichnet.

Definition 1. g() sei eine im Gebiet O i
Defini . . < R, erklirte, reelle, beliebi
oft differenzierbare Funktion mat q(2) = 1, die folgefn?len Bedm’,gunge;t ge%ﬁgtg:

1. Es gibt eine Zakl o mit 0 < it
: <
fir di et o< % und positive Zahlen C,, so dap

) D@0, (), gen,
gilt. )

2. Ist d(w) =i — 2 j
(%) ;gi le—y| der Abstand eines Punktes v sum Rand 02,
80 gibl es eine positive Zahl ¢ mit
2
@) 1U2) B (@) > O, geQ.

(Ist & = R,, so entfillt diese Bedingung).
3. Bs emistiert eine Ppositive Zahl a, s0 dap

3
® o 9 *(#)e L, (2)
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gilt. (Ist das Gebiet Q beschrinkt, so ist diese Bedingung fir jede positive
Zahl o erfullt.)

Dann ist .

Sy (2) = {f1f () beliebig oft differenzierbar im Gebiet Q und komplex-

wertig, ||fll, = supg ()| D'f(#)| < oo fir 1 =0,1,2,... und fiir olle

Multiindizes y}. =

Man sieht sofort, daB Sy, (2) ein (F)-Raum ist, sofern man die
Topologie aus den Halbnormen ||«f|,, erzeugt.

Wir wollen einige Beispiele angeben.

Beispiel 1. Bs sel # =R, und q(x) = 1+ |z’. Die Bedingungen
(1) und (3) sind erfillt. Man erhilt den Schwartzschen (F)-Raum S(E,)
der gchnell fallenden Funktionen,
(4) S(R,) = {fIf(#) beliebig oft differenzierbar im Raum R,,

sup |21 |D7f(2)] < oo fiir k = 0,1,2, ... und fir alle Multiindizes »}.

2eRy,

Beispiel 2. 2 c R, sei ein beschrinktes Gebiet. Dann setzen wir
(8) Cy(R,0Q) = {f|f(m) beliebig oft differenzierbar in !3, D'fly) = O

fiir alle yedQ und fir alle Multiindizes y}.

Eine Funktion f(#) nennt man in ©Q Deliebig oft differenzierbar,
wenn sie im Gebiet £ beliebig oft differenzierbar ist und sidmtliche
Ableitungen. stetig auf Q fortgesetzt werden konnen. Mit den Halbnormen
(®) I£1, = sup | D"f (o)

wird 0°(2, Q) zu einem (¥)-Raum.

Wir erinnern daran, daB ein Gebiet £ zur Klasse ¢* gehért, wenn
man in jedem Randpunkt yedQ ein euldidisches Koordinatensystem
Y1y -+, Y, mit y als Ursprung angeben kann, so dal man in einer Umgebung

des Punktes y die Fliche 92 in der Form

(7 '.'/n=¢(y17"~1?/n—1)5 #(0,0,...,0) =0,
0% 0,0, ..,0)=0 fir k=1,...,n—1,
61/70 -

darstellen kann, wobei @(y,...,¥,.) beliebig oft differenzierbar ist.
Diese Definition ist nicht daran gebunden, daB £ beschrénkt ist. Man
komms in jedem Fall mit hochstens abzihlbar unendlich vielen derartigen
lokalen Koordinatenumgebungen aus, um den gesamten Rand 9€ auf
diese Weise darzustellen. Ist @ beschrinkt, so geniigen bereits endlich

viele lokale Koordinatensysteme. .
Tet O ein Gebiet der Klasse 0%, so ist die Zuordnung zwischen £ und

0 eineindeutig. Ist das Gebiet aunBerdem beschrinkt, so konnen wir also
wie iiblich C7(£2,02) = 03"(.5“) schreiben. Tn diesern Fall gibt es eine
Funktion ¢(x), die den Voraussetzangen (1) und (2) und der Bedingung
@) @) = a (@), a>2,
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in einer Umgebung von 942, geniigt. (Die Bedingung (3) ist fiir beschrinkte
Gebiete iiberfliissig). Man prift nach, daB

(9 8 (@) = CR(0)

ist [20], Hilfssatz 1. (Gleichheit zwischen (¥)-Riumen ist stets mengen-
theoretisch und topologisch zu verstehen).

Beispiel 3. Q< B, sei ein (beschrinktes oder unbeschrinktes)
Gebiet der Klasse (™. Dann gibt ey abzihlbar viele Randpunkte y,,
j=1,2,..., und offene Kugeln X; mit ¥; als Mittelpunkt, so daB

00 < L{ K;ist und 2 N K; in der Form (7) mit einer Funktion qﬁi dar-
P

gestellt werden kann. Wenn man erreichen kann, daB die Radien der
Kugeln K; untereinander gleich sind und D7 (y)| < b, fiir § = 1,2,...
£ilf, so sagt man, daB Q gleichmé fig zur Klasse 0 gehort. Ist das Gebiet Q
beschrénkt, so gehort es genan dann gleichméBig zur Klasge C*, wenn
es zur Klasse 0% gehért. Die gleichmiBige Zugehorigkeit zur Klasse 0
%sb also insbesondere fiir unbeschrinkte Gebiete von Interesse. Sie stimmt
im wesenftlichen mit der von Browder gegebenen Definition iiberein [4].
Ist Q ein beliehiges Gebiet, so sebzen wir

(10) € (2, 80) = {flf(x) beliebig oft differenzierbar in !3, D?f(y) =0 fir
alle yed2 wund fir alle Multiindizes y, Ifll,, = sup le”l)”f(w)l
<oo,1=1,2,.., 7 Multiindex}. . w2
Unter Verwendung der Halbnormen Ik, wird €P(2, 802) ein (-

-Raum. Il.ll Fall @ = R, ist 65 (B,,9) = 8(R,). Die Definitionen (5)

und (10) sind vertirfiglich, da fiir beschrinkte Gebiete 0P(2,00) = ¢

09) ist. Gehort das Gebift £ gleichmiBig zur Klagse C*, 50 ist die Zuord.j

nung ‘zwischen Q und Q eineindeutig und man kann relativ leicht eine

F.Imktl(‘m‘_q(w) konstruieren, die den Bedingungen (1), (2), (3) geniigt

dlg Relation (8) erfiillt und fiir die zwei positive Konstanten. ¢ und c’

exigtieren, so daB ' :

(11) efd(z)+14 [21%) < g (=) < eyfd* (@) +1+4 %), @eR,a>2,

gilt. Bildet man mit dieger Funktion ¢(s) den (F)-Raum 84 (£2), 50 kann

man W%e im Hilfssatz 1 aug [20] zeigen, daf (mengentheoretisch und
topologisch)

(12) 8o (2) = €2 (2, 00) = 62(D)

mﬁ. Zur‘ l?efmltl'o?l des Raumes € (0, 09), Formel (10), muB man aller-
dmgs" einige kr}tlschf, Anmerkungen machen. Hg ist keineswegs selbst-
Zgrsi;a;naﬁlﬁtch, die Ra,um? 0P (2, (?.Q) im Rahmen dieser Thecrie von
Desel 1’ eaufunpeschmnkte Gebiete durch den Ansatz (10) auszudehnen.

eshalb haben wir auch G statt O geschrieben. Fiir unsere spiteren
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Untersuchungen wird es sich als bequem herausstellen, den Raum

¢ (R2,08) zu nehmen. Es ist aber nicht unbedingt mnatiirlich, da die

Gewichtsfaktoren |2° in den Halbnormen [Il;, keine Riicksicht auf die

Art des Gebietes nehmen: Fiir Gebiete mit endlichem MaB scheint es

auch im Rahmen dieser Betrachtungen durchaus zweekmifig zu sein,

Oy (L, 0Q) direkt durch die Formel (5) zu erklsiren, wobei man sup |.D?f(2)|
e

< oo fiir alle Multiindizes y zu verlangen hitte. Es wire in jedem Falle
von Interesse, die Gewichtsfaktoren |o|' in den Halbnormen |- l, durch
Gewichtsfaktoren zu ersetzen, die der Natur der Gebiete Rechnung
tragen, etwa p'(), p(2) >1, p~ (@)L (Q) fiir eine passende positive
Zahl b. Wir werden spiter € (2, 92) und C°(£2) stets im obigen Sinne
verwenden., :

Definition 2. p(z) sei eine im Gebiet Q erkldinrte, reelle, beliebig oft
differenzierbare Funktion mit p(x) > 1. Dann ist

(13) Oy (R) = { FIf () beliebig oft differenzierbar in 2 und komplexwertig,
Iflhy = sup p*(z) [ D'f(@)] < oo fir 1=10,1,2,... und fir alle Multi-

e ;
indizes y} .
Cp () ist ein (F)-Raum, wenn man die Topologie durch die Halbnormen

[Ill, erzeugt.
Beispiel 4. Man sieht sofort, dafl

01+|z]2'(Rn) = 8(R,)
ist.
Beispiel 5. Ist 2 beschrinkt und p(») =1, so schreiben wir
Cpey (£) = 0°(2,00).
Da wir in diesem Falle nur Gebiete betrachten, fiir die die Zuordnung
zwischen @ und 2 eineindeutig ist (L2 ist dann die grofte offene Menge,

- die in 2 enthalten ist), so konnen wir auch wie iiblich

Oy (2) = C=(2)

schreiben. o
Ist 2 ein beschrinktes Gebiet mit regulirem Rand (£ soll die groBSte

in @ enthaltene offene Menge sein), so haben wir bisher unter anderem
die (I")-Réume 03°(!—2) und G‘”(ﬁ) erfalt. Bs ist von Interesse, abge-
schlosgene Teilrdiume 0(1_2) von 0""(?2) mit

0P(Q) = 0(2) = 6°(9) o
Zu'bétrachten. Die Topologie auf G(ﬁ) soll hierbei die gleiche.wie a,uf/
Studia Mathematica XXXVIII 19

.
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0*(£2) sein. Es ist naheliegend, solche Teilrdume auszusondern, deren
Elemente man durch ihr Verhalten auf dem Rand 82 kennzeichnen kann,
In der Theorie der (koerzitiven) Randwertaufgaben fiir regulire ellip-
tische Differentialoperatoren beschreibt man das Randverhalten der
Funktionen durch Differentialausdriicke der Form

(14) Z b, () D°f(z) =0 fiir vedQ.
. laj<m .

Da wir solche Funktionenrinme betrachten wollen, die durch ellip-
tische Differergsialoperatozen erzeugt werden konnen, ist-es naheliegend,
Teilrdume C(£2) von C°(2) zu untersuchen, die durch endlich viele oder
abzihlbar unendlich viele Relationen der Form (14) beschrieben. werden,
konnen. Nun ist es aber sehr schwierig (wahrscheinlich unmdoglich),
beliebig vorgegebene Relationen der Form (14) durch (regulire oder
singulire) elliptische Differentialoperatoren und deren Iterationen zu
realisieren. Darauf weist schon der Umstand hin, daf Randbedingungen
elliptischer Differentialoperatoren und ihrer Potenzen gewisse Periodi-
zititseigenschaften attweisen. Eg zeigt sich aber, da8 man spezielle Riume
der beschriebenen Art mit Hilfe von Differentialoperatoren erfassen kann.

Definition 3. Q < R, sei ein (beschrinktes oder unbeschrinktes)
Gebiet der Klasse 0. p(x) sei eine im Gebiet O erkliirte, reelle, beliebig oft

differenzierbare Funktion mit p(@) =1 k und m seien ganze Zahlen mit
0<EkE<m und m>1. Dann ist

fe,m

(15) Op5(2) = {FIf (%) € G (2), T *+5f () Jor™+e — ¢ fir 4 €0,
r=0,1,2,... und s =0,..., k—1).

=1 ist hierbei die dufere Normale im . Punkt YyedQ (Ist k=0,
s0 st (_}'f;(";‘)(!)) = Opy (2) 2u setzen). :

Wihlen wir auf Opi% (2) die gleiche Topologie wi
) =) glerche Topologie wie auf O 1 (£2) (was
in Zulkunft stets der Fall sein soll), so ist 0"1;3(!2) ein (F)-R;;,l:m. Ist £

D

beschrinkt und p(z) = 1, so schreiben wir .
Crim (@) = 0=km(Q).
In diesem Fall igt ,‘ ' '
02 (Q) = C™Fm () = ().
Man sieht sofort, das k

i Ooa,m,m(é) — Ggu(é) und G@,ﬂ,m(é) = Owt_é) o
gilt. Das Randverhalten der Funktionen aus Cﬁ’& (L) ist penodmch
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2. Die Erzengung von (F)-Riumen, deren Elemente Funktionen sind,
durch selbstadjungierte Operatoren. In diesem Abschnitt sollen die Grund-
lagen und die Methoden geschildert werden, die zur Erzeugung von
(F)-Réumen von Funktionen fithren. .

H sei ein komplexer separabler Hilbertraum und B sei ein positiv-
definiter selbstadjungierter Operator. Sind B, 1 =0,1,2,..., die I-ten
Potenzen von B und D(BY) die zugehirigen Definitionsgebiete, so wird

D(B®) = Z(501)(1;’)

zu einem. (F)-Raum, sofern man die Topologie auf D(B®) durch die
Normen [|B'u|,1 =0,1,2,..., erzeugt. Pietsch hat in [19] derartige
Réume untersucht. Wir erinnern daran, daf ein selbstadjungierter Opera-
tor B ein Operator mit reinem Punkispektrum genannt wird, wenn sein
Spektrum nur aus Bigenwerten endlicher Vielfachheit besteht. (Daraus
folgt sofort, daB sich die Eigenwerte im Endlichen nirgends h#ufen
konnen). Ein (F)-Raum heillt ein Montelraum, wenn jede beschrinkte
Menge prikompalkt ist. -

Lmywma 1 [19]. B sei ein positiv-definiter Operator m Hilbertraum H.

(ar) D(B*) ist genaw denn ein Montelraum, wenn B ein Operator mit
reinem Punkispeltrum ist.

(b) D(B*) ist genau dann ein nuklearer (F)-Raum, wenn B ein Ope-
rator mit reinem Punktspekirum (mit den Higenwerten 0 < A; < A< ... <
A< ..->oc0 und den wzugehdrigen orthonormierten Higenelementen .,
Uy ...} 98t und eine positive Zahl o ewistiert, so daf ‘

00

(16) D ht < oo

i=1
gilt. Die Bigenelemente {u;};., s, ... bilden eine absolute Basis»m _D(B”).
Einen Beweis dieses Lemmas findet man in [19]. Der Teil (2) steht
in sehr enger Beziehung zu dem Kriterium von Rellich, wonach ein selbst-
adjungierter Operator B im Hilbertraumw H genau dann ein reines
Punktspektrum besitzt, wenn die Einbettung von D(B) (mit- der Norm:
(IlBulP+ [|u|®¥?) in H kompakt ist. Der Beweisgedanke des Teils (by
besteht darin, daf man durch die Zuordnong w; —> ¢; = (0,0, ...,0 ,}, 0,...)

einen Isomorphismus zwischen D(B®) und dem Folgenraum
(17) {E18 = (5)mrs., D HIHE < o0, 1=0,1,2,..}
. j=1. .

herstellt.
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LEMMA 2. B sei ein positiv-definiter Operator mit reinem Punlispeltrum,
D(B”) ist genau dann isomorph zum Roum s der schuell fallenden Folgen,
wenn positive Zahlen ¢y, yy vy und vy existieren, so daf fir die Tigonwerte
X die Abschitzung ’

(18) 01j11<11<02j127 .7 "_'1727"-7
gilt. .
Man beweist dieses Lemma, indem man berticksichtigt, dag D(B*)
isomo?ph zum Folgenraum (17) ist. Im tbrigen sind die Formel (16)
@d die Abschitzung ¢,j << 4;, 5 = 1,2, ..., dquivalent (aus der Exigtenz
einer Zahl o, so daB die Formel (16) gilt, folgt die Existenz einer Zahl
7 und umgekehrt). Das ergibt sich aus :

K< Az ® < 0 < co unabhiingig von j.

Do

&
[
-

‘Wir formulieren noch eine Variante des Lemmas 2.

LeMwma 2’. . B sei ein positiv-definiter Operator mit reinem Punlkispek-
trum. D(B%) ist genaw dann isomorph zum Raum 8, wenn positive Zahlen
1505, T Und T, existieren, so daf ’

‘ 519) alMmSNA) < ed2, Azl >0,
gilt. Hierbei ist N (A) 21211 dic Anzahl der Higenwerte des Operators B
<

P 7 .
(unter Beriicksichtigung der Vielfachheiten), die kleiner als A4 sind.

Man hat lediglich die Aquivalenz der Bedingungen (18
) . und (19
nachzupriifen. Sie ergibt sich aus gmaen (19) o

N(y) =j—1.

- W].'[‘ weigen s?h]ieBh'eh noch darauf hin, daB in den Arbeiten von
Mitjagin [13], WOJtyﬁ.ski [27] und Guillemot-Teissier [7 1 ebentalls Opera-
toren zur Kopstruktmn nuklearer (F)-Riume, zur Untersuchung von
Isomorphlebemehungen und zum Nachweis der Existenz abgsoluter Basen
gsor?[ltzti v;?;den. In der Arbeit [7] werden fir den konkreten (F)-Raum
0>([—1, und den - Legendreschen Differentialoperat dhnli
Uberlegungen wie hier entwickelt. pertor Shlishe
’0 A121f der Grundlage der Temmata 1, 2 und 2’ wurden in den Arbeiten
E;I b]g 21 nukleare (F)-'Raume von Funktionen untersucht. Die beiden
an e(; en. ;0]1 Baouendi und G'oula,ouic [2], [3] stiitzen sich ebenfalls
f derar lgfs Uberlegungen. Wir werden spiter insbesondere auf diese

beiden Arbeiten noch genauer eingehen.

Um die Methoden zu beschreiben, di f

! 0 z » dle zur Erzeugung von Funktio-
nenranmen durch elliptische Ditferentialoperaten fithren, beschrinken
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wir uns in diesem Abschnitt auf den eindimensionalen Fall. Es zeigh sich,
daB der Ubergang zu mehrdimensionalen Fillen mit einer erheblichen
Steigerung des rechnerischen Aufwandes verbunden ist, wihrend die
entscheidenden Motive und Beweisgedanken im wesentlichen die gleichen
wie im eindimensionalen Fall sind. Wir haben Funktionenriume iiber
beschrénkten, halbbeschréinkten wund wunbeschrinkten Intervallen zu
betrachten. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir hierfiir
die offenen Intervalle (—1,1), (0, o) und (—oo, oo) nehmen. Entsprechend
den Definitionen des Abschnittes 1 werden wir die (F)-Réume S,,((—1, 1))
(insbesondere C7°([—1,1])), Syy((0, o)) (insbesondere G([0, o)), |
8y ((—o0, o0)) (insbesondere S(R,)), Ope ((—1, 1)) (insbesondere 0=([—1,
1))y Cpy((0, 00)), OF((—1,1)) (insbesondere (>*™([—1,1])) und
0’;’@;((0, o)) durch Differentialoperatoren erzeugen.

‘Wir betrachten. den positiv-definiten reguliren elliptischen Differen-
tialoperator 4,

(20) (4f) (@) = (—1)™fe™ (),
D(4) = {fIf () C=(I—1,1]), fO(—1) =f7(1) = 0,7 =0,...,m—1}

im Hilbertraom IL,((—1,1)). A ist wesentlich selbstadjungiert (4, der
AbschluB von A, ist somit selbstadjungiert). Bekanntlich ist

D(A*) = {fIf (@) e W3™((—1, 1)), f¥™(—1) = fE(1) =0 fiar
j=0,1,...,k—1lund r =0,..., m—1}.
Aus den Sobolevschen Einbettungssidtzen folgt dann

D(A®) = {fIf(e) 0= ([—1, 11), f&™I (1) = f¥"7(1) = 0 fiir
j=0,1,2,... und 7 =0,..., m—1} = ("™ ([—1, 1]).

Gleichheiten zwischen (F)-Réumen sind hierbei stets topologisch zu
verstehen. A ist ein Operator mit reinem Punktspektrum, die Rigenwerte
geniigen einer Abschitzung der Form (18) [16]. Nach Lemma 2 ist somit
02 ([ —1,1]) isomorph zum Raum s, insbesondere besitzt "™ *™([ —1,1])
eine absolute Basis. Der einfache Operator aus der Formel (20) erzeugt
also den speziellen (F)-Raum C°™>™([—1, 1]). Zugleich sieht man aber,
daB die reguliren Differentialoperatoren nicht sehr geeignet sind, um die
oben aufgezihlten Riume zu gewinnen. Das trifft in noch stirkerem
MaBe auf die Funktionenriume iiber den Intervallen (0, co) und R, zu.

Um den Raum CP([—1,11) zu erzeugen, ist es naheliegend, von
singuliren Differentialoperatoren auszugehen, die auf C.,°°((——1,1)) (der
Gesamtheit der im Intervall (—1, 1) beliebig oft differenzierbaren finiten
Funktionen) wesentlich selbstadjungiert sind. Aus den Resultaten von
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Neumark ([16], 8. 247 und 8. 184) folgt, daB A,
rt G 00 A .
(Af) (@) = —f" (@) + Wﬂ“)’ D(4) = 67((—1, 1),

als Operator im Hilbertraum I, ((—1, 1)) wesentlich selbstadjungiert
ist, wenn C > $ ist. 4 ist dann ein Operator mit reinem Punktspektrum.
Ist u{z) eine Bigenfunktion, so kann man leicht das Lokalverhalten von
%(2) an den Stellen —1 und 1 ausrechnen,

u(@) = (@£1)(a+o(1)), @ # 0,0 =4+V0O+%.

Die Funktion (%) gehort nicht zu CP([—1, 1]). Andererseits sicht
man aber, daf fiir ¢ > co auch ¢ — co gilt. Man kann somit hoffen, daB
ein Differentialoperator mit einer stirkeren Singularitit, etwa A,

1
G D@ = —f"@+ g i), a>2, D(4) = 63((—1,1),

das %@mchte leistet. Setzt man q(z) = 1/(#*—1), so priift man jetzt
so.fort die Bigenschaften (1) und (2) nach. Dabei erweist es sich, daB die
Bigenschaft (1) zweckmiBig ist, um die Iterationen A* zu bilden und
D(4*) zu bestimmen. Durch derartige Uberlegungen sind die Bedingun-
gen (1) und (2) entstanden. Sie erweisen sich fir unsere Zwecke als
ausreichend, wie der folgende Satz zeigt:

8a1z 1. g(@) sei eine Funktion, die den Bedingungen (1) und (2) im
Intervall Q = (—1,1) genigt.

(a) Der positiv-definite Operator A,

(22) (AN)(@) = —f" @)+ q@)f(@), D(4) = Cr((—1, 1)),

ist im ﬁilb‘ertmum L, ((—1, 1)) wesentlich selbstadjungiert. D", k=1,
2, ..., ist die Vervollstindigung von O ((—1, 1)} in der Norm

1

(23) [ J(17%9 @)+ ¢ @)\ (o)) s

-1

- (b) 4 ist ein Operator mit reinem Punktspektrum. Bs gibt awei po-
sitive Zaklen a, und a,, so daf fir die Eigenwerte A; des Operators A
(24) o <A< a7,
gilt.

i=1,2,..,
(c) Hs ist

D) = () DA = Sy(—1, 1),
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Syw(—1,1)) ist ein nuklearer (F)-Raum mit absoluter Basis. Br st
asomorph 2u .

Einen Beweis des Teils (a) dieses Satzes findet man in [20]. Dabei
wurde gezeigt, daB D(4¥) die Vervollstandigung von 5°((—1, 1)) in der
Norm

© 2k s
(25) ) [Z ”Qk*?f(s) ”h((—l,m]ll2 )

ist. Miller-Pfeiffer hat - darauf aufmerksam gemacht, daB die Normen
(23) und (25) dquivalent sind [14], [15]. DaB A ein Operator mit reinem
Punktspektrum ist, folgt aus dem bereits erwihnten Kriterium von
Rellich und dem Rinbettungssatz von Sobolev-Kondraiev. Die Formel
{24) erhilt man relativ leicht aus dem Variationsprinzip von Courant.
Der Teil (¢) ergibt sich aus den Sobolevschen Einbettungssitzen und aus
dem Lemma 2. )

ForeeErUNG 1. CF([—1, 1]) 4st ein nuklearer (F)-Raum mst absoluter
Basis. Er ist isomorph 2u s. ,

Die Richtigkeit der Folgerung ergibt sich aus dem Satz 1, wenn ma;
g(@) = 1/(@*—1)* mit a« >2 setzt.

Wir betrachten jetzt die Riume C%™([—1,1]), 0 < k< m, mit
dem. wichtigen  Spezialfall ¢>*™([—1,1]) = 0*([—1,1]). Wir diirfen
%k < m voraussetzen, da wir den Raum C™™([—1,1]) = C([—1,1])
bereits behandelt haben. Wie wir bereits gezeigt haben, kann man die
speziellen Riume (0°™*"([—1,1]) durch den reguliren Differentialo-
perator (20) erzeugen. Andererseits weil man, daf der Legendresche
Differentialoperator

(26) Af = —(1—af (@)) +f(2),

im Hilbertraum L, ((—1, 1)) wesentlich selbstadjungiert ist, da die Legen-
dreschen Polynome

Pi(@) = G;[(a* 1)1,

ein vollstindiges Orthonormalsystem von Eigenfunktionen des Operators
A im Raum Ly((—1, 1)) bilden. Man darf somit erwarten, dall der Legen-
dresche Operator A den Raum O®([—1,1]) auf die frither angegebene
Weise erzeugt. Auf diese Moglichkeit hat Pietsch aufmerksam gemacht -
[19]. Aus der bekannten Verteilung der Eigenwerte des Operators A mit
reinem Punktspelktrum und den Lemmata 1 und 2 folgt dann, daf die
Legendreschen Polynome eine absolute Basis im Raum 0%([—1,1])
bilden und *([—1,1]) isomorph zu s ist. Wie wir bereits erwihnten,
wurde ein Beweis dieser Behauptung mit &hnlichen Methoden wie hier

D(4) = 0%([—1,1]),

j=0,1,2,...,
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von Guillemot-Teissier in [7] angegeben. Bereits Mitjagin hat bewiesen,
daB die Geby¥ev-Polynome

T;(z) = cos(jarccos®), j=0,1,2,...,

im Raum C%([—1,1]) ein absolute Basis bilden [13], 8. 118. Ferner
konnte er zeigen, daB ¢*([—1,1]) und C([—1, 1]) isomorph zu s sind
[18], 8. 120. Kombiniert man die Uberlegungen, die zu den Operatoren
(20) und (26) fuhrten, so erscheint der nachfolgende Ansatz plausibel:

8417 2. ¢ (@) sei eine Funktion aus C°([—1, 1]), ¢(z) > 0 fir we(—1,1).
Es mbgen drei positive Zahlen c_y, ¢, und &0 <'e <1, existieren, so daf

o(o41)  fir we[~1, —1+e],

27 ;
6 (1—2) fiir we[l—e 1]

o(@) =
gilt. .
(a) Ist i eine natiirliche Zahl und » eine ganze Zahl mit —oo < r <i,
s0 st der positiv-definite Operator A,

8) (Af) (@) = (=1)(e" (@)1 (@)® +f (a),

D(A) = {fIfe0>([~1,1D), fO(—1) =7D(1) = 0

fir j =0,1,..., t—r—1},

im __H'ilbm*imum Lg((—l,l)) wesentlich selbstadjungiert. Fiir 0 <r <t ist
D(A*) die Vervollstindigung von

(29)  {fIfeC™([—1,1]), fEIH(—1) = fE=+7(1) — ¢

fiir i =0,1,...,%—1 und j = 0,1,..., t—r—1}
in der Norm

. 1 1/2
(30) [ [{e™ @175 @)+ I (2)1%) aa]

-1

o Ist r <0, s0 ist D(A*) = Wi¥((—1,1)) und die Menge (29) ist dicht
in DA%,k =1,2,...

- (b) A ist éin Operator mit reinem Punkispekirum. Es gibt zwei po-
sitive Konstanten @y = a;(7,1) und ay = ay(r, 1), so dap fiir die FBigenwerte
A; des Operators A '
(81)
gilt.

o <L <ai  §=1,2;...,

(¢) Sind m und & 2wei ganze Zahlen mit 0 <k <m, so ist
C=B™([—1,1]) = D(A®),

{ofer.n man in der Formel (28) t=m—F und r = m—2% setet. 0= m(r 1, 17)
st ein nuklearer (F)-Raum mit einer absoluten Basis. Br ist isomorph 2u s.
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Einen Beweis dieses Satzes findet man in [22]. Man sieht unmittelbar,
daB der Operatior (20) ein Spezialfall ist, r — 0. Wie der Teil (c) des letzten
Satzes zeigh, ist der zugehdrige Raum C*%%([—1, 1]), was mit unseren
fritheren Aussagen iibereinstimmd.

ForeERUNG 2. 0%([—1,1]) ist ein nuklearer (F)-Raum mit absoluter
Basis. 0°([—1, 1]) ist isomorph zu s.

Das ist richtig, da der Raum 0°([—1,1]) = C*%"™([—1,1]) durch
jeden Operator A der Form (28) mit ¢ = = m erzeugt wird. Insbesondere-
konnen wir m = 1 wihlen und erhalten dann das Analogon zum Legen-
dreschen Differentialoperator (26). In [22] und [23] wurde die Theorie
der allgemeinen Legendreschen Differentialoperatoren entwickelt, wobei
die Bedingung (27) durch die schwiichere Bedingung

lim 2@ _ . o)
z)—1&+1

ersetzt wurde. Dabei zeigt es sich, daf man in einer Reihe von Fillen
(inshesondere fir den gewdhnlichen Eegendreschen Differentialoperator)

- mit Hilfe der Interpolationstheorie von Sobolev-Besov-Riumen mit

Gewichtsfunktionen auch die Definitionsgebiete D(A*), » > 0, fiir gebro-
chene Potenzen bestimmen kann [23]. Das gilt auch fiir die Operatioren
aus dem Satz 1, wie in [25] gezeigt wurde.

Wir gehen jetzt zur Betrachtung von Funktionenrdumen iiber den
Intervallen (0, o) und B; = (—o0, oo) iiber. Es zeigh sich, daB in beiden
TFillen Satz 1(a) richtig bleibt, [14], [15]. Die Funktion ¢(z) mu hierbei
den Bedingungen (1) und (2) geniigen. Um Satz 1(c) zu erhalten, muf
man vor allem sicherstellen, dafl jede Funktion aus S, quadratisch
integrierbar ist. Man prift sofort nach, daB die Bedingung (3) hierfiir
hinreichend ist. Mit Hilfe der Formel (23), der Bedingung (1) und den
Sobolevschen Einbettungssitzen fiir unbeschrinkte Gebiete [17], [24]
zeigt man rvelativ einfach, daf in diesem Fall

Byta) (0, 00)) = D(A*)  oder Sy (By) = D(A")

gilt. Dabei ist A wieder der Operator aus dem Satz 1 bezogen aunf das
Intervall (0, co) oder auf E;. Um Lemma 2 anwenden zu konnen, bend-
tigen. wir eine Abschitzung der Form (18). Aus dem Variationsprinzip
von Courant ‘erhdlt man die Ungleichung

Mgt J=1,2,..

wobei J; wie frither die Eigenwerte des Operators A sind. Die eigentliche
Schwierigkeit besteht in der Gewinnung einer Abschitzung der Form

(32) hzaj?  a>0,7,>0.
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Wir formulieren ein entspréchendes Resultat und diskutieren es
anschlieBend.

Sarz 3. Hs sei 2 = (0, oo) oder Q = R, = (—o0, o0).

(a) Geniigi q() den Bedingungen (1), (2), (3), so gili Sate 1(a), wobes
‘man (—1,1) durch Q zu erselzen hat. Ferner ist

D(A®) = Sy (£).

(b) Ersetet man die Bedingung (3) durch die schiirfere Forderung
{33) q(x) = elzl* ¢ >0,a>0,
80 48t Sy (L2) ein nuklearer (F)-Rawm mit absoluter Basis. Er ist isomorph
2u 8.

Nach dem, was bereits gesagt wurde, geniigt es zu zeigen, daB eine
Abschitzung der Form (32) existiert. Ist N (4) die Anzahl der Eigenwerte
des Operators 4, die kleiner als A sind und ist 7y, (%) die entsprechende
Anzahl fiir das Neumannsche Problem des Operators B,

(Bf) (@) = —f" (@) +f(z)

im Intervall (0, b), falls 2 = (0, co) und im Intervall (—b,b), falls Q2 = R,

ist, so ergibt sich aus dem Variationsprinzip von Courant
(34) N(2) < my(2)

¢ und a haben hierbei die gleiche Bedeutung wie in dex: Formel (33).
Fir b> 1 ist aber

mit b = el%

(85) ny(A) < e'BVA

mit einer von b und 1 unabhingigen Xonstanten ¢’. Daraus folgt -
(36) N(2) < c'ed? = g je+iie,

Wie wir beim Ubergang vom Lemmsa 2 zumi Lemma 2’ bereits
bemerkten, ergibt sich hieraus die gewiinschte Abschitzung (32). (Bs ist
7 = 1{{a+3).) Bs ist wiinschenswert, einen entsprechenden Satz ohne eine
‘Wachstumsbedingung der Form (33) herzuleiten. Auch fiir eine Ausdehnung
der Resultate auf den n-dimensionalen Fall wiire es zweckméfig, das
Wachstum von ¢(z) fir |w— oo lediglich durch- die Bedindung (3)
auszudriicken. Daf man ohne jede Zusatzbedingung auskommt, scheint
fraglich, ist aber nicht ausgeschlossen. Wir werden spéter bei der Behand-
lung des n-dimensionalen Falles auf die Resultate von Kostjudenko [12]

eingehen. Im eindimensionalen Fall kann man ein relativ einfaches
Kriterium angeben.

‘ SAT'{ 3". Bs'sei Q = (0, co) oder Q — R, = (— oo, co). Die Funktion
q(2) geniige den Bedingungen (1), (2) und (3). Ferner soll es einen Punkt
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Ly 2 geben, so daf q(x) links von 2, monoton fallend und rechts von x,
monoton wachsend ist. Dann bleiben Satz 1(a) und Sate 1(c) richtig, sofern
man (—1,1) durch Q ersetzt.

Wie wir bereits gesagt hatten, muB man zum Beweis nur noch eine
Abschitzung der Form (32) herleiten. Setzen wir I, = {z|q(x) < A}, so ist
I, ein beschriinktes Intervall, da ¢(z) der Bedingung (3) geniigh und die
angegebene Monotonieeigenschaft besitzt. Hat o die gleiche Bedeutung
wie in der Bedingung (3), so folgt

Ll = [ ¢(2)¢ (@) ds < e2®
I; . .

Uber die Formeln (34) und (35) gelangt man jetzt wie frither zu.
den - Abschétzungen (36) und (32).

ForeerUNG 3. CF°([0, o0)) und S(R,) sind nukleare (F)-Riume mit
absoluter Basis. Sie sind isomorph zu s.

Setzt man im Intervall (0, co) etwa ¢(#) = 1+ °+2® mit a > 2)
80 ergibt sich aus den Formeln (10), (11), (12) und aus dem Satz 3 die
gewiinschte Aussage fiir den Raum € ([0, co)). Wihlt man ¢(x) = 1+ 22
im Intervall RE,, so -ergibt sich-die Behauptung fir -den-Raum -S(R,).
Der zugehorige positiv-definite Differentialoperator 4 mit reinem Punlkt-
spektrum ist der Hermitesche Differentialoperator

(AN (@) = —f"@+1+2)f@2), D(A)=CP(Ry).
Lemma 1 zeigt dann, dafl die Hermiteschen Funktionen

1) i =0,1,2,...,

als Rigenfunktionen des Operators 4 eine absolute Basis im Raum S(R,.
bilden. Dieses Resultat findet man bereits bei Mitjagin [13], S. 120,

Bei der Behandlung der Réume O,y ((0, o) und OCEE((0, oo))
koénnen wir uns kurz fassen. Ob eine beliebig oft differenzierbare Funktion
zu einem der genannten Riume gehort, hingt ausschlieBlich von dem
Lokalverhalten der Funktionen an den Endpunkten des Intervalles
(0, oo) ab (hierbei hat man oo als Endpunkt zu zdhlen). Das Gleiche gilt
fiir das Spektralverhalten und fiir die Bestimmung der Definitionsgebiete
D(A") wesentlich selbstadjungierter elliptischer Differentialoperatoren A
mit beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten. Wir gehen hier auf dieseis
in der Spelktraltheorie von Differentialoperatoren gut bekannte Lokali-
sationsprinzip nicht niher ein und verweisen auf [5] und [16]. Auf dieser
Grundlage . und unter Verwendung der fritheren Resultate gelangt man
zu folgendem Ansatz: .

SATz 4. o(x) sei eine im Intervall [0, oo) beliebig oft differenzierbare
Funktion, ¢(z) >0 fir we(0, oo). Hs migen drei positive Zahlen ¢, ¢ und

. H,(W) — Oje~xz/2(e—m2)(i),
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& ém’stiemn, so daf
) Cox  fiir ze[0, ¢
g(x) — 0 ) [ H ]7
1 fir x>c¢

gilt.

(a) Ist ¢ eine natirliche Zahl und v eine ganze Zahl mit —oo < <1,
so ist der positiv-definite Operator A, . :
(38) (Af) (=) = (=1 (" (@)D @)+ (L +2)f(2),
D(4) = {fif(x) ist fir ©>0 belichig oft differenzierbar, f(a) =0 fir
> mo(f),f(”(O) = 0fir j =0,1,...,t—r—1}, im Hilbertraum Ly((0, o))
wesentlich selbstadjungiert. A ist ein Operator mit reinem Punkispektrum
Jiir dessen Eigenwerte 1; eine Abschitzung der Form (18) gilt.

(b) Sind m und k ewei ganze Zahlen mit 0 <k < m, so ist
(39) 0:]&7:((07 OO)) = D(Zm)’
sofern man in der Formel (38) t = m—Fk und r = m—2k sett. 0%:((0, oo))

. . s . 1+z
15t ein nuklearer (F)-Raum niit einer absoluten Basis. Br ist isomorph 2u s.

Wie wir bereits erwihnt hatten, beweist man diesen Satz mit Hilfe
des Lokalisationsprinzips fiir elliptische Differentialoperatoren und unter
Verwendung der Sitze 2 und 3. Man kann p(®) = 1+ im letzten Satz
durch irgendeine Funktion p(w) ersetzen, sofern sie nur fiir # > 1 dag
gleiche Verhalten wie die Funktion ¢(z) in den Sétzer 3 oder 3’ zeigh.
A}i der Formulierung des Satzes 4(b) #ndert sich nichts, sofern man
cEmo, ?o))‘dm'eh O572((0, oo)) etsetzt. Ferner ist es micht unbedingt
ngtwend.lg, in der Formel (38), ¢(#) =1 fir #> ¢ zu verlangen, um
Ol;’:((o, oo)) zu erzeugen. Das zeigt auch das unten angegebene Beispiel
des Laguerreschen Differentialoperators.

‘FOLGERUNG 4. C1,4((0, 00)) dst ein nukilearer (F)-Raum mit absoluter
Basis. Er ist isomorph z2u s.

Wle in der Folgerung 2 braucht man auch hier lediglich darauf hin-
zuweisen, da8 Cp.,((0, o0)) = ¢%7((0, o)) fiir jede natiirliche Zahl m ist.
Il]".l Satz 4(b) haben wir somit ¢ = 7 = am zu setzen. Ingbesondere kénnen
Wir m =1 wihlen. Wir hatten bereits darauf hingewiesen, da8 die Vor-
aussetzung ¢(2) = 1 fiir # > ¢ in dem letzten Satz abgewandelt werden
kann. 8o zeigt es sich zum Beispiel, daB man zur Erzeugung des Ratmes
Cui2((0, oo)) den Laguerreschen Differentialoperator 4,

(AN (@) = —4{of @) + (1L +2)f (),
verwenden kann. Seine Eigenelemente, die Laguerreschen Funktionen

L’(m) = Gjetll[e—wwﬂ'](f)’ j — 0’ 1, 2’ .

bilden dann nach Lemma 1 eine absolute Basis im Raum Oy, {(0, o)), .

iom® -
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Wir weisen schlieflich noch darauf hin, daf man auch im Raum
OP([—1,1]) explizit eine absolute Basis angeben kann. Sind H;(z) die
Hermiteschen Funktionen aus der Formel (37), so bildet -

™ .
H,-(tg;m), j=0,1,2,...,

eine absolute Basis im Raum C([—1,1]), da durch die Abbildung

\ (1) (@) = f (tg z w) _

die Riume CY([—1,1]) und S(R;) isomorph zugeordnet werden ([13],
8. 120; [18], 8. 158).

SchlieBlich erwihnen wir noch, daf man den interessanten nuklearen
(F)-Raum C*(R,) nicht auf diese Weise erhiilt. Das ist auch nicht ver-
wunderlich, wenn man beriicksichtigt, da8 alle hier auftretenden Réume
jsomorph zu s sind, wihrend Mitjagin zeigen konnte, daf ¢*(R,) isomorph
zu (s)* mit 4 ={1,2,...} ist ([13], 8. 125).

3. Die (F)-Riume 8, (2). Im letzten Abschnitt hatten wir bereits
die Réume S, (L) betrachtet, wobei 2 ein Intervall war. Die Resultate
(Satz 1 und Satz 3) sind dabei so formuliert worden, da8 sie nach ent-
sprechenden, Absinderungen auch im n-dimensionalen Fall giiltig sind.
Grundlage der Untersuchungen ist folgendes Lemma: i

LEMvA 3. Q c R, sei ein beliebiges (beschrinltes oder unbeschrinlkies)
Gebiet iiber dessen Rand keinerlei Voraussetzungen notwendig sind. g(x)
geniige den Voraussetzungen (1) und (2). Dann ist der Operator A,

(40) (4N (2) = —Af@)+4@)f(@), D(4) =07(2),

im Hilbertraum L,(Q) wesentlich selbstadjungiert. D(A¥), k = 1,2, ..., ist
die Vervollstindigung von Oy (L) in der Norm

@ [ 3y 1 P

Die Binschrinkung von A% auf OF (2) ist ebenfalls wesentlich selbstad-
Jungiert. .

Tinen Beweis des Lemmas fiir beschrinkte Gebiete findet man in
einer etwas schwicheren Formulierong in [20]. Miiller-Pfeiffer hat diesen
Beweis verbessert und auf unbeschrinkte Gebiete ausgedehnt [14], [15].
Auf ihn geht die obige Fassung zuriick. Wie wir schon im zweiten Abschnitt
hervorgehoben haben, dient die Forderung (3) dazu, Sy (Q) = Ly(2)
zu sicherh. Das Analogon zu Satz 3 lautet jetzt folgendermafen:
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SATZ 5. 2 < B, sei ein beliebiges (beéchrdnktes oder umbeschrinlkies)
Gebiet iiber dessen Rand keinerlei Voraussetzungen notwendig sind.

(a) Geniigt q(x) den Bedingungen (1), (2), (3), so ist
D(A®) = 8y (2).
(b) Ersetzt mon die Bedingung (3) durch die schirfere Forderung
(42) g@) = Clzl®, 0>0, a>0, e,

80 ist 8y (2) ein nuklearver (F)-Raum mit absoluter Basis. Br ist isomorph
2u 8.

Wir machen einige Bemerkungen zum Beweis, die iiber die Betrach-
tungen des eindimensionalen Falles - hinausgehen. BEs sei f(@) 0 (Q)
< 07°(B,). Dann folgt aus demi Lemmsa 3 und den Einbettungssétzen
fiir den R, [17], [24]

(43) Smu!? [f(@) = Zgglf @) < ellf] ”W§7c(Rﬂ) < ¢[fllper,

sofern 2k >n/2 ist. Auf der Grundlage dieser Ungleichung und der
Bedingung (1) ergibt sich

D(A®) = 8y (2).
Aus der Forderung (3) folgt die Umkehrung
By (2) = D(A™).

Daraus kann man den Teil (a) einschlieBlich der topologischen Gleich-
heit herleiten. Hierbei ist zu beachten, da8 wir Einbettungssitze vom
Typ der Ungleichung (43) nur fiir den Raum R, und nicht fiir das Gebiet
£ Dbendtigen, da wir es nur mit Funktionen aus 07 (L2) zu tun haben.
Inshesondere braueht Q kein Gebiet vom Sobolevtyp zu sein, (das zum.
Beispiel der Kegelbedingung geniigt [1]). Aus der Bedingung (42) folgt,
daB A ein Operator mit reinem Punktspektrum ist. Es ist notwendig,
eine Abschitzung der Form (19) herzuleiten. Aus dem Variationsprinzip
vor Courant und der bekannten Eigenwertverteilung des Dirichletschen
Problems fiir den Laplaceoperator folgt

(44) NQA) =™,  ¢>0.

Um eing Abschitzung in der anderen Richtung zu beweisen, mus.
man die Bedingung (42) benutzen. my(4) sei die Anzahl der Bigenwerte
des Laplaceoperators im Gebiet £ {z| |#| < b} mit Dirichletschen
Randbedingungen auf 90 N {z| o] < b} und Neumannschen Randbe-
dingungen auf {z| |z| = b} N Q, die kleiner als 2 sind. %,(4) sei die Anzahl
der Eigenwerte des Laplaceoperators in der Kugel {#| |z| < b} mit Neu-
mannschen Randbedingungen, die kleiner als 1 sind. Aus dem Variations-
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prinzip von Courant ergibt sich mit A = ¢b* und der bekannten Eigep—
wertverteilung fir das Neumannsche Problem des Laplaceoperators in.
kugelférmigen Gebieten

N (A) < my(R) < Ty (A) < ¢ B A2 < ¢ grienla,

Der Satz 4(b) folgt jetzt aus dem Lemma 2'.

Bem erkung 1. Wie wir im eindimensionalen Fall schon angedeutet
haben, ist es winschenswert, den Satz 4(b) ohne die einschrinkende
Bedingung (42) zu beweisen, sondern neben (1) und (2) nur (3) zu forde.rn-
Ob dies ohne jede Zusatzbedingung moglich ist, erscheint aber fraglich..
Wir erwihnen hier die Resultate von  Kostjufenko [12], die in diese
Richtung zielen. Es sei 2 = R, .q(s) geniige den Voraussetzungen (1)
und (3), sowie den Bedingungen

q(z) < Bexp[oglo— &|¢¥(8)]  fiir [z—& >1,

exp[—ag(£)]1dE < Bexp l~ —7% Q(w)]

|w—&l<1

fiir eine passende Zahl ko> 1,

gl@) < Aq(8) . fir [p—E <1
und

7
f (M—q(m))“’zdw@(»ii) f (Fa—g@)2dm, >0, Ay > Ay
afm)<hy 27 glx)<ty
Dann ist der Operator A aus der Formel (40) wesentlich selbsta,fi—-
jungiert und A4 ist ein Operator mit reinem Punktspektrum. Es gilt

(45) Niy<e [ p—g@)as< e |{slgw) <

a(@)<r

<a | la)q @) de < ¢ PR
alz)<A

In der gleichen Weise wie frither folgt dann, daB {Sm)(.Q) = D({l"")‘
ein nuklearer (¥)-Raum ist, der isomorph zu s ist. Kostjuéenko hat nicht
nur eine Abschitzung der Form (45), sondern eine asym;)totlsghe Formel
fiir N (1) angegeben. Da wir nur Abschitzungen bendtigen, 1s1? es ver-
mutlich moglich, die komplizierten Zusatzbedingungen durch einfachere.
zu ersetzen. ‘

Bemerkung 2. Das letzte Beigpiel zeigt, da8 man im Falle 2 = R,
fiir Funktionen ¢(z), die den Bedingungen (1), (2), (3) und gewissen
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Zusatzbedingungen geniigen, erreichen kann, daB 8y (R) = D(A%) zu
§ isomorph ist. Wir wollen jetzt einen Fall beschreiben, wo man mit den
Bedingungen (1), (2), (3) auskommt, dafiir aber zusitzliche Eigenschaften
der Gebiete Q fordert. Wir setzen voraus, daB n =2 oder n — 3 ist,
Ferner sei 2 ein (im allgemeinen unbeschrinktes) Gebiet der Klagse O°°
fir das zwel positive Konstanten ¢ und g mit ’

(46) 12 A Zla< ol < a1} < — O

S et < Ty
existieren. Ist #(A) die Anzahl der Eigenwerte fiir das Dirichletsche
Problem des Laplaceoperators, die kleiner als A sind, so hat Hewgill

{47) n(A) < e'2*

gezeigt [8]: Dabei hingt a von § und # ab. Man sieht sofort, daB fiir
B> }, £ ein endliches MaB hat. Ist A der Operator aus der Fc’)rmel’ ¢40)
und ist N (1) wiederum die Anzahl der Rigenwerte, die kleiner als 1 sind
so folgt aus dem Variationsprinzip von Courant ’

NA<nd) < er

Zusammen, mit der Ungleichung (44) erhalten wir eine Abschétzung
d'er F(;ED (19). (Sﬁa;tz 5(a) und Lemma 2* zeigen jetzt, daB Sy (2) = D(A>)
ein nuklearer (F)-Raum mit absoluter Bagis ist. d
il 1st, der zum Folgenraum

B emerku%g 3 Es .ist von Interesse zu imbersuchen, wie weit Lemma
3 und Satz 5 giiltig bleiben, wenn man den Operator A aus der Formel
(40) durch den allgemeineren Operator A,

AN
@) Wit =~ oy T2 g, DU = opie),
=1 v ,

ersetzt. (P (@)); s, ist hierbei fiir i

bz i (4 < Jeden Punkt z¢Q eine reellwertige
pomtlv-fleﬁmte Matnx mit beliebig oft differenzierbaren Komponentei
o(z) sei der kleinste Rigenwert. Ferner seien .

Dlg]l = lg(#)* wnd  @,[g]
- i
= D et Doy g s LT
o 0,0, Ow,...0m,
m =1,2,... Das Analogon zur Formel (1) lautet jetzt
{49) 4(®) =1, ¢(») beliebig oft differenzierbar in 2,

Pnlgl < eng™™), m=1,9,..,
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wobei ¢, positive Konstanten sind und 0 < ¢ <} gilb. 8,,(Q) wird in
gleicher Weise wie in der Definition 1 erklirt. Kniepert hat in [9] und
[10] bewiesen, daB jede Eigenfunktion des Operators A zu 8y (2) gehort,
sofern. A im Raum L,(2) wesentlich selbstadjungiert ist und die Bedin-
gungen (49) und

¢-m [pia'] < é'm quzmu

erfiillt sind. Hierbei ist « eine reelle Zahl, @, > 0,¢,, > 0. Es wire zu
untersuchen, ob die Bedingungen auch ausreichen, um D (A%) = 8y (2)
zu garantieren. Die Matrix (p;(#)),«; <, kann fiir  — 0.2 singulir werden.
Die Stirke der Singularitéiten von (9 (#))icij<n und von ¢(«) sind durch
die Bedingungen (49) und (50) miteinander gekoppelt. Es wire von
Interesse festzustellen, ob man auf diesem Wege nukleare (F)-Riéume
8,y ( ) erfassen kann, die man durch das frithere Verfahren, nicht erhalt.
Die Resultate von Kniepert in Verbindung mit Kriterien fiir die wesentliche
Selbstadjungiertheit von Operatoren der Form (48) (man vergleiche zum
Beispiel mit [26]) weisen in diese Richtung.

FOLGERUNG 5. 2 < R, set ein beschrinkies Gebiet. Geniigt q(w) den
Voraussetzungen (1) und (2), so ist ;S’q(x)(.Q) ein nuklearer (F)-Raum mit
absoluter Basis. Hr ist isomorph au s.

Das erhilt man unmittelbar aus dem Satz 5.

FOLGERUNG 6. Ist Q c R, ein beschrinkies Gebiet der Klasse O, so
ist Oy (ﬁ) ein nuklearer (F)-Rawm mit absoluter Basis. Br ist isomorph 2u s.

Die Richtigkeit der Behauptung ergibt sich aus dem Beispiel 2 und
der letzten Folgerung.

FOLGERUNG 7. 2 < R, sei ein (nicht notwendig beschrinktes) Gebiet,
das gleichmipig zur Klasse O gehori. Dann ist CF (2) ein nuklearer (F)-
Rowm mit absoluter Basis. Br ist isomorph zu s.

Zum Beweis erinnern wir an die Formeln (10), (11) und (12), sowie
an Satz 5. )

FOLGERUNG 8. S(R,) ist ein nuklearer (F)-Raum. Br ist isomorph 2u s.

Das erhilt man unmittelbar aus Satz 5 und Beispiel 1.

(50) 0g** > @, und

4. Die (F)-Riiume Cppy(Q). Wir gehen zur Behandlung der Réume
Cpry (2) aus der Definition 2 iiber. Wihrend wir im zweiten Abschnitt
bei der Untersuchung des eindimensionalen Falles auch den Raum
0,.0{(0, 00)) betrachtet haben (Folgerung 4), behandeln wir jetzt nur
Funktionenriume iiber beschrinkten Gebieten. Wir setzen ferner voraus,
da8 9 < R, zur Klasse 0 gehort und p () = 1 ist. Es handelt sich somit
um den Raum C°°(§), wobei 2 ein beschrinktes Gebiet der Klasse 0%
im R, ist, n>2. Analog wie fiir das Intervall (0, cc) scheint es auch
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hier moglich zu sein, die Resultate dieses Abschnittes auf die (F)-Riume
Ci410p(2) zu tibertragen, wobei 2 gleichmiBig zur Klasse 0% gehort.
Methoden zur Erzeugung des Raumes G°°(§) durch singulire ellip-
tische Differentialoperatoren zweiter Ordnung wurden von Baouendi und
Goulaouie [2], [8] und vom Verfasser [21] angegeben. Obwohl die Ver-
fahren etwas a,bwei_chen, liegt ihnen der gleiche Gedanke zugrunde. Aus-
gangspunkt ist in beiden Arbeiten ein elliptischer Differentialoperator 4
der Form

3 n a _
B0 Un@ =~ 3ok (v L)+, D) = 0°(@),
&

7ok=1

im 'H_ilbertraxu?n L#Q). {92 (%)} 1<), k< 186 In. jedem Punkt z¢Q eine positiv-
definite Matrix mit reellen beliebig oft differenzierbaren Komponenten.

Ist g(2) der kleinste Eigenwert der Matrix {0 (@ heypen vnd ist d(w)

der Abstand eines Punktes # zum Rand 09, so gibt es zwei positive Kon-
stanten. ¢; und ¢,, so daB

(52) ad(#) < ¢(#) < e,d(2)

ist. Man muf bemerken, daf die von Baouendi und Goulaouic angegebenen
Bedingungen etwas allgemeiner sind. Tnsbesondere sind die von ihnen
betrachteten Operatoren nicht notwendig symmetrisch. Wir werden
spater noch genamer hierauf eingehen.

Da,fs in [21] entwickelte Verfahren 148t sich relativ einfach wie folgt
be.seh:relben. Gehort das beschrinkte Gebiet Q zur Klasse G° 50 zerfallt
sein Rfmd 092 in endlich viele zusammenhingende Randko’mponenten
(?Q),.., J=1,...,N. Zu jeder Randkomponente (02); gibt es ein ,,saum-
f(')rmlgeis” Gebiet §; = Q2 (eine Umgebung von (92),), so daf nla:I’l’ in §;
ein behebig oft differenzierbares krummlinies Kobrdinatensystem y :
Yy -oos Yn einfithren kann. Dabei soll y, in Richtung der N ormalen (1;1,‘
Fliche (0Q); zeigen. 8§, n8; =0. Dann kann man §; in der Form
(02);x (0, ) wiéhlen, %; > 0. Entsprechend ist "

(53) Lz (Sj) = LZ((BQ)]’) ®L2((0, hy)) .
Man wihlt jetzt auf der 0®-Manigfaltigkeit (0R2); einen reguliiren

elliptischen Differentialoperator zweiter Ordnung, etwa den zweiten

Belm&mlt)perab()r B;. Ist L, der Operat()l aus_der For el (2 it =7 =1
' 'y 0, ( 8)m y

(54) 4; =B,®E+ERL;, j =1,..., ¥,

wobei B der Einheitsoperator ist. Dasg Tensorprodukt ist beziiglich der
g:rrleglmgt(ES) des Raumes I, 8)) zu verstehen. Aus den Bigenschaften
é peratoren Bj‘ und L; (Abschnitt 2) kann man jetzt herleiten, daB

er Operator 4; in einer Umgebung der Randkomponente (09); zur

icm°®
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Erzeugung von C*(S;) geeignet ist. Die einzelnen Operatoren 4; muB man
schlieBlich noch zu einem Operator 4 zusammensetzen, wobei man die
Form (51), (52) erreichen kann. Dieses Verfahren ist mit dem Lokalisations-
prinzip in der Spektraltheorie elliptischer Differentialoperatoren verwandt.
Auf Einzelheiten konnen wir hier nicht eingehen, wir verweisen auf [21].
Es ergibt sich folgendes Resultat:

SArz 6. Q = R, sei ein beschrinktes Gebiet der Klasse 0.

(a) Bs gibt einen wesentlich selbstadjungierten positiv-definiten Operator
A der Form (51), (52), so dap

D(A®) = *(Q)
8t
(b) 4 ist ein Operator mit reinem Punktspekirum, die Eigenwerte seien
Xy. Bs gibt zwei positive Konstanien ¢; und ¢,, so daf

(85) PP < <l 1=1,2,...,

gilt. .
(e) C°°(§) ist ein nuklearer (F)-Raum wmit absoluter Basis. Br dist
isomorph 2u s.

Wie man zum Teil (a) des Satzes gelangt, haben wir bereits in groben
Ziigen geschildert. Den Teil (b) kann man wie folgt beweisen. Dex Operator
B, zeigt als regulirer elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung auf
einer kompakten (n-1)-dimensionalen C%-Manigfaltigkeit das gleiche
asymptotische Verhalten der Eigenwerte wie etwa der Laplaceoperator
mit- Dirichletschen Randbedingungen in einem beschrinkten (n-1)-dimen-
sionalen Gebiet. Sind 4(B;) die Bigenwerte des Operators B;, so ist

GRED L (B) < gB™Y,  1=1,2,...

mit passenden positiven Zahlen ¢; und c;. Zusammen mit der schon
angegebenen REigenwertverteilung fiir den allgemeinen TLegendreschen
Differentialoperator I; (Formel (31)), ergibt sich aus der Darstellung
(54) eine Abschitzung der Form (55) fiir die Bigenwerte des Operators 4.
Daraus kann man die Ungleichung (55) fiir 4 herleiten. Wir bemerken,
daB man die Formel (55) auch aus den Resultaten der Arbeit [3] gewinnen
kann. Der Teil (¢) ergibt sich nun aus den Teilen (a) und (b), sowie aus
Lemma 2. :

Bemerkung 4. Wir gehen kurz auf die Methode von Baouendi und
Goulaouic ein [2], [3]. Q< R, ist wieder ein beschréinktes Gebiet der
Klasse C*. Es werden die Bilinearform

of(e) 930) ;-
om;, 0w

sy = D [ay@e@

1<i,j<n Q
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icm

und der zugehorige Differentialoperator
7 af
o =— 3 oo (aytonie 5 )
I<i,j<n )
betrachtet. Dabei ist ¢(z) <0y (R,) eine reelle Funktion mit

]
— p(x) £0 fir 20 Q

2 = {alg(@) >0}, -

09 = {z|p(z) =0},

(» suBere Normale an 0.2).

a(2) €0 (Q).
Als Elliptizitdtsbedingung wird

Rea(f,f) > a(fq;(m)([f(w)[z—F ﬁ{%(w)

')dm), a>0,

gewihlt. Dabei soll diese Ungleichung fiir jede Funktion f(w) gelten,
fiir die die rechte Seite der letzten Abschitzung sinnvoll ist. Ist

HI;(Q) ={f|f5 W’;_l(g)r ‘l’f‘f W?(Q)}z k =1727---a
80 beweisen Baouendi und Goulaouie, daB8 4 eine isomorphe Abbildung

von HiP2(Q) auf WE(RQ) vermittelt, & = 0,1, 2, ... Betrachtet man A
als Operator im Raum -L,(2) mit D(4) = H%(Q), so ergibt sich

DA™y = {f|fe W3 (Q), g"fe W™ (£2)}.
Mit Hilfe dieses Resultats und den Sobolevschen Einbe’ntungsséﬁe
folgt jetzt
D(A%) = G>(Q).

Ist der. Operator 4 selbstadjungiert, so hat er ein reines Punktspek-
trum. Bezeichnet man die Eigenwerte wieder mit 4, so gilt

eV < el 1=1,2,... (n>2).

Hierbei ist ¢ eine beliebige positive Zahl, ¢, = ¢1(¢) und. ¢, sind po-
sitive Konstanten. Nach Lemma 2 ist somit c( Q_) ein nulklearer (¥)-Raum,
der zu s isomorph ist. Die Beweise dieser Resultate findet man in I[3].

Bemerkung 5. Sowohl das Verfahren von Baouendi und Goula,oui(-:
als auch das Verfahven des Verfassers benutzen wesentlich, da Q eixi
Gebiet der Klasse _C"’° ist. Unter Verwendung anderer Methoden hat Zerner
gezt?igt, daB ¢*(Q) isomorph zum Raum s ist, sofern 0Q einer Holder-
bedmgm%g geniigt [28]. Der Rand 802 geniigt einer Holderbedingung,
sofern die Funktion ¢(y, ..., Y1) aus der Formel (7) holderstetig ist.
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Bemerkung 6. Wir hatten schon darauf anfmerksam gemacht, daB
man das Verfahren aus [21] vermutlich auf unbeschrinkte Gebiete, die
gleichmifig zur Klasse 0% gehorten, ausdebnen kann.

5. Die (F)-Riume Cj5(£2). In dem Abschnitt 2 haben wir uns unter
anderem mit den Réumen C¥/%((0, oo)) beschaftigt (Satz 4). Es handelt
sich um. einen Spezialfall des Raumes Of,’(;'ﬁ(!?) aug der Definition 3. Im
mehrdimensionalen Fall (n>>2) werden wir jetzt wieder wie im vor-
angegangenen Abschnitt beschrinkte Gebiete der Klasse ¢ betrachten.
Ferner setzen wir p (#) = 1. Entsprechend den Bezeichnungen des ersten
Abschnittes werden wir also die (¥)-Riéume C®™(Q) erzeugen, k< m.
Dabei konnen wir wieder k < m voraussetzen, da wir den Fall ™™™ (Q)
= 03°(§) bereits erfaBt haben. Entsprechend den Untersuchungen des
letzten Abschnittes ist die Methode vorgezeichnet. Sind §; wieder die
gleichen sanmférmigen Gebiete wie im letzten Abschnitt, so fithren wir
die Zerlegung (53) ein und konstruieren einen Operator A; der Form (54).
Als B; wihlen wir jetzt einen reguliren elliptischen Differentialoperator
der Ordnung 2(m— k) auf der kompakten 0*-Manigfaltigkeit (9£2);. L, sei
ein allgemeiner Legendrescher Differentialoperator der Form. (28) mit
t = m—%k und r = m—2k Wie man aus dem Satz 2(c) herleiten kann,
leistet der Operator A, im Gebiet §8; das Gewlnschte. Man kann jetzt die
einzelnen Operatoren A; zu einem Operator A der Ordnung 2(m—k)
smsammensetzen, der im Hilbertraum I,(Q) wirkt. Auf Einzelheiten
kénnen wir hier nicht eingehen.

SATZ 7. @ = R, sei ein beschrimktes Gebiet der Klasse G~

(a) Bs gibt einen wesentlich selbstadjungierten positiv-definiten Operator
A der Ordnung 2(m—Fk),

U@ = D a(@Df@),

laj<2(m—k)

D(4) = ¢==™Q),

so daf _
D(Zou) — Ooc,k,M(Q)
ist. v
(b) 4 ist ein Operator mit reinem Punkispektrum, die Bigenwerte seien
A. Bs gibt vier positive Konstanten ¢, Cxy &1 und ay, so daf

e 1< Iy < eyl
gilt. _
(o) CFm(Q) ist ein nuklearer (F)-Roum mit absoluter Basis. Er ist
isomorph 2u s.

6. Einige Probleme. In diesem Abschnitt sollen vier Probleme angege-
ben werden, die teilweise frither schon genannt wurden.
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ProBLEM 1. Q = R, sei ein beschrinktes Gebiet (der Klasse ().
Man bestimme sdmtliche (F)-Riume der Form

0(2) = {f170*(Q),
3 8@ Do) = 0 tir 2e0Q wnd j =1,2,..,

laj<my
die sich durch (regulire oder singulire) elliptische Differentialoperatoren
in der frither angegebenen Weise erzeugen lassen.

ProsreM 2. Ist 4 der Operator (40), so ist nach Satz 5(a) D(4>)
= Sy (L), sofern g(x) die Bedingungen (1), (2) und (3) erfiillt. Man
beweise, daBl eine Abschitzung der Form (18) ohne wesentliche weitere
Zusatzvoraussetzungen an g(») besteht. Hieraus folgt dann, daB Sy (2)
isomorph zu s ist. (Bs ist klar, daB dies eine rein spektraltheoretische
Anfgabe ist).

ProBrEM 3. Man bestimme diejenigen Réume 8y (), die durch

Differentialoperatoren der Form (48) mit den Bedingungen (49) und
(50) erzeugt werden konnen.

ProBrEM 4. Q sei ein unbeschriinktes Gebiet, daB gleichmiBig zur
Klasse (™ gehort. Man erzeuge die Riume G’p(,)'(!?) und 0’;’(;'}(!2) durch
singulére Differentialoperatoren im Sinne der Betrachtungen der Abschnitte
4 und 5. ‘
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