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Let f(z,y)eS(P(X), O). Then
is a continuous map from X into C.

‘We want to prove that it is analytic at interior points of X. We will
do that by proving that ¢*(f(z, ) is analytic at interior points of X for
cteC*.

Let z, be an interior point of X, and ¢*<0*. We shall prove that

. IC*f(my )z =0,
14
where y is any circle around @, contained in the interior of X.

Now finite linear combinations of elements of the form ¢, (evaluation

at y,) are weak™ dense in (7, ie.

[ *flm, Ve =c* [ f(z, ) de
k4 v
can be approximated by
k2
2 aiey [ flo, ) do,
i=1 14

but the last expression is equal to

n

2 aiyff(m, ¥, dz

=1

and this expression is 0 by the assumption on I
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Sur la théorie semi—classique du potentiel
pour les processus & accroissements indépendants
par

J. ZABCZYK (Warszawa)

0. Introdaction. Soit 4 un ensemble compact, A = R avec une
frontidre assez régulidre, X = {;, P*} un mouvement brownien dans
R% (pour simplifier les notations nous supposons d > 3). FPosons

v = intt: [ Li(w)ds > o).
0

En 1951 Kac [9] a prouvé que
(0.3) B (@) = P*(r, < + )
+o0

1 -
= limng‘”fAf Gl ey [o W),

tlo ;31
olt B est le potentiel capacitaire de A4,
rapg—1 1
2(m*  jo—y*?

et (4, @), est le systéme des valeurs et des fonctions propres de la
transformation & : !

G f(x) =Af Gz, yfly)dy, wxed,fel?(4).

G(z,9) =

Ciesielski [2] a montré ensuite, que la formule (0.1) est vraie pour
tout ensemble compact 4, 4 comdition qu'on y remplace le potentiel
B{ par '

8i(2) = inf{w(x): v>1 p.p. sw 4, v surharmonique, v > 0}

(p.p. signifie sauf sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle). En
introduisant le potentiel Si* on peut développer une théorie du potentiel
analogue & la théorie classique: la théorie semi-classique (voir [2], [3]
et [47). Ces résultats ont été étendus par Stroock [14]. Tl a considéré
les processus de diffusion (symétriques) et les équations qu'il a obtenues
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Iui ont permis de démontrer les formules suivantes:

(0.2) 84 (2) = E°(f(#.,), f surharmonique> 0,

ol 8#(z) = inf{v(#): v>f p.p. sur 4, surharmonique > 0},
+00 1

(0.3) 2 7 Can @ 1 (flay), 1O,

Dans ce travail nous étudierons la théorie semi-classique pour les
processus & accroissements indépendants. Nous cherchons d’abord pour
quels processus & accroissements indépendants I’égalité (0.2) est vraie
et nous prouvons que dans ce cas est valable la définition “minimax”
de s-balayée. Nous obtenons aussi des formules un peu différentes de
celles données dans [14].

Jé voudrais exprimer ici mes remerciements & M. Z. Ciesielski, sous

la direction duquel ce travail a été écrit.

1. Définitions et théorémes préliminaires. On appelle processus
& accroissements indépendants (en abrégé & ac. ind.) un processus de Markov
X & valeurs dans R% satisfaisant aux propriétés snivantes:

1° la fonction de transition de X est stationnaire; '

20 la fonetion de transgition de X est invariante par translation
{la relation P,(z, A) = P,(0, A—x), A borelien, w<R® est vérifide identi-
quement);

3° Py(a, dy) — 4,

Nous allons désigner le processus & ac. ind. par X
P(wyed) = Py(x, 4)).

Notons u, la measure P,(0, dy). Rappelons que ([1], [13])

vaguement lorsque i — 0.
= {z;, P°} (alors

(1.1) Fm(m)g [ 659 gy (dy) = =90
R4
ol
(12) Az =¢(a,w)+5(3m,x)+ f( o) | i(s, )) » (dy)
' 2 L+lyl?

et-aeR% B étant une transformation symétrique et posmve dans Ry
une mesure telle que
ly)*
{0} =0 ——(dy) < +o0.
; R{ el y)v +
‘ On peut exiger que X soit un processus de Hunt ([1], p. 45-46).
‘On dit ‘qulun processus X & ac. ind. est tramsient si et seulement si
P"-presque toute trajectoire du processus X s’éloigne & infini (|a,| - +oo0
‘Bit > - c0). Lies processus qui ne sont pas transients sont appelés récurrents.
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Les processus transients sont caractérisés par le théoréme suivant:

(1.3) Tetorime (Kingman [10]). Soit X un processus & ac. ind.;
les conditions swivantes somt équivalenwtes:

1. X est transient.

2. 8i Yy, =0,—Tp g, n=1,2,..

onalim |y, +yt .oyl = oo
n
Po-presque partout.
3. lim
a0 |picr
4. Pour tout ensemble borelien borné A la fonction

reR?,

1
Re(m\) dz << oo pour r > 0.

+00
Uz, 4) =0IPt(»'ﬂ, A)dt,

est bornée.
Nous dés1gnerons par S (8% Dlensemble des fonctions excessives

(a-excessives) par rapport & X (voir [1], p. 72).
8i A<B(RY, ot B(R% est 1a tribu des ensembles boreliens sur R

et si I, est la fonction caractéristique de A4, les fonctions

+00 +oo
U(w, 4) = B°([ L (2,)ds) =0j19,(w,A)dt
o
at "
U(z, A) L [ ¢ ®Py(w, A)@, weB%a>0,
0

sont respectivement la premiére excessive et la deuxidme a-excessive.
8i g> 0 est une fonction B-mesurable, le potentiel Ug de la fonction g
donné par

at deo
Ug(z) = E°( Df glw,)dt)
est un élément de S. D’une facon analogue U°ge8, ol

+00
Ug(w) = B oj e~g(z)di), weR™.

On dit qu'un ensemble A B est de potentiel nul 5i I'on a
Uz, ) =0

Finalement, nous désignerons par [; la mesure de Lebesgue dans B

Démontrons maintenant le théoréme suivant:

(1.4) TEtoREME. Les ensembles boreliens T-négligeables sont éwactement
ceus de potentiel nul si et seulement si toute fonction ewcessive est semi-
continue inférieurement.

(1.5) LevmmEe. Si A est de potentiel nul, lg(4) = 0.

pour tout xeR%.
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Démonstration. Supposons qu'un ensemble A4 soit de potentiel
nul. Bvidemment, U%(#, 4) = 0,zeR? o > 0. Mais
U*(w, 4) = U%(0, A—w) =R[IIA(m-I-y) ue(o, dy),
done o
J [ Li(z+y) U0, dy)ly(de) = 0.
RiRd .

Par conséquent,

l(A) U0, BY) =1,(4)

1
S =0,
a

done
1;(4) = 0.

(1.6) LEMME. Si un ensemble compact A west pas de potentiel nul,
al existe un point we A tel que )

¢ ’ b
Pir,=0) =1, ob v, = inf{t: [ I(x,)ds > 0}.
0

Démonstration ([1], p. 213).
que pour tout zeA

Supposons que Uy, 4) >0 et

P?(1y>0) =1.
Nous avons '

: ) +00 .
Uly, 4) = BY( [ Li(%)ds);

alors PY(7, << +o0) > 0 ef, par conséquent,

'ra+£ .
HmPY(. [ Iy(m)ds > 0)> 0.
10 7y : i
D’autre part,

. o+t . i ., t :
1:13&1%( [ Ii(z)ds > 0) = ]iinE” (P ( [ Ly(wg)ds > 0)) = 0.
0 o . 1l0 o0
Démonstration du théoréme (1.4). Admettons que tout en-
semble 4 B, I;-négligeable, soit de potentiel nul. Dans ce cas il existe
des fonctions intégrables G° telles que

Uf(w) =R£G°(y——m)f(y)dy, acR%

Si f est une fonction bornée, la fonction U°f est continue, car U"f

= fxG*° (G“ (y])«'/= G°(—1y)), et la convolée d’une fonction bornée et d'une
fonction intégrable est une fonetion continue. Toute fonction a-excessive
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est la limite d'une suite croissante de potentiels de fonctions bornées,
c’est pourquoi toute fonction a-excessive (« > 0) est semi-¢ontinue
inférieurement. 11 suffit de remarquer que § < 8%

Supposons que chaque fonction excessive soit semi-continue infé-
rieurement. Nous distinguerons deux cas.

1° X est um processus transient. Nous pouvons construire une mesure
finie & telle que £(4) = 0 pour tout ensemble A de potentiel nul ef,
réciproquement, si A<B et £(4) = 0, 4 est de potentiel nul ([1], p. 197).
Un ensemble A est de potentiel nul si et seulement si A4z est de potentiel
nul; alors les mesures & et I; sont équivalentes sur R ([7], p- 439).

20 Le¢ processus X est récurrent. Commencons par prouver que les
fonctions excessives sont constantes. Dans ce but il suffit de montrer
que (voir [1], p. 89)

1.7 P (Tgm < too) =1

ou Kr(m) = {y: t"p_yl <9‘}) TK,(m) = lﬂ_f{i > 0: mi,eKr(m)}'
Définissons .
F = {z: P"(Tg,n< +o0) >0
Comme dans le travail [5], nous prouvons que F est une groupe
fermé, non vide et que (1.7) est vérifié pour toub zeF. Mais la, fonction
I est excessive, done F = R* (I » est semi-continue inférieurement seule-
ment si F = RY. En vertn du lemme (L5) on a Iz(4) =0 si A est de
potentiel nul. Supposons que A soit un ensemble compact et U*(y, A)>0
pour un point ye<R% D’aprés le lemme (1.6) il existe un point weR? tel
que’ P%(ry < +o0) =1. La fonetion #z -»P%(z,< +o0) esh excessive,
par conséquent, pour tout zeR? nous avons U®(z, 4) > 0. Mais

pour tous zeR%r>0,

pour tout r > 0}.

Uz, A)1alde) = Lald)- = > 05
rE a

alors I;(4) > 0. Cela achéve la démonstration.

Nous appellerons s-processus un processus i ac. ind. pour lequel
les fonetions excessives sont semi-continues inférieurement.

Remarques. }

(1.8) Si le s-processus X est transient, la mesure U(0, do) est une
mesure de Radon (voir le théoréme (1.3)) et on peut trouver une fonction
G telle que U(0,dx) = G(v)dx et que pour tout yeR? la fonetion
2z — @ (y— ) soit excessive ([1], p. 264). On appelle la fonetion G{y—uwm),
x, yeR?, fonction de Green du processus.

(1.9) Méme si un s-processus X est transient et isotrope (voir (4.5)),
Pensemble {z: G{(z) = - co} peut étre non dénombrable. Pour le voir posons

Mo) =lel'+ile),  Alo) = [ Q—d"rlay),
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-foa
ol v = 2 @Sy, 2, a,=1,qa,,7,>0eb S, désigne une mesure uniformsé-
n=1 n=1

ment répartie sur S = {z: |z| =71,} dont la masse totale est 1'unité.

On peut montrer que si 0 <a<} et weu 8,,(0), on a G(2) = + oo

2. La balayée forte (s-balayée). Si A< B(R? et f est une fonction
excessive (feS) on pose (voir [3], [4])
8f(x) = inf{o(z): v=f p.p. swr 4, veS}.
Introduisons les temps d’arrét

= inf{s: stA(wu)du > 1}

et posons wed™ si P°(r, = 0) = 1.
On dit que la fonction S7 est une balayée forte de f sur A et que les
points de ensemble A* sont s-réguliers pour A.
Nous pouvons entre autres poser la question suivante: Sous quelles
conditions a-t-on pour tout feS, Ae B et xR’

2.1) 8 (@) = B°(f(w,))?

Commencons par quelques lemmes.
(2.2) LeMvE. 8i un processus X n’est pas wun $-processus, pour umn
ensemble compact A et pour la fonction f = 1, Végalité (2.1) n'est pas vraie.
Démonstration. En vertu du théordme (1.3) et du lemme (1.6)
il existe un ensemble compact A, I;négligeable, tel que P°(r, = 0) =1
pour un zed. Evidemment, 8i =0 et simultanément F*(f(e, ) = 1.
(2.3) Lemme. Soit X un s-processus; il emiste un ensemble A, < A,
AgeB, 1;(ANAy) = 0 tel que
S (z) = F®
ou T4 =inf{t > 0: aed,}.

(fl@n, ) = Bfa(a),

Démonstration. D’aprés le lemme de Choquet il existe une suite
(0n); V€8, 0, > f p.p. sur A telle que, si ge§ et g < infv,, on a g < 7.
Posons |
A4, = {w: ¥ (@) >f(m)}7
Alors, si weRS,
(@ > B(f@n, ),  B(f(@r, ) > F(flar, );

nous obtenons Bjo < §;'. Ensuite B = f sur 4, sauf sur un ensemble
semi-polaire 4,\A7 (voir [1], p. 140). Les ensembles semi-polaires sont
de potentiel nul ([1], p. 80), done Bjlo > 8.

+o0
Ao =) 4,.

N=1
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Du lemme (2.3) il découle que 3 est une fonction excessive.

(2.4) LEMME. 8i A<B(R%, on a I;(ANA*) = 0.

Ce fait est une conséquence du lemme (1.6).

(2.5) LEMME. Le processus ¥ = {y,, P*}, ois y, = T, $t 7, < +oo ot
Yy =0 st 7, = oo (0 est le point & Vinfini), est un processus de Markov
dans R* U {8}. Bn outre, si la fonction h est B-mesurable,

+oo
(2.6) Ez(of h(y)di) = E’(j h{z) 4 (x,) dt)—GAh(w)

La démonstration de ce lemme se trouve dans [6], p. 441, et dans
[1], p. 212. La relation (2.6) s’obtient par un changement de variables
(111, p. 207).

(2.7) TesorEME. Soit X wun s-processus transient, f ume fonction
excessive, localement intégrable, A un ensemble borelien borné; définissons:

1
Sf@—-F (@) s fla)< +oo,

gi(@) =
0 8t f(@) = +o0;
alors G 4g,(2) 1 B*(f(x.,)) lorsque 0.
Démonstration. Définissons (voir (2.5)):
- +oo
Pif(@) = B*(fly)), Vi) = B Bf fly)dr).

En vertu de la propriété de Markov

14
V(@) = F( J fly.) ds)+ B (Vf(9),
i ~
Cuf(@) = [ F(fla,) ds+V (P, f) (@),
d’'ou
1 4
(2.8) Guglo) =7 [ B (fla,,))ds

ly-presque partout et par conséquent partout ([1], p. 253). Il suffit de

Temarquer que

i
% of B (f(a))ds B (f(z,))  si 40,

(2.9) TEROREME. Pour un s-processus X, feS et A<B(R%), on a

87 (@) = B*(f(ar,),

weRd.
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Démonstration. Si X est un processus récurrent, le théoréme
est vrai, puisque les fonctions excessives sont constantes (voir la démonstra-
tion du théoréme (1.4)).

Soit X un processus transient. On peut admettre, sans restreindre
1a généralité, que D’ensemble A et la fonction f sont bornés. Du lemme
(2.4) il découle que

B (f(2,)) =f(@) pp.sur A
et, d’aprés la définition,
B (f(w,)) > 8 (x)  pour weR?.

Rappelons que 84> f p.p. sur 4 (voir (2.3)), d’olr 8t > Gag D
sur A (voir (2.7)).

En utilisant le principe de domination (voir [8]) nous obtenons
84 > @9, partout sur R* eb ;S’f(m);]tifolGAgi(m) = F*(f(.,))-

La démonstration du théoréme est terminée.

(2.10) COROLLAIRE. 8i X est un s-processus transient, felS et A <B(RY,
on a

8¢ (z) = int{v(z): v>f p.p. sur 4,veS}
= sup{Ug(w): f> Ug sur 4,g>0,suppg < A}
(supp g = {®: g() +* 0}).

Soit X un s-processus transient; on appelle un ensemble A<B(RY
classique si et seulement si i = Bf pour toute fonction feS, ou B (x)
JiE g
=F (f (wr A))~

(2.11) TatorEME. Un ensemble A eB(RY) est classique si et seulement si
T, = T4 P™presque partout.

Démonstration. En vertu de [1], p. 213, on &

(2.12) vy = T4  PP-presque partout pour tout meR’.

Alors B*(f(2,)) = B*(f(ag,)) si T4 = Ty Bvidemment, T,<7,
et, d’aprés (2.12), i s’ensuit que

P I, < Type) = 1.

On peut construire une fonetion ¢ B-mesurable, 0 < g(x) < 4 oo,
xzeR?, telle que Ug(w) < +oo. Soit f = Ug. D’aprés la propriété forte
de Markov

' +o0 +00
Bf (@) = B*( [g(@)dt) et  Sf(x) = F*( [g(@)di),
Ty T4*
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done
T4«
Bi(z) = S;‘(w)+Ex(Tf glz)dt; T 4 > TA).
A

T est clair que P*(T > T,)> 0 entraine Bf(z) > S§f(x).
(2.13) COROLLAIRE. 8i ANA* est polaire, A est un ensemble classique.
8i Pensemble A est classique, on a A" = A" et ANA* est semi-polaire.

Le théordme ci-dessous caractérise les points de lensemble .A*;
Déquivalence 1« 4 est valable pour tout processus & ac. ind. La dé-
monstration est analogue & celle du théoréme (2.11) et nous Pomettrons.

(2.14) TEEOREME. Soit X un processus transient; les conditions swui-
vanies sont équivalentes:

1. wed™.

2. Pour tout voisinage W de ®, S7~7 (z) = 1.

3. Pour ioute fonction feS, Si(z) = f(z).

4. Pour tout BeB(R?%), B < A, 14(B) =0, le point x est regulier pour
ANB.

Rappelons que si d >3 et si X est s-processus, X est un processus
transient (théoréme (1.3)).

Question. Bxiste-t-il un processus & ac. ind. tel que 84 = B;"
pour tout A <B(R% et feS?

Autrement dit: existe-t-il un processus & ac. ind. tel que toub ensemble
1%-négligeable soit polaire?

3. Les formules. La transformation de Green, par rapport & un
ensemble borné 4, 1;(4)> 0, est, par définition, une transformation
G, : L2(A) - L*(A) telle que

Guf(@) = [Gly—a)f@)dy, @ed, felr(4),

ol G(y—wx) est la fonction de Green du processus (voir (1.8)).

(3.1) TutoriMe. Si X est wun s-processus transient e symétrique
(P,(0, 4) = P,(0, —A4), AeB), la transformation de Green est complé-
tement continue, positive ef autoadjointe.

Démonstration. D’aprés l'inégalité de Young [12]

(3.2) ([ lgxh(@)2da)” < [ |g(z)|do( [ [B(x)|2da)'?,
R R4 R4
olt geL(RY et heL2(RY).
Soit » un nombre positif tel que 4 = K,.(0); nous définissons:
G = |F@ 5 oK),
0 si z¢ K, (0).
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Bien entendu GeL(R%) et G g(x) = Gxg(®), ol ged et g =0 sur
RINA. Tl existe en outre une suite (G,) de fonctions continues telles que
G, =0 sur R*\K,,(0) et

[ 1G(@)—6, (@) dz —0.

Jel<er
Les transformations linéaires

T,: I*(A) - I*(4), sur 4

T,g(x) = fG (z—9)g(y)dy

sont complétement continues et, d’aprés (3.2), & —T,| —0; il est clair
que @, est aussi complétement continue.

Pour prouver que la transformation @, est positive, supposons
que geL N I? et définissons

Pg(x) = [ g(o-+y)p(dy).
#

Nous avons F(P,g)(x) = e " Pg(x) par ce que Fu,(z) = ¢ 4@
(F est la transformée de Fourier). En utilisant le théoréme de Plancherel
et par de simples calculs mous obtenons
1 1
00 —— | | Bg(x)|?——da
: (2n)dR£Iy LT
[ (Pug, gyt =

o [ [@e—y)g@)yg
RARS

Soit [ g*(w)dw < + oo, g = 0 sur R*\4; la formule ci-dessus entraine
A

ffG’(w—

(8.3) THEOREME. Soit X un s-processus transient et symétrique.
1. 8

(y)dazdy .

da:>0

9(@)g(y) dody ~—)f [ 1Fg(x 2l

1 k
—) d
mi,(ﬂ(m)) @< oo

alors les transformations GﬁgGA ...Q , ot r=k, soni du type de

L)
n foig
Hilbert-Schmid.

1 n
2. 8 | (———) de = +oo pour n =1,2,...,4 = Ky(0) e si pour
wi>1\ A(®)

tout r > 0 la fonction @ est bornée dams RON\XK,,(0), alors les transformations
G% (n=1,2,..) ne sont pas du type de Hilberi-Schmidl.
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Démonstration. 1. Nous prouvons d’abord que pour tout {> 0

[e7@ gy < + o0,
R

Remarquons que ¢~ < (1/s)* pour s> K%
Posons B = {z: tA(2) <k, o] > 1}; alors 13(B) < 4 oo, parce que

Bf( <1w>)<+

d’ol

fe—t}.(a:)dm< +OO_

B
En outre

13(z) f 1\

6~ qp < (~—) d < +oo.
(@ilel>1,2¢B} a1 \EA ()

Soit

(@) = [ pl)dt, Gu(@) = | pla)dt,

olt Fp,(w) = ¢~ Les fonctions Gi™ (n>%) et G, sont bornées et

continues puisque

(i-)dzw (fi) =G, et I —1—6;1("’dw< + o0
21 y) i Z(w)

et que

M=)
FG:n(”):(lz(ew) )

(d’aprés le théoréme de Riemann-Lebesgue A(xz) — -+ oo lorsque jo| — + oo
et, encore, en vertu du théoréme (1.3), nous avons

dz < s
mil (@) 7 oo

Dégignons par G%(x,y) le noyau de la transformation G%. Par
récurrence on montre que

(3.4) G (@, 9) <

(voir la démonstration du théoréme (3.1)). Mais

G (a—y), n=1,2,... e a,yed

n

G — 2(?)@:f*§:§n—i)

7=0
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et 1a convolée d’une fonction bornée et d*une fonction intégrable est une

fonction bornée, c’est-a-dire que @** est bornée (n = k).
La démonstration du point 2 est une conséquence des remarques

suivantes:
1° Supposons que

~ +oo )
G)de = [ ¢ 'Py(0, do)dt;
0

alors

[E@)fds = 400, m=1,2,...
B?

Pour le voir remarquons que PG (x) = 11 +A(@) et de 1a

*n 1 )n
@ =)

Mais
1

Qnd =+
R{(Hzm) T

et il suffit A’utiliser le théoréme de Plancherel.
2° Pour tout » =1,2,...
[@r @i = [ (@@)de =+,
re lzl<nd

ol
G(x) slol<o

Gs(a) =| 0 sijel> 8 (6> 0).
L G (w)— G, (@), on 2

~ n *1L+2( )G*(n—] *G*',

f=1

8i G, () =

En vertu ¢de nos hypothéses, la fonction
1 = 3(¥)dio-me
j=1\J
est une fonction bornde, intégrable; par conséquent
fHZ Ydo < +oo
re
Mais
[H (@)@ @)dw < oo,
ré

icm
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done

@ @fie = + .
RrE
3° 8Si (n+1)0 < R, K (0) et YeK,05(0), on a

@ (2,9) > @GMa—y).
En vertu de la définition,

5 ar - ~ -
@i(w, y) = £ {G(m—yl)G(yl—yz) s G — W)y, ... dy,,
done
& (@, y) f .4f @—92)Gs(r—1s) - Gy (Yns— ) Ay ... Ay,
Rg Rfd s @—Y) G (43— 93) ... 6o (pr— ) s ... gy

> 6" a—y)
4° D’aprés 1°, 2° et 3°

3 (z, ) dody > G (g —y)P dedy = .
JJ( 7t ;y)) y/Kaj(‘U)K(nirfl)a(ﬂ)( s (@ y)) LAY + oo

(zeK,, y K yys)-

Par conséquent,
fAf( @,y dedy = + o0

A
(évidemment @ < @ P-p.), c'est-a-dire G% n'est pas du type de Hilbert-
Sehmidt (n = 1,2, ...).

Remarques.

(3.5) 8oit (4;; @5);»1 un systéme orthonormal de valeurs et de fonctions
propres de la transformation G;; alors les mombres A; sont positifs et 1 — 0
lorsque j — - oco.

1 &
{8.:6) Supposons que f (m) -dw << - oc; alors les fonctions ¢; sont
a1

+00
continues et, st n >k, on a 3 A" < +oo.
7=1
Démonstration. De (3.4) résulte que @; sont bornées. Mais
1 1
@ = 79‘4%‘ = TG*% sur 4,
i i

donc ¢; sont continues. L’opérateur G est du type de Hilbert-Schmidt,
par conséquent

+o0
‘21 (AP < +oo.
is
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(3.7) 8i la transformation de Green est une transformation du type
de Hilbert-Sehmidt, on peut appliquer la méthode de Kac-Stroock ([9], [14]).

Example. On peut construire, de la fagon suivante, un processus
X qui-satisfait aux hypothéses du théoréme (3.3), point 2.

Soit ¥+ un processus & ac. ind. 3 valeurs dans <0, +o0) qui admet
(v, ds) comme fonction de transition. Il.est bien connu que (voir [1],
p. 219)

+o0
f 1, (0, ds) = e—t7-+(“)7 %, 120,
0
ol
AT (u) = bu+ f (L—e ")y (ds)

ef
+o0

b>0, »{0}=0, |
0

T < oo

oo
On peut choisir une suite (a,) telle que «,}0, Sa, < 4ooeb
n=1

00
M) = ) (L—e ™) <lnw pour u>2.

n=1
Te processus X avec I’exposant
AMa) = 4F (o), w@eR?,

satisfait aux hypothéses du théoréme (3.3) point 2.

(3.8) TurorimE. Soit X un s-processus transient symétrique, A un
ensemble borné borelien, f une fonction emcessive localement imiégrable,
[fi(@)dm < + oco; ddfinissons:

)
00

1
g=) + A= (f, @);

j=1
alors G, g,() 87 (@) lorsque £40.
(3.9) LeMmE (voir [141). Si f est une fonction borelienne, f> 0 el
A un ensemble borelien, la fonction

w (@) = B°(f e*f(w,)dt), A>0,meR?,

o0
[}

vérifie Véquation
(3.10) Wy () + A 0, (3) = G4 f (@)
"(la définition de v, précéde (2.1)).
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Démonstration. Considérons le processus Y = {m,t,P"} (voir
(2.8)) et la résolvante de ce processus (V%),.,. Nous savons que Vf(x)
= G f(x) est d'aprés DI’équation résolvante:

V(@) + 2V Vf(z) = Vf(@).
11 suffit de remarquer que

Vif(z) = E’(;Lfm e Hf(z,,) dt).

Démonstration du théordme (3.8). Commencons par démon-
trer que, si t> 0, on a presque partout sur A4:

+oc0
B (f(.,) = ;1' e iy (@) (fy @)

([a série converge en moyenne vers un élément de L*(A4)).
Par de simples calculs nous pouvons montrer que la solution
u; (ujel?(4)) de Péquation (3.10) est donné par

+00
, , 1
wy = Y ———(f, %)e;-
F= 2T e
La fonction

+o00
u,(x) = uj e B (f(w,)) At

est un élément de L?(4), ¢’est pourquoi w,(z) = wu;(x) p.p.. sur 4 (1> 0).
Regardons les fonctions w; et w, définies sur <0, +-oo) & valeurs dans
I*(4): ’

oo
wtl = g’; e—ildj‘Pj(f: )5 wy(®) = Ex(f(mq))'

La premiére est continue (dans L*(4)), la seconde est continue
4 droite; leurs transformées de Laplace sont bien définies, et & (wy) = u;
= u, = L(w), dou w, = w; pour presque tout #> 0, donc pour tout
te(0, + 00).  BEn tenant compte de G,g;187 (théordmes (2.9) et (2.7))
et des considérations ci-dessus nous voyons que
+o 1
e (_}1‘ S =" M)pi(1, ) 157
=
Remarque. La démonstration analogue & celle de Stroock [14]
donne, si un processus X satisfait aux hypothéses du théoréme (3.3),
point 1, Iapproximation .
0 4 .
S Cp@) (f, 0) 15F (@), 140, acRL.
=1 M
Studia Mathematica XXXV.3 ! 16
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(8.11) Limmwme. Soit X un s-processus transient, f une fonction excessive
localement intégrable, A un ensemble borné borelien; il existe exactement
une mesure u telle que

8 () = fG — o) uldy), xeR.

Démonstration. D’aprds (2.3) pour un ensemble 4,¢B, on a 87 (x)
=Er(f(wTJo)). En vertu de [1], p. 271,

B(f(er,) = [G4—olu@y),

oL u est une mesure finie telle que suppu < 4. Cette mesure est unique

([11, p. 260).
En particulier,

81 (@) = [ Gly—wo)u(dy).
7e
On appelle le nombre i(R%) s-capacité de A (voir [3]) et on pose
Cs(4) = u(R%).
(3.12) TaBOREME. Soit f une fonction telle que, dans le théoréme (3.8), si

e

«.]s—t

e o), 8@ = Gul),
=1 '
on a: '

1. g,(z)dz —~ y vaguemant lorsque t\LO'
> (fy ¢)°
2. (pyp) = 2 ,&‘j y 00 (g, p) = EJ.G:“

=1
2
30,4 =3 (11—'”
i= i
2 > ) @)
a8
Démonstration. La convergence vague g,(z)de — 4 est une congé-

quence du théoréme (2.6), chapitre VI, monographie [1], et du théoréme
précédent. Pour prouver 2, remarquons que

fGAgz () p(dw) = fG.“(W )9 (2

4. 81 (n, #) < 4 o0, p(BY =

ef & cause de la continuité du produit scalaire,

+oo

Joaa@nian = 330G, 5)(7,0)

i=1

400 1
2 7= )
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Par conséquent,
+oo o
[ g i), ) = 3L
= j=1 gl

Lrégalité 3 découle de la relation

400

o = 3 70—, g)0
A

i=1

(nous admettons f = 1).
Puisque (u, u) < +oo et C;(4) < 4-co0, nous avons

E f,qo, Lol

Mais
o1 X
,,—f w(@)ds = 3 5 0= ) @, 99,
done

4o 1
p(BY =) QLPL)ZSLPL)_

4. Remarques finales, probléme de Dirichlet. Le théoréme (4.2)
earactérise d’une amtre facon les s-processus, (4.6) donne une condition
suffisante pour qu'un processus X soit un s-processus.

Soit X un processus i ac. ind.; fixons la boule K,(x) et posons

Ho(4) =P (@rp o MEA), ol A eB(RY).

Soit ensuite W nn ensemble ouvert dans R? et & une fonction bornée
B-mesurable. On dit que h est harmonique dans W si

[ () pz(dy) = h(@)
b

pour toute la boule K, .(x) < W.
Le probléme de Dirchlet s'énonce comme il suit (voir [6] et [11]):

"A étant un ensemble fermé, f une fonction continue bornée sur A4, trouver

une fonetion H harmonique dans R*\A telle que
(4.1) limH(y) = f(z) pour zeA”.
y—>z
(4.2) TrEORRME. La fondion H(z)= E”(f(wT )) est une solution

du probléme de Dirichlet pour tout ensemble fermé A et toute fonction
“continue bornée sur A si et seulement si X est un s-processus.
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Démonstration. Admettons tout d’abord qu’il existe une fonction
excessive g, qui n’est pas semi-continue inférieurement; on peut supposer
que g est bornée. Pour un zeR® et § > 0

limg(y) < g(2)— 4,
=z
on peut donc trouver une suite (z,) telle que », -z, g(z,) < g(x)— o
(n=1,2,...).
Soit B = {y: ¢(y) > g(#)—d/2}; évidemment zeB”. Daprés [1],
p. 85, il existe un ensemble compact A tel que A = B et xeA”. Posons
f(y) = g(2)—8/2 pour yeA. Pour tout zeR?

B (f(ar ) < B*(g(2r,)) < 9(2),
d’olr

Hy@)<g(@m)<g@—os<fl@, n=12,..

Inversement, soit X un s-processus. Evidemment, H; est harmo-
nigue dans RN\A (propriété forte de Markov). Admettons que zed”
et fixons un nombre &> 0 et la boule K,(z). Prouvons que pour un
entourage V de =,

(4.3) Pllog, e, (@) >1—e, yeV;

cela entraine (4.1). La fonetion ¢(y) = B¥(e""4) est 1-excessive, donc
semi-continue inférieurement; limp(y) = 1 parce que p(x) = 1, ¢ (y) < 1,
Yy

yeR% Par conséquent,

(4.4) ImPY(T,<t) =1, ouit>0.
Y=
La fonction de transition du processus est invariante par translation
et les trajectoires sont continues 4 droite, d’on

(4.5) PY(Tpin g, >1t) > 1—¢f2

dans un entourage ¥, de =, sit, est assez petit. En tenant compte de (4.4)
et (4.5) nous obtenons (4.3).

] On dit qu’un processus X & ac. ind. est un processus de Poisson si
Pt-presque toute trajectoire du processus est une fonction en escalier
(c’est-a-dire qu'il existe ume suite croissante ()3t = 0,44+ c0 et des
vecteurs a; tels que #, = a; 8i $,<t< 1, +1)- I est connu (voir [13]) que
Texposant du processus de Poisson

Az) =£(1-— VYo (dy),  oh »{0} = 0,9(RY) < + oo.
R

En vertu de ce qui précéde on peut montrer qﬁe un processus X
est un procesyus de Poisson si et seulement si Ia fonction A(z) est bornée,

icm°
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Les processus de Poisson ne sont pas des s-processus. On dit quun
processus X dans R? est isotrope, si pour chaque transformation isormétri-
que L: R* - R% L(0) =0, on a

4.5") P(2ed) = P(w,eLA)
Exemple.

(4.6) 8i X est un processiss & ac. ind., isotrope dans R® ot d > 2, alors
le processus X est un processus de Poisson ou bien le processus posséde des
mesures Py(0, dz) absolument continues par rapport & 1.

Démonstration. Désignons par s, (r > 0) une mesure uniformément
répartie sur 8,(0) = {w: |»| =r}, dont la masse totale est Iunité et par
w12 mesure Py(0, dz), t > 0. Puisque le processus X est isotrope, on
peut écrire

(AeB,t>0).

+oo

#(A) = [ s,(4)a,(dr)

0

(a; étant la mesure sur <0, -}-oo)).
Des équations de Chapman-Kolmogorov nous obtenons

I‘i+s{0} = fﬂt{_m}ﬂs(d"‘v)y
R4

done gy, {0} = 4, {0} 4 {0} (si = #0, wm{—a} =0); par conséquens,
w{0} = e % (£ 0).8i p < + oo,le processus X est un processus de Poisson.
Si f=+4o0,q{0} =0 et nous obtenons
Rl sl (8 8,) atyyn (A1) oy (dS) -
(0, +00) % (B, -+0)
Les mesures sxs, (r,u > 0) sont absolument continues par rap-
port & Iz, par conséquent cela est vrai pour w, (¢£> 0). Alors, si X est

isotrope dans R% d> 2, il est un s-processus si et seulement si

Iim A{z) = + .
@400
Nous terminerons nos considérations par le
TatortMe. Soit X wun s-processus, A un ensemble compact, f une
Sonction continue sur A; alors H; est une. fonction continue dans RINA.
Démonstration. Admettons que X soit transient, En vertu du
théoréme de Stone-Weierstrass on peut supposer que f est excessive et
continue. H; est semi-continue inférieurement, il suffit done; pour prouver
quelle est continue en z,«R?\4, de trouver une fonction geS continue
telle que
(4.7)

(4.8)

g=>f sur 4,

9(20) < Hy(2) -+ o
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Dans ce but fixons une fonetion AeS pour laquelle

Refaur A4 et h(m) < Hyla)+ 5

Soit B = {w: h{z)+ef3>f}. Il est clair que 8F = f sur A. En vertu
des théorémes (2.7) et (2.9) et du théoréme de Dini on a, pour un ¢,
G g, e3> sur A,

Posons

&
9 =GA.‘]t0+§'

Evidemment, la fonction ¢ satisfait & (4.7). Elle satisfait aussi, en
vertu du principe de domination, & (4.8).
Si X est récurrent et A n’est pas un ensemble polaire,

PHT,< +o) =1 (voir [1], p. 89).

D’une fagon analogue nous obtenons que la fonection
a LAY, J
Hi(z)=E (3 Af(ﬁ'z'A))

est continue dans R\A. Mais E®(e *T4)41 si a}0 et le théordme de
Dini achéve la démonstration.
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