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La fonction de Green d’un processus de Galton-Watson
par

SERGE DUBTUC (Montréal)

1. Introduction. Je me propose d’étudier le comportement asymptoti-
que de la fonction de Green d*un processus de Galton-Watson dont la
moyenne est finie et est plus grande que 1. Je serai alors en mesure de
signaler quelques propriétés des solutions harmoniques extrémales &s80-
ciées au processus.

Soit {p(n)}n., une suite de nombres positifs dont la somme est 1;
on définit une matrice infinie P = (p(z, y)), s =0,1,2,...,y=10,1,2, ...
de fagon récurrente par rapport & 2: p(0,y) = 4(0,¥),

p(@+1,9) = Y p(@)p(@,y—2).
=0

(Dn(2, 9))-

La puissance matricielle #°™° de P donne la matrice P" =
On introduit la fonetion de Green

D) Pa(@, §) < +oo

n=0 &

G(wy y) =

On introduit également les fonctions génératrices

= ijn(l! y)2”

Y=0

Ja(2)

oll 2z est un nombre complexe dont le module ne dépasse pas 1. On
a [f(2) <1 et frs(2) = fr(fs(2)). De plus

an(m, Y =
7=0

Ces diverses matrices permettent de considérer pour chaque entier
« une suite de variables aléatoires indépendantes {Za%, ou P[Z; =y]
= po{®,y). Lorsque # =1, on note plus simplement 7y = Zy,. Ceci
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donne le processus de Galton-Watson. Soit

PRIIC)

Nm=l

M= &(Z,) =

la moyenne du processus, je m’intéresserai au cas ol 1< M < oo,
Voici les principaux faits remarquables attachés an processus de Galton-
Watson dont la moyenne dépasse 1. Depuis les travaux de Harris [3],
Levinson [5], Kesten et Stigum [4], [10], on sait que les variables
aléatoires Z,,/ M™, lorsque n — oo, tendent en probabilité vers une variable
aléatoire W. Si

E_p(n)nlogn = o0,

N=1

alors W = 0 avec une probabilité égale & 1. Si

vp(n)nlogn < o0,
la fonction de distribution F(f) de W est constante sur {t|¢ << 0}, admet
un saut de ¢ unités (¢ = limf,(0)) & ¢t = 0 et pour ¢ > 0, F(f) admet une
N—00

dérivée continue ol

[trwyar =1.
ot
Une fonction h(sz) définie sur les entiers naturels est appellée une
fonetion harmonique si

D) p(@, Ph(y) = h(a).

Plugieurs personnes se sont interrogées sur les fonctions harmoni-
ques positives. On savait par exemple que h(z) =1 et h(z) = ¢° sonb
des fonctions harmoniques. D’autres personnes comme Spitzer ¢t Kesten
ont remarqué que si ¢ > 0 alors

e )

h(w;0) = > oM Ty (M)

N — 00
est une fonction harmonique (F, est la fonction de distribution de la
somme de % variables aléatoires indépendantes distribuées comme la
variable W), ce qui enrichissait beaucoup la collection des fonctions
harmoniques. On savait que les fonctions harmoniques positives forment
un cbne convexe réticulé. Quelles sont les génératrices extrémales de
ce cone? Dans un article précédent, j’ai démontré que ¢° était la seule
solution extrémale telle' que h(0) % 0.
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Ce que j’établirai, c’est que si 3 Klog2kp(k) < co et si le groupe
1

engendré {n—m|p(n) # 0, p(m) % 0} est Z, alors le cone des fonctions
harmoniques positives est & base compacte, ses génératrices extrémales
sont des multiples scalaires de ¢° ou de h(z; c).

Ces résultats s’obtiendront par une étude suffisamment fine de la
fonction de Green; pour ce faire, nous aurons 4 connaitre comment con-
verge f,(2) lorsque n — oo et quel est le module de continuité de fy(e~°
pour Re s > 0. En cours de route, nous améliorerons différents théorémes
ayant trait aux processus de Galton-Watson de moyenne plus grande
que 1. La principale noaveauté sera que la densité de la variable W me
s’annulle jamais sur les réels positifs.

2. Etude de Ia convergence de fﬂ(z). Introduisons la notion de période
pour une fonction f(z) = )1 p(n)2". On dira que la période de f(2) est L

si le sousgroupe engend_le par {n m|p(n) #= 0, p(m) # 0} est {0, + I,
+2L,...}. On dira que le processus de Galton-Waitson est indécomposable
si L =1.

THEOREME 1. S7 |2|

<1, si 2% 5 1, alors limf,(2) = q. La convergence
N->00

est unmiforme sur tout compact du disque-unité qui ne contient aucune racine
I* de Vunité.

Démonstration. 1° Considérons d’abord le cas ol p(0) = 0. Dans
ce cas, 8i 2 £1, alors |f(2)| < 1. Bn effet, si [f(2)] = 1, alors " = 2™
pour tous les entiers n et m tels que p(n) = 0 et p(m) £ 0. Do "™ =1
pour les entiers n et m tels que p(n) #0 et p(m) 0. On obtlend_ralt

que 2 = 1. Sir = |f(2)], on a f(w) = Zp(n w"; ainsi [f(w)] < Zp(n ) Jaof™
<f(lw]). Il s’ensuit que lfn(z)|<fn_l(r) Pulsque hmfn(f y=20, llmfn(z)—

2° Supposons maintenant que p(0) # 0. Posons O = fn(O), g =0
et considérons les cercles suivants: K, = {2 le—qnl<1—gq,} et K,
= {7 #—g| <1—g}. Si |2] <1, alors

t ©0
fe—a|_| 227
e | L ipn

clest-a-dire f(K,) < K,. De méme, f,(K,) € K, Ainsi () fa(Ky) € Ky-
n=0

Soit la fonction

flgt+w)—q
g(w) :—ﬁh
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Vu que pour k =1,2,...

a af
(=g (0) =25 (> 0

la période de g(w) est 1. Si w #1 et |w| <1, alors limgn(w) =0 par

le cas 1; ce qui veut dire que gi ze K, et 2z 1, alors llmfn (2) = ¢. Soit

o Vintérieur de K., f~(0,,)
et si f, (2) ne convergeait pas vers g, alors pour tout entier n, f, (2) ¢ f~1(0,,).
Comme les points d’accumulation de f,(2) sont dans K, alors on obtien-
drait que limfn (2) = 1.

Par le faut que f est continfment dérivable sur {z||z| <1} et
f'(1) = M >1, il existe un voisinage U de 1, tel que |f(w)—1| > [w—1]
pour tous les w de U. D’autre part, il existemit un entier N tel que
fn(2)e U et |fy(2)—1] > |fa.1(2)—1]. Ce qui nous donne une contradiction.
Done limf,(2) = ¢.

Nmr00

3° Etablissons la convergence uniforme. Soit K une partie compacte

du disque unité qui ne contient aucune racine IL° de lunité. Soit

o .
0= {z| lt—ql < $|1—ql}, puisque K < | f7'(0), il existe un entier %
tel f(K) < 0; si zeK, alors el
1+-¢
(5~

La démonstration du théoréme est donc compldte.

[fairn(2)—q| <

3. Loi-limite d’un processus de Galton-Watson. Nous reprenons les

principaux théorémes relatifs & un processus de Galton-Watson dont la’

moyenne M dépasse 1. Les démongtrations de Stigum et de Kesten [10]
et [4], tenaient compte essentiellement d’une remarque de Doobs & Veffet
que les variables aléatoires Z,/M" forment une martingale. Nous verrons
qu'une autre voie Dbeaucoup plus simple permet d’obtenir les mémes
régultats en reprenant une idée de Levinson: c’est de s’intéresser 2 fe™)
pour les z réels positifs [5].

TERORBME 2. 87 u est une mesure de probabilité sur [0, oo) dont la
moyenne est M, alors pour tout nombre s> 0,

M= [ e tau).
0

Linegalité est stricte lorsque s >0 et que la mesure u n'est pas la masse
de Dirac disposée aw point M.

est done un voisinage de . »{1} 8ieh 21
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¢

Démonstration. Soit

o0
o(s) = [ edu(n),
0
la transformée de Laplace de la mesure u.

d oo 0
7 (P0e") = [ (=00 0aut < [ (H—au®) = 0

0

puisque pour tout nombre réel m, ze~**<x. Dol p(s)e™
D’autre part, si s > 0 et si p(s) = ¢~ ™%, alors

‘< p(0)=1.

[ (=1 =" —1)du () = 0.
1
La fonetion & intégrer est positive, continue et ne s’annulle que pour
t = M. Dans ce cas, u est la masse de Dirac au point ¢ = M.
Appliquons ce théoréme % un processus de Galton-Watson. Si f(z)

= Zp(%)z” le dernier théoréme nous dit que si @#¢[0, 1] alors f(z)> o™,
N=

on que f(e=™) > ¢~ si s > 0. Considérons la suite de fonctions Fole™Py,

Ces fonctions sont complétement monotones, cest-a-dire sur (0, oo)
les dérivées successives de chacune de ces fonctions alternent en signe [6].
Il suit du théoréme 2, que cette famille de fonctions est une famille
croissante. Soit
“ g(s) = limf, (e=¥");
n—oa

une telle limite est nécessairement une fonetion complétement monotone
continue sur [0, oo) et g(0) = 1. Par le théoréme de Bernstein (cf. p. 160
de Widder [11]), il existe une et une seule mesure sur [0, co) dont la
transformée de Laplace soit précisément

gs) = [ e~“ap(s).
0

Nous avons donc établi que les variables aléatoires Z,/M™ con-
vergent en distribution vers une variable aléatoire W dont la fonction
de distribution est du(?). (Lorsque les transformées de Laplace conver-
gent, il en est ainsi.) On voit que Ia fonction g(s) satisfait la trés importante
équation fonetionnelle g(Ms) = f(g(s)).

Demandons-nous quand g(s) =1; soit ¢ _hmg(s) Vu ’équation

fonctionnelle satisfaite par g, on a f(¢) = ¢. Si M < 1 (depms le théoréme 2,
M peut &tre inférieur ou égal & 1), Péquation f(x) = # ne peut admettre
que la solution # =1 si 0 << << 1.
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(0). Si ¢ =1, alors Do

Si M>1,alors ¢ =1 ou¢=gq=1imf,

oA
Bim = fu(e™ oy = 0,

S < e
k=1

Mais
n ’ 13 e
£ (f (e-”M ) e —Lak
o ot = H > M ()
k=1 Q JV[ k=1 . m ‘
—k _rm—Fk i . logn
vu que, par le théoréme 2, A Caa P * Ainsi = Enp (n)Z(l—e LM™H > an(n)(l_g L)(loggM _1)_
N=0 k=1 n=0
_1/M” ® Ainsi
Te (6 —0 ot N M—F () = Joo. >
é-/ ) an(n)logn < +oo.
- n=1 .
Dol ' THEOREME 4. Si
an(n) Z(l—e“”/Mk) = too et an(n)logn = +oo. Z’np(%) =M>1,
n=1 k=1 n=1 1
st
Pour traiter le cas ¢ = ¢, il nous faut établir le théoréme suivant ©
THEOREME 3. 8% an('n)logn< +o0,
. n=1
w(s) = [ e aF () ot st .,
0 . FTacy lorsque 0 < v < M,
est la transformée de Laplace d'une mesure de probabilité AF (1) sur [0, oo) 0(z) =
s pla) =T, si 0 <s<1, alors p(as) < e - 1 logz lorsque &> M,
Démonstration. Il suffit d’appliquer I'inégalité de Holder avec M—1  log M
f)y = e, g(t) =1,p =1/s, ¢ = p/(p—1): alors pour towt entier k et pour tout nombre réel s, on a
1yp 1ig —s/M d
F@g®arE| < (] If(OF aF (1) g ()7 dF(t) fule™™)
U l\ U ) U( ) ) . 1— S < — 3 Sjﬂp(n)ﬂ(ns)
- — a —Ls
f" “ar() < U ¢ utdF(t) (de(t)) o plas) <o Démonstraﬁmon En appliquant encore le théoréme 2, on a que
- Fu(6=*M") > ¢=°. Dont
Supposons donc que ¢ = ¢. Etablissons que dans ce cas anp (n)logmn - il 8—3,1Mk) . ]"_—]‘ (% (e_s[lllk))
< +oo. Pu1sque ¢ < 1,1l existe un ncmbre L > 0 tel que pour k _.71 2, M* L1 M
fele™ ") 6%, Par le théoréme précédent, si s<1, ful¢"™) < = -1 otk s
Dlod <21 f(f(e 21_
tp o T -1 M A=l e _rm—k o
Jale ) :n I (fule ) ” f(e ) -
M- 11 M ey 7

Oxn sait que

| 2 _s/'ll Zm'___,np (n Z‘Qj(l __m/M'L
Py =1
fale™™™ . \ : gzﬂm)(n)Zmin(i, ;;) S L n)0(ns). k
M= i=1

=0
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Vu DPéquicontinuité de la famille de fonctions f;(e‘S/M") | M*, on
obtient que g(s) est une fonction admettant une dérivée continue pour

s=0 et g'(0) = —1. Ainsi ¢'(s) = — [ te*'du(t) et Pon obtient que
. 0
f tdu(t) = 1.
0

Définissons maintenant g(z) pour tout nombre complexe dont la
partie réelle est > 0,

0

g(2) = f e du(t)

]

Alors g(2) admet une dérivée continue dans tout le demiplan' Rez = 0.
Nous améliorons maintenant un résultat de Stigum [10].

T}IEORDME 5. Si an(n =M>1, si 2 np(n)logn < +oo e si

fle) =™, alors |g(z)|< 1 lorsque z # 0 et 11.mg(z) —q
Démonstration. Soit L la période de la. fonctlon Zp(fn , L>0.

Puisque ¢'(0) = —1, il existe un nombre ¢ > 0 tel que si ¢/ M < [#| < ¢,
alors (g(2))” #1. Par le théoréme 1, on obtient que limf,(g(2)) = ¢
N—00

uniformément sur {z|&/M < |2|< ¢} Ainsi lim g(M"2) = g uniformément
—>00

sur le méme ensemble. Ce qui établit que limg(z) = ¢.

Z2—>00
D’autre part, si ¢ est un nombre complexe pour lequel {g( ?)| =1,
puisque f(g(z/M)) = g(z), on a (g(2))" = 1. 11 sensuit que lg(e/M*)F =1
pour £ =10,1,2,... Dot 2 = 0.
Remarquons que le fait que limf,(2) = ¢ fait connaitre un saub
=00

de ¢ unités & ¢ = 0 pour la fonction x(f). Intéressons nous maintenant
au comportement de g'(z) lorsque 2 tend vers linfini.

TEBOREME 6. 8¢ M = Xn p(n) >1, si u=f'(q), st aest un nombre
Pz .
réel tel que M > u, alors
g'(2)

oo 2]

=0,

Démonstration. On peut évidemment supposer que a << 0. Soib
= {#] 1< |2] < M}, par le théoréme 5, il existe un r<< 1 tel que
1g(2)] < r pour tous les 2 de K. Do

gngof'(fn(g@))) =f(g)=n
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uniformément sur K et

 Ialg(2)
2 Javam =0

Puisque p<<1, il existe un 6 >0, tel que ¢'(2) = o(Jz]"""%), on
obtient le corollaire suivant:

COROLLAIRE. Pour fout a,

f\g'(a+iy)ldy< +eo o lim flg (a+y)|dy = 0

—o0 —oo

ce qui monire que g () appowtm?,t o Za classe de Hardy H' du demi-plan
Rez = 0.

Je ne serais pas surpris d’ailleurs que g’(z) soit une fonction sans
zéro, mais ceci- est un autre probleme.

g’ (¢€) étant une fonetion sommable qui est la transformée de Fourier
de la mesure tdu (?), on obtient que la mesure dx (t) est absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesgue pour > 0. du(t) = w(t)dt4-q X
masse de Dirac & { == 0. tw(t) est continue pour tout ¢,

fmmM=
1]

Nous désignerons dans la suite par wq(?) la partie absolument con-
tinue de la mesure qui est Ia convolution de la mesure u « fois avec elle-
méme.

)

[ wa

0

=1—q et

THEOREME 7. 8% p(0) = 0, st M = D np(n) et i a est un nombre réel
1
tel que M* > p = f'(0), alors

9=) .

200" [2]
.

Démonstration. On procéde comme au théoréme 6. Soit K = {z|
1< j2I< M}. Comme il est démontré dans le livre de Montel [7], p. 51-52,
ou le livre de Picard [8], p. 156-159, si #° 71,

m fn(f)

n—co M

= F(2),

.ol F'(z) est une fonction continue sur {z| o, fel< 1} et analytique

sur {z| j¢| < 1}. 11 existe donc une constante B tel que si ze<K pour
tout mn, fn(g(2)) < Bu". Utilisant Péquation fonctionnelle satisfaite par g,
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on &
i g(M"2) z \"
i <B .
N e
Dol
1im L&) _ .
2> 00 |z‘

COROLLAIRE. §i p(0) = 0 et si D, np(n)logn < oo, les fonctions twy(f)
) 1

sont de mieun en mieuw dérivables, ¢’esi-G-dive pour tout entier k, il existe
wn entier Ny tel que si x> Ny, alors twe(t) admet une dérivée %° continue.

En effet

_____1_ r ac 1 @ét
(1) =5 £ wlg (1)) g (i8) ¥ d.

Soit @ un nombre négatif tel que M®< u; alors g(é&)" g’ (éé)
= §(|£]™") lorsque & tend vers linfini. Si « est suffisamment grand,
on. peut. dériver % fois sous le signe intégral et obtenir encore une fonetion
Lebesgue-intégrable sous le signe intégral.

TeRoRAME 8. §i Y np(n)logn< oo, si Jnp(n) = M >1, si f(2)
1 1

# 2™, alors pour tout £ > 0, w(t) >0, o w(t) est la densité de la variable
aléatoire W. '

Démonstration. La transformée de Fourier de wg(?)-+q"d(t)
~est (g(48)f". Vu que g(Mz) = f(g(2), on &

( ) Zp(nwn(t

Te=1

§l >0 81 w(e) =0 et si p(n) # 0, alors w,(cM) = 0. Comme wn(1)
est en partie la convolution de w(f) m fois avec elle-méme, on obtient
w(eM[n) = 0. Si le demi-groupe multiplicatif engendré par {M/n| p, 0}
est dense sur (0, oo), on obtiendrait que w(t) = 0, ce qui est impossible.
Si le demi-groupe n'est pas dense, comme il existe deux entiers n, et
tel que p(n) # 0, p(ng) # 0 (ny < M < m,), ce demi-groupe est de la
forme {F"}n__. ol k>1,

Soit ¥ un entier tel que py # 0 et soit (a, b) un intervalle sur lequel
wy_1(t) est strictement positif. Supposons que w(¢) = 0, alors que o > 0.
Nous allons définir par récurrence une suite d’intervalles (on, dn) sur
lesquels w (¢) s’annulle, ¢, = dy = ¢. Supposons que ¢, et d, ont é66 définis.
8i ¢, = 0, alors (cn,1y dnyr) = (0, 00). Si ¢, # 0, soit m Pentier tel que
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a < K"c, M < ka. Posons pour la suite ¢, = k’"o,,, &y =k"d,. Si e, M <
alors on pose (Caj1ydnyy) = (0, 00). Bi en M > b, alors on pose c.,,,+1
= Me,—b et d,y = d, M —b. Vérifions que si w(f) s'annulle sur (0,“ )y
alors w(t) s’annulle Sur (6,1, duy,). Premiérement, w(f) s’annulle sur (c,, dy)-
Deuxiémement, wy(¢) s’annulle sur (Mep, Md;). Troisiémement, w (%)
doit s’annuller sur {(@d)e<d<b,t+de(Mey,, M)} = (Me,—b,
Md,—a) ~ (0, o0). 8i Me,—b < 0, alors w(f) va s’annuller sur (0, ¢, M — a),
done sur (0, c0). 8i Mc,—b >0, alors w(t) s’annulle sur (Cny1, dnyr)-

Puisque w(t) ¥ 0, alors pour' tout entier =, ¢, # 0, c’est-d-dire
Mc,—b >0 et on doit avoir dy/en << k. Etudions maintenant comment
varient ces rapports dn/cn; ni10ny1 = Md,— afMc,—b. Puisque afb << 1
< dpfen,y acy, < bdyp. Do Mcpdy,— acy, > Meydy—bdy, et Mdy— a/Me—b
> dpfcy. Ainsi dufe, = dpfon < Gny1feny:. La suite ¢, est bornée et ne
s’approche pas de zéro; comme d, < ke, d, est également une suite
bornée. Soit ¢, d un point limite de la suite (cp,, dy). On aura Me—b > 0;
si Mg =", alors Md =a, ce qui est impossible. Si Me #b, alors
(Md—a)/(ME—Db) = dfc. Cette équation étant impossible & réaliser
lorsque ¢< d, on a donc obfenu une contradiction. Done w(t) ne peut
pas s’annuller sur (0, o).

4. La fonction de Green. Pour la suite Z np(n)logn < + oo,

0

2’ np(n) = M >1 et 2 p(n)e" est une fonction dont la période est 1.
Le lecteur nous rend:ra. graee de cette simplification pour les caleuls qui

viendront. Un peu plus loin, nous aurons & supposer que an (n)log2n
< oo, Passons & I'étude de la fonction de Green.

Nous nous intéressons désormais au comportement de G(z, y) lorsque
v tend vers 1'infini; # sera fixe tout au long de nos considérations. Nous
avons

1
P2, 9) =5~ f(f(”)z e ae,

1 -
Ypa(@, ) =5— fm(f () fuld) e a0

-

aprés une intégration par partie.
Demandons comment se eomporte yp,(xz, y) lorsque n et y se trans-
portent vers linfini de telle sorte que yM~" tend vers un nombre ¢ > 0

1 M ] f’ (eiflﬂln) . )
ypul2, y¥) = o f m( Tl e‘LE/llI"))a:_l n_lwn_ ST M g E.
— M
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Majorons Dintégrand par une fonction sommable posmve Sig<
alors lintégrand est majoré par z. Si rME £ nM* , ol k& est un
" entier > 1, alors lintégrand est majoré par
Pl || felfan (@) Sk (@) |
z M n Jlfk _M%_k
Soit K la fermeture de

0 {Me“/”’”) << w};

=0

alors K est une pmtle compacte de {z| ]zl < 1} qui ne contient pas # = 1.
)| |z K}, alors Z’Mlc < oo,

Ainsi Dintégrand est majorde bul [nM’”' n ") par la conﬁtante
(= /M’”) i, Lia fonction réelle paire qui vaut # sur [0, =] et qui vaut zu; M
sur (mM*Y, wM*], B =1,2,..., est une fonetion intégrable qui majore
Vintégrand pour tout n et tout 9.

L’intégrand, vers quoi tend-il lorsque n — oo alors que yM" — ot
11 tend vers —a(g(—i&)* ' g'(—if)e ~%¢ Par le principe de convergence
bornée, yp.(v,y) tend donc vers

|t (fan (8P

Dot 8i pe = {-11113{|f;c

31; f —a(g(—i€)"~ g (—

% -
-t f
- 27

i&)e~ " g

o (gae) g (8)6F dk = cwgl(e),

ce qui nous donne une honne idée pour estimer G(z,y). Pour cela, il
faudrait cependant avoir un contréle de ce qui se passe & la téte et & la
o
queue de la série Y p.(@, ).
=0

1. Estimation de la queue. Estimons

D) upa(o,9)
MP=Ly
-2

MP=Ly ~meM™
T nous suffit comme tantét de trouver une majoration adéquate
des diverses contributions venant des intervalles [—m, w], (e M"Y, © M

ot [—mM®, —xM* 1], k> 1.

M

. epm oy Tn (™) n _gemn
o ful N I e 1)de.

2T
L—1"

b3 . ‘L'E/M'”‘ .
(a) 2 —21; f m(f,.(e“/M"))’”“‘——f“(jw ) g (g _y) ge

MP=Ly il
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nM® .
1 . e"’elm . .
(b) § 5 f m(f'n (6‘L$/M"))z—l j;( ) etE]M"(e—WE/m_l)dé
M‘";I/y k=1
nz=k

N
= 2 o fmlfk(fn_k(gﬁ’m k))“ewﬁm _1iae

MP>Ly /M
n>k
. .Y
< E wﬂkmm(%jﬂ;:z? .
MLy
nxk

Pour un entier % fixe, majorons la série suivante:

M M

- i ML
(s ¥ T M1 O ’

> min (1,4
s I S e
= w1 s

Soit & >0, vérifions maintenant qu’il existe un nombre N, tel que

siy>1et L> N, alors Y yp.(z,y) <e. On sait qu'il existe un nombre
M7>Ly
A et un nombre 7 tels que 7 << 1 et u < A7° (B> 1).

2 YPa (2, y) < ATW ( kE Tkink + Z Zka)
ME<L ME-L

Mr=Ly
Lorsque L est suffisamment grand, on a bien que cette derniére
parenthése est suffisamment petite.
2. Estimation de la téte. Estimons maintenant

2 yPn (2, ?/) = Z —21‘:

My Moy —ﬂm

TM®

Encore ici on brise intégrale sous divers intervalles et fondamentale-
ment on utilise le fait que si k() est une fonction continue sur [a, bl,
alors .

b
it T b—a T
| [ e a < gp o+ = wh(lyl)’
ol
= sup{|h(t)| te[a, b]} et wh(ﬁ)

Studia Mathematica XXXIV

= sup {|h(t) —h(ts)] ft1— 1] < &}
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Nous allons utiliser le th'éore}me 4 pour obtenir un estimé du module
de continuité des fonetions f,’b(eﬁ). Sachant que

£l = Y ypa (1, y)6™,
1/:0

VAGEEN AT Zypn(l,y)|ef”fl—e“'ﬁz|,
Y=0

(6™ =l < D ypn(l, 9)2

Y=0

in 5 (6,— &)

Remarquant que si z >0, sine < e™*(1—¢™%), alors
fa(6%1) — fu(6¥)] < 267 (M — fr (o121 %2IR)
Nous démgnerons par w(t) la série similaire & celle du théoréme 4,

o(t) = 26! (j np(n)d (n?t))
P

fn(6%1) — fa (6%2)]
M

Dot
< o(|&1— &)

T oo 1 8T
(a) [Z f (J”n(e“’ﬂ‘m))z"l*————fn(jw/1 )e’E’M”e"*"’s’M"dE‘

Mhgiy ~T
T M ™
< M- (x—1 - M
Mgw((ﬂ—l) oDy e ()
Cym Jo—1) M & y "
<35 ow b (y~—1>y‘sM—1‘+“,;‘“((y—1> o307
Mk 1:5/
(®) } D[ e ‘f“——*M ) g-ie- "f/M"ds}~z<7c,a, 5)
Mgy nk—1

e

Moy TIM
nzk

) gy )
X f/c(fn_k( if/M'n-Jﬂ ) fn—_Mn:____) e i
© (M—1) .
< (mc u +— [(m_l)(#k)z wr
ng M y—1
nxzk
Py T ’““’((yin MI)]) +Bu(y)-
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Tei
= sup{ifr (2)] (& > 1)(&5)»— < 1E| < my 2 = f (641}
et
Buly) = [ 1fe(d®)—fi(e 1) .
/M

Ri(y) se présente parce que f''(2) existe sur {z| je| < 1}, mais f"(»)
n’existe peut-étre pas pour |z| = 1. Il existe une constante 4, et un nombre
7< 1 tels que u < A7 et o, < A,r". Ainsi Pon peut choisir un nombre
O (qui ne dépend ni de y, ni de J) tel que

Z ypn(w,y)<0(6+ Zw(ZchM"“)—L

Moy
e DA s S
Migoy k=1

n;k
Puisque {Rk(y) < 97 i, Eﬂk< co ef luan(y) =0, si y est suffi-
gamment gra,nd Z‘Rk(y est sufﬁsamment petit.
I R ST /)
ey TN
¥ LM -1

My
n=k

Ce dernier terme est de l'ordre de J.

—k hinid
E ® (E#—) <2 o(2ndMT).

Mr<oy n=0
nz=k

Vérifions que si an (n)log? 'n< co, alors lim 2 (26 ")=0.
Lorsque § <1, » n=1 0 n=0

2.0 5: mp (m) O(méM™) < Zm‘mp O(mM~")

n=0 M= M=

Ms

...

=

< > mp(m) (ZO(MM—”))
N=0

M=1

-
o

8

V

L]

((logm)+1)* _
SZMP(WL) 2log M < oo

m=1
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0
Comme lim 8(mdM ") = 0, alors lim S o@2rnéM™") = 0.
: 530

oo 80 =0
Ces calculs démontrent que si D np(n)log*n<C oo, pour tout & >0,
1

il existe un nombre N, et un nombre & tel que, si y = N,,

D yma(@,9)<e.
Moy

Nous avons établi le fhéoréme suivant:
TatorEME 9. S7 an( n)log?n << oo, si Y mp(n) =M >1, si
1

2 p(n)2" est apériodique, si wx( ) st la densité de la variable aléatoire limite
de Z“/W et st h(x;c) = Z‘ eM™w,(cM™), alors h(x;c) est une fonction
o= —00

continue par mpport & e, strictement positive. 8i vy, est une suite d’entiers
tels que limynM =¢>0, alors llmynG(m Yp) = h(z; c).

Le ffut que h(z;¢) >0 découle du théoréme 8.

5. Fonctions harmoniques. Pour la nomenclature et pour les résultats
fondamentaux au sujet des fonctions surharmoniques d’un processus de
Markov sur un nombre dénombrable d’états, je renvoie le lecteur au
volume de Spitzer [9], p. 322-338. Ce que j’appelle ici fonctions harmoni-
ques est appelé ‘‘regular functions” par Spitzer. Quant & la terminologie
ayant trait aux cénes convexes, on peut se reférer aux travaux de Choquet
(par exemple cf. [1]).

Je veux indiquer quelques propriétés des fonctions harmoniques
d’un processus de Galton-Watson indéecomposable. Soit (x) une fonction

o0
harmonique pour la matrice p(z,y), c'est-a-dive > p(x, y)h(y) = h(z).
V=0
Si P’on considére le cone des séries de puissances d'une variable z & coeffi-
cients positifs, une fonction harmonique induit une fonetionnelle linéaire
00
sur ce cbne: si g(z) = > ¢(n)2", posons

Zh(n ye(n) < +oo.
N=0 #®

La propriété fondamentale de cette fonctionnelle est que H(goj)
= H(g) (cf. article [2]).

Comme je ’ai remarqué dans [27, il egt beaucoup plus facile d’étudier
les fonctions harmoniques lorsque p(0) = 0 et par bonheur, on peub

Z p(n)2", considérons la fonction

. fla+(1—gw < .
FHw) = g n};p

toujours se ramener & ce cas. Si f(2) =

icm°®
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alors p*(0) = 0. La corresponda.nce entre les fonetions harmoniques
des processus en cascade issus de f(z) et de f*(w) est la suivante:

H*(ww>=H((j:Z)x)\ o HE) = I*((o+0—uff).

Remarquons que

n

m=n

o = 3 () rra—arpm s n>o.

Sl g(n) est une fonction croissante positive, comparons Z‘p(n)g(n)

et 210 (n)g(n):

21” (m)g(m) — 2 2( ) (1" p(m)g(n)

= Zw‘ 2( ) " (1—g)" g (n)p(m ———29(?%)?(%)

o0 oo
Par exemple, si Y, p(n)nlog*n < oo, alors Y, p*(n)nlog*n < oo.
n=1 1

TERORBME 10. Si k() est wne fonciion harmonigue et st h(0) = 0,
h(x) est la limite dune suite croissante de potentiels.
Démonstration. Considérons ls fonction harmonique h* pour la
fonetion f*; alors si
B(z) siz<mn,

b (@) = .
0 siw>n,

P*h, < by VU que (P*)™ 5> 0, alors hm(P* ™ hy, = 0. Si by, est 1a fonetion

M0
telle , (2) = I (g+ (1 — )w)"), alors hy, ( ) est un potentiel pour la fonction
f et limh,(z) = h(z). ’
Tor00

TekorivE 11. Le cone des fonctions surharmoniques positives d'um
procassus de Galton-Watson indécomposable avec une. moyenne supérieure
o 1 est & base compacie.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que
»(0) = 0.

(a) Nous allons d’abord vérifier qu’il existe un entier n et un entier
4 tel que p, (1, ¥) > 0 et p,(1,y+1) > 0. Sipourn = 1, ceci ne ge produit
jamais pour deux entiers conséeutifs y et y-+1, vu que par hypothése
{n—m|p(L,n) # 0,p(1, m) # 0} engendre comme S0US-groupe les entiers,
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il existe 4 entiers y, @, @5, @, tels que p(l,x) >0 (i =1,2,3,4),
By < @y, 3 <% et les deux entiers @,—wq, 2%, —m; sont relativement
premiers. On se convaine facilement que parmi ces 4 entiers, on peut
en choisir 3, ¥1, ¥, et s tels que ¥, < ¥, << ¥, el les entiers y,— ¥y, ¥y3—y;
sont relativement premiers. On peut done trouver deux entiers positifs
N, et _N3 tels que Ny(ye—4y1)— N3(yz—y;) = £1. Soit #» un entier pour
lequel 7~? > Nyebyt > N 5. 11y & une probabilité > 0 qu’a la génération
(n—1), yi~ 1 particules soient produites (pn_;(1, 47" 1> 0). Avec une
probabilité strictement positive, de ces y7~' particules, ¥, produiront
chacune y, particules et les autres produiront chacune y; particules,
c'est-a-dire _pn(la ?/?‘I‘Nz(?/a—."ll)) >0. De méme Pn(lz ?/?'|‘Na(ys“y1))
>0. Bt précisément les deux entiers y3-+N,(y.—y1) et yi-+Ny (y;—v1)
gont deux entiers conséeutbifs.

(b) Nous allons maintenant vérifier qu’il existe un entier y, tel que

§i ¥ = ¥,, il existe un entier » tel qus p,(1, y) > 0. Soient N et ¥, deux
entiers tels que py(1,y;) > 0 et py (1, y,+1) >0; on peut trouver un
entier I tel que y=+! < (y,+1)" On pose alors y, = y=. On remarque que

4, o) =kq Y5+, (g, -+ 1)7+9]

et que 8i ye[y*, (y,+ 1], alors pawin (1, ) > 0.

(e) On peut done trouver une fonction o(y) définie sur les entiers
Y 2 Yo, prenant des valeurs entidres positives pour laquelle py, (1, y) > 0.
8i h(x) est une fonction surharmonique telle que A(1) <1, si @ > y,,
alors h(2) < 1/pew (1, #) étant donné que

o
D Pey (L, ) 1(y) < B(1),
Y=0 .
ce qui permet de dire que {h(x)|h est surharmonique et positive; 0 < o
< 4o = h(w) <1} est un ensemble compact, qui est une base pour le
cone des fonctions surharmoniques positives. Ce qui compléte la démon-
stration.

Lorsque 'on a dans un compact convexe K une suite croissante de
parties convexes fermées K, telles que la réunion des K, est dense dans
K les points extrémaux de K peuvent s’obtenir comme limite de points
extrémes de K,. On sait également que si U(z) est un potentiel qui est
extréme dans le edne des fonctions surharmoniques, alors il existe un y
et une constante C tels que U(z) = CG(z,y). Reliant ces remarques
avec les théorémes 9,10 et 11 on obtient le corollaire suivant:

COROLLATRE. §i f est apériodique, si ) nloginp(n) < oo, 3 np(n)>1,
1 1 :

8i h(m) est une fonction harmonique extrémale, si h(0) = 0, hiw) = h(0)d",

icm
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st h(O) =0, ewiste un o tel que
k(2; ¢)

h(z) = h(1) .
(#) = h(1) 7, o)

Quelques remarques pour terminer:

1. Le lecteur attentif pourra déterminer les fonctions harmoniques
pour une fonetion f dont la période est L>1 & l'aide de la technique
que nous avons exposé.

2. Dans un article subséquent, j’établirai que si ¢; et ¢, sont deux
nombres tels que 1< e, < 6y < M, alors h(w,c,) et hiz, c;) sont deux
fonctions linéairement indépendantes. De plus, h(z;c¢) est pour tout
‘¢ effectivement une fonction harmonigue extrémale. Ma.].heureusement

nous établirons ceci sous ’hypothése quelque peu restrictive que Z n*p(n)
< --co.
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