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Zugammen mit (6) und (7) folgt daraus f(y) = 0, da bis auf e® alle
Doppelfolgen, die auf der rechten Seite von (8) summiert werden, aus
RCN sind.

(d) Nachweis des Widerspruchs. Aus der Annahme ROA* < B und
Hilfssatz 2 folgt im Fall y(4) 0, daB RC in D T,-dicht ist, und im
Fall y(4) = 0, daB RCN in RC T,-dicht ist. Das widerspricht der Tatssche,
daB (RO;T,) und (RCN;T,) Banachriume sind und ein zeD\RC
existiert.

Wenn man davon absieht, daB im Fall y(4) = 0 die Existenz eineg
#eDNEC gar nicht gefordert wird, dann 148t sich wegen ROA* = RCA.
das Ergebnis von Satz 1 durch den folgenden Satz 2 noch einfacher, wenn
auch weniger allgemein formulieren:

Sarz 2. Transformiert eine regulir-komvergenzireue vierdimensionale
Matriz eine beschrinkle, nicht regulir-Tonvergente Doppelfolge in eine
regulir-konvergente Doppelfolge, so auch eine unbeschrinlkte.
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Spektraleigenschaften
eindimensionaler Differentialoperatoren héherer Ordnung

von

E. MULLER-PFEIFFER (Jena, DDR)

Der zugrunde liegende Hilbertraum igt I,(—oco, +o0), die Menge
der im Lebesgueschen Sinne quadratisch integrierbaren (komplexwerti-
gen) Funktionen, die auf der x-Achse definiert sind. Es wird das konti-
nuierliche Spektrum (1) von selbstadjungierten Differentialoperatoren
untersucht, die von dem Differentialausdruck

1) Myl = (=1 [pey™ ™M+ (— 1) [py" VI P4y, w1,

erzeugt werden. Von den Koeffizienten p, == pr(®) wird vorausgesetzt,
daB es reelle Funktionen sind und daB sie resp. lokal zu den Sobolewschen
Riumen W2 *(—oo, 4-c0) gehoren [10],

%) Pu(@) e With(—o00, +o0).

Dann ist 1[y]eL,(—o0, +o0), wenn g(z) zu C3(—oo, +oo) gehort,
d.h. wenn y(x) beliebig oft differenzierbar ist und einen kompakten
Tréger besitzt. Durch

A4y =1[y], D(4) = OF(—oo, +o0),

wird ein Operator definiert, dessen Definitionsbereich D(4) im Hilbert-
raum Ly(—oo, +oo) dicht liegh; A ist symmetrisch. Alle selbstadjun-
gierten Erweiterungen von A besitzen bekanntlich das gleiche kon-
tinuierliche Spektrum ([8], 8. 203).

Die vorliegenden Untersuchungen befassen sich mit der Frage,
welchen Binflul das Verhalten der Koeffizienten px(z) auf die Lokali-
sierung des kontinuierlichen Spektrums einer selbstadjungierten Erweite-
rung A von A hat. Dazu werden folgende zusdtzlichen Voraussetzungen
ither die Koeffizienten gemacht:

1. po(z) = ¢y > 0.

(4) Als Kkontinuierliches Spektrum wird die Menge der Haiufungspunkte des Spek-
trums verstanden.
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2. Bedeutet py(z) = min(;pk(m),o) den Negativteil des Koeffizi-
enten py(z), so sei fiiv jedes & =1,2,...,n das Integral [ py (f)dt als
0

Funktion der oberen Grenze z auf der z-Achse gleichmiBig stetig.
3. Fiir jedes o >0 sollen hinsichtlich der Integralmittelwerte der
Koeffizienten ‘die Grenzbeziehungen
T4+

1
®) lim—f W= 0, k=12, ...

e @ 4

) 1y

gelten.

Hinsichtlich des kontinuierlichen Teils ¢/(4) des Spektrums einer
beliebigen selbstadjungierten Erweiterung 4 von 4 gilt dann folgender
Batz, der eine Verallgemeinerung gewisser Resultate von F. M. Glazman
darstellt ([4], Kap. ITI):

Sarz 1. Brfillen die Koeffizienten des Differentialausiruchs (1) die
Vorausseizungen (2) und 1-3 und bezeichnet u das Minimum des Polynoms

4) N =& e E b b e,

so liegt links von p kein Punkt des kontinwierlichen Speltrums CG(A) einer

beliebigen selbstadjungierten Erweiterung & wvon 4,
O(4) A (=00, ) = 0.

Beweis. Der Beweis wird in drei Schritten gefiihrt.

I Als erstes wird gezeigt, daB fiir die Lokalisierung des kontinu-
ierlichen Spektrums C(4) allein wesentlich ist, wie die Koeffizien-
tenfunktionen pr(z) sich fiir |#| - co verhalten. Das folgt sofort mit
Hilfe der Zerlegungsmethode fiir Operatoren ([8], 8. 306). Durch die
Punkte —a, und z,(>0) wird die z-Achse in drei Teile (—o0, —zy),
(=@, @) und (@, o) zerlegt. D(4,) sei diejenige Teilmenge von
D(A), deren Elemente Funktionen mit kompaktem Tréger in (—oo, — z,)
sind. Analog werden die Teilmengen D(4,) und D(4,) definiert, die resp.
zu den Intervallen (—,,,), (2,, +oo) gehoren. Durch die Definitions-
bereiche D(4;),j =1,2,3, werden Operatoren 4; definiert, die Bin-
schrinkungen von A4 sind:

' 45y = Ay, yeD(4,).
. F&BP man die 4;,§=1,2,3, alg Operatoren auf, die resp. in den
Hﬂbgrtrau?:aeg Ly(—00, —my), Ly(—a,, @) und ILy(w,, oo) wirken, so
erweisen sie sich als symmetrisch. Sind dann &, 4; irgendwelche selbst-

a;tiju‘ngie?ten Erweiterungen von 4, 4;, so liefert die Zerlegungsmethode
hingichtlich der kontinuierlichen Spelctren der Operatoren die Beziehung

0d) = 0(4;) v 0(4,) v 0(4y).
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O(4,) ist aber leer, da A, als selbstadjungierte Erweiterung des

reguléren Operators (2) A4, kein kontinuierliches Spektrum besitzt ([8],

S. 203). Also ist

() O(d) = C(4dy v O(4y).

Es geniigh, wenn wir uns mit 0(4,) befassen, da fiir die Bestimmung

von ((A) die Operatoren A, und A4, gleichberechtigt sind. Der Punks
2, kann nach Bedarf grof gewihlt werden. )
’ . O(4,) stimmt mit dem kontinuierlichen Spektrum C(4,) der
Friedrichsschen Erweiterung 4, von A, iiberein. Untere Schranken fir
(s} (ﬁs) gewinnt man iiber die quadratische Form (dsu, %), % <Cy (2, o),
von A,. Um (A3%, %)g, « () Dach unten abzuschitzen, wird A, wie
folgt zerlegt. Bezeichnet A4, den Operator -

6) Ay = (—1)"[g@)y" 1"+ (=1 g:(@)y" "+ 4 gal2)y,

(@) = pr(®)—crt e, @e(By, 00);E=0,1,...,0;0 <& <0;

mit dem Definitionsbereich D(4.) = 0 (#;, o0) und isk
(1) Buy = (—1)"(ee—&)y®+(—1)" (e, —e)y® )+
+---+(Gn_‘5)y7 'D(-Bz) = Ggo(mo’ oo)i
so gilt offenbar A; = 4.+ B, und fir die Koeffizienten g.(») sind die
Bedingungen

T4

a@d=e, kF=1,%,..,m,

®  a@>emd lim [
[ETx
erfiills. Da die Koeffizienten in (7) Konstanten sind, 148t sich die quadra-
tische Form (B.%, «) von B mit Hilfe der Fouriertransformation leicht
nach unten abschitzen. Zu diesem Zweck werden die Funktionen
u = u(x) ans CF(#,, oo) durch Null auf die gesamte w-Achse fortgesetizt
gedacht. Durch partielle Integration und Fouriertransformation erhilt

man dann

(Bot, ) = }w{(%— &) [u® (@)*+ (e;— &) [P+ ...+ (en— &) [ul } dov

= }m[(ca— &) £+ (es— 8) 8" o (ea— )] |R(E) A8

> )us”/i)’llz = /‘Le“uuz‘

(3 Ein Operator A heiBlt reguldr, wenn das Grundintervall (a:,b.) endJ.ich ist u'nd
die Funktionen 1/py(z), Dy (%), ..., pu(x) im ganzen Intervall (a,b) integrierbar sind
i fillt ist.

8], S. 163), was wegen (2) in unserem Fall erfiills is ) . .
(= (3) Der Index (z,, oo) weist darauf hin, daB das Skalarpro_dukt gich auf den Hil-
bertraum I, (;, o) bezieht. Im folgenden werden solche Indizes \jveggelassen, wenn
aus dem Zusammenhang folgt, welcher Hilbertraum jeweils gemeint ist.
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Dabei ist p, das Minimum des Polynoms
75(&) = (06— ) &+ (6,— &) E" 7 L. (6 —)
und
+o0

W(g) = ;El_ﬂ_——i ¢ (o) d

die Fouriertransformierte von u(z) [1].

Im dritten Schritt des Beweises wird gezeigt, daB der Operator

A, fiir jedes e positiv ist, so daB aus

(—Aeui “)(xo,oo) =0 und (Ba"/'a u)(fco,m) = M ”u”(zxo,oo)

durch Addition .
(Aaty %)iay00) = e[ lling,00
folgt. Da diese Abschitzung fiir jedes & > 0 richtig ist und g, fiir & —0
gegen u strebt, gilt dann auch
(4w, %) = plull?,  weCF (2, oo).
Links von u liegt demnach kein Punlkt des Spektrums der Friedrichs-

schen Erweiterung 4, von 4,, was insbesondere

O(dy) A (—oc0, ) =0
bedeutet. Damit ist auch

C(dy) ~(—o0, u) =0

fiir eine beliebige selbstadjungierte Erweiterung A; von 4,. Entgpre-
chend gilt
G(ﬁl) ~(—o0, y) = g,

80 daf aus (5) die Behauptung folgt.
III. Es bleibt nachzuweisen, daB fiir ein Dbeliebiges ¢ > 0

(A_,,u, u) 20, wueCy(zy, o),

erfills ist. Das Intervall [, oo) wird durch Teilpunkte #,, 2, ... in
Intervalle der Linge o, = #,—w,_; zerlegt. Die Koeffizienten gy (2)
werden in den Positivteil g¢f (z) = max(qk(w), 0) und den Negativteil
gk (%) = min{g,(x), 0) aufgespalten und

9

[ dt @is = 4a,,

ka_(-’”)dW———kﬁy, E=1,2,..,0;v=1,2,...,
() (=)
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gesetzt, wobei (w,) das Intervall (z,_;,,) bedeutet. In der Darstellung

(Lo, w) = D) [ (0(@) [P (@) + g:(2) WP 4.+ ga (@) [ul’) d
P=1 (m,) .

> D (el lay+ [ 0@ W4+ o)l do)
=1 )
der quadratischen Form von 4, wird zwecks Abschitzung nach unten
zunichst der Anteil
WSy = elutt,) + [ g1(2) P dw
()

entsprechend (9) wie folgt zerlegh:

L1

(1 £ - —1)32
S =5 W)+ [ @I do S W+ [ @k,
(@) (w93)

& =2 Wyt [ o (@)D,
(@)

87 =5 Wy + [ a7 @)V da.
(@)
Im folgenden wird die Ungleichung

@

(10 [ w@raw=— [ pora

benutzt, die fiir Funktionen »(z) gilt, die auf dem Intervall [0, »] eine
Nullstelle besitzen. (10) folgt leicht aus der Schwarzschen Ungleichung
fiir Integrale ([6], 8. 53). Wenn X"~V und m{*~" diejenigen (komplexen)
Werte der auf das Intervall [=,_;, 2,] eingeschrinkten Funktion u™~?(z)
bezeichnen, deren absolute Betrige Maximum bzw. Minimum von {u~ ()|
auf [#,_,, ] sind, kann wie folgt abgeschitzt werden:

(SF S 1D =PI [y + s
> g WOl 2
= c—;:(—il—aj}_—:z) [5%(14“ &) Ju D — 'm’(f‘_l)”?my)_l_ (148 ”m’(’ﬂ—l)”?‘”—)] .
Setzt man

s %00,
g = ———
&
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und benutzt
1
(1+ 71;) lf— gl -+ (L5 gl> = 1177,

so erbilt man

€10y -
).

11 il . i R
() 18, o,(64+210,,)

Um 87 abzuschitzen, werde folgendes vorausgeschickt. Aus der

Ungleichung (10) folgt
wv"“(")” (o = @, ("D = M) ) = [ MD— Dy
= 1M o) — 14" P,
und damit
I,y < 1Vl 4 0 10y 200, 16 [,
< (14 8 oy + @f (14 87%) [
Aus dieser Ungleichung ergibt sich

lﬁv

”“m)”( )T lIM‘"“l’Il(m

1By

[ oo (L4 0 2)] g+ 2 (14 ),

woraus mit

2.6, 0,
e+ 28,0,

8=

die Ahschitzung

(12) 8 >__6_1‘8”___
wv(e_l—zlﬂﬂ CO,,)

folgt. Bedingung dabei ist, daB

",

W, < —
. 2]1131'[
gewidhlt wird. Faft man (11) und (12) zusammen, ergibt sich
WS, =185 +18 = ellu®fay+ [ gu(@) uD|2de
()
> B (1tF18,) - de 10,0180, n-1) 12
afe-+2,0,0,)(e+2,8,0,) LA C°F

©
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und wenn der Mittelwert
=~ [ @i
©r ()

benutzt wird

eyt hon,e ) — e of
13 , = . I
s S o= af o) et 2o Y e

Da mit der Funktion [ p7(t)dt auch [ gy (t)di gleichmiBig stetig
0 0

ist, werden die Zahlen |.8,| mit o, = 0 -0 gleichmiBig klein. Fir
hinreichend kleines ;o (> 0) und hinreichend grofles z, wird wegen

Tro

—f LH@>e

]z;-»oc
fiir jedes v die Abschitzung
€ R—
18,25“’%( 1)H%m,)

richtig sein, was an der Struktur des Koeffizienten von D)7,y in (13)
zu erkennen ist. Fiir hinreichend grofes @, (@, > 1) gilb demna,ch

a0z (2t [ aE@at et [ ia(0) 01200)
=1 () (@)

> "l f 02(o) W dt . z{ (o) [0l

Durch eine analoge Rechuung ergibt sich daraus fiir hinreichend
groBes x, die Abschitzung .

R A e e Ll
o %o

Ly 2= oy = 1Pe-
Nach endlich vielen Schritten erhilt ‘man.

£
(Aot ) wy,0) 2 P eliEzg,0ps % €05 (@0 ©0), By = n¥o 2 n.1%0 2 .-+ = 1%0

womit der Beweis vollsténdig ist.


GUEST


190 E. Miller-Pfeiffer
Es erhebt sich nun die Frage, ob das kontinuierliche Spektrum. von
rechts her bis an den Punkt # = x herankommt. Wenn z.B. die Koeffi-
zienten py(w) Konstanten sind, pi(x) = ¢, ergibt sich bekanntlich
C(4) = [p, o0). Im Satz 2 wird ausgesagh, daB bei folgenden~Vora.us.
setzungen der Punkt # = u zum kontinuierlichen Spektrum von A gehort.
1. po(®) = ¢y > 0.
T T
2. [pE(0)dt, [pr (@)dt, k =1, ..., n, seien gleichm&fig stetige Funk-
] 0

tionen der oberen Grenze z.
3'. Fir jedes w > 0 gelte
Z4w

1
lim — | py(t)df = o,

felo0 @
z

k=1,2,...,n.

Nach Satz 1 ist C(A) ~ (—oo, u) = @. A wird wie oben zerlegt.
Ay wirkt im Hilbertraum L, (z,, co). Bezeichnet jetzt A_, den Operator

A_y = (=1 [a@)y™ 1"+ (=1 [gu(@)g" 1"V L ga )y,
D(A_.) = CF (#, o0),
(@) = pr(®)—cr—e, @e(®y, 00); b=0,1,...,m; 0 <& < g,
und B_, den Operator
B_y = (—1)"(eo+ &)y + (—1)" (e, 4+ &)y ...+
+(ente)y, D(B_) = OF (o, o),

50 ist
Ay =A4A_,+B_,
und fiir die Koeffizienten ¢;(2) gelten die Beziehungen
Ttw :
G(*) = —¢ und Hm —| g@)d=—¢ k=1,2,...,0.

|00 O
%]~ 2

Der Operator —4_, ist dann so beschaffen, daf fiir ihn das gilt,
was im dritten Schritt des Beweises von Satz 1 bezgl. 4 ausgefithrt worden
ist. Also ist

(A_u,u) < 0, %0 (m, oo),
%, hinrecichend groB, was

(14) (s, ) <(B_ou, w),  ueCF (2, o0),
zur Folge hat. Bezeichnet u_, das Minimum des Polynoms

N-e(&) = (6ot &) &+ (04 &) £ ..+ (eat o),

icm°
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so gilt nach [4], 8. 207, fiir das kontinuierliche Spektrum G(1§__,) der
selbstadjungierten Erweiterung 15_8 von B_,

O(B-—s) = {f_., o).

Aus (14) folgt mit Hilfe des Variatronsprinzips von Courant, daf
in (—oo, p_.] mindestens ein Punkt des kontinuierlichen Spektrums
von A; liegen muB. Da fiir ¢ — 0 das Minimum p_, yon rechts gegen
4 strebt, mull auch

C(4s) ~ (—co, p] # @
sein. Andererseits ist O(4,) ~ (—oo, u) = @, womit dann pzeC(4,) folgt.
BEs gilt also der

Sarz 2. Hrfillen die Koeffizienten des Differentialausdrucks (1) die

Voraussetzungen (2) wnd 1°-3" und bezeichnet p das Minimum des Polynoms

n = cﬂém‘)‘clfm"z“i‘---+0n_1§g+cn7

so gilt bezgl. des komtinuierlichen Spekirums C(A) einer beliebigen selbsi-
adjungierten Brweiterung A von A

CA)~ (—co,p) =@ und ueC(d).

Ist im Satz 1 6, = oo, d.h. gilt fiir jedes o >0
T4o

lim [ pu(f)d = oo,

[Zl—>o0 2

80 ist das Spektrum von 4 offenbar diskret. In Verallgemeinerung eines

Kriteriums von Moldanov [7] werden die Voraussetzungen iiber die
Koeffizienten pr(x) (k = 0,1,...,n) s0 gefaBt, daB sich die Bedingung
(15) als notwendig und hinreichend fiir die Diskretheit des Spektrums
von A erweist (*). ‘

Satz 3. Uber die Kocffizienten des Differentialausdrucks (1) werde
folgendes wvorausgesetzt:

1. pr(2)e W,g,l—a]é(—ooa +o0), k=0,1,...

2, po(x) =¢p > 0.

3. Bs existiert eine Konstante Oy, so daf fir jedes = die Ungleichungen

Z41 41
[ @<, k=0,1,...,0—1; [ pr@@t<0,
besf@hfm.

(*) Das Kriterium von Moldanov wurde von Brink (n = 1;[3]) und von Isma-
gilov (py(x) =1, p, (@) = ... = pa_1(x) = 0, [5]) verallgemeinert.
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4. Hs existiert eine Konstante Os, so daf fiir jedes o >0 die Grenz-

beziehungen
. T4
]J.m—l— (@)@t = 0y > —o0, Ek=1,2,...,n—1,
Z>0 g .
gelten.

Dann -gili: Der Operator

A, Ay =1[yl, yeOF(—o0, +o0),

ist halbbeschrinkt nach wnten. Das Spelkirum jeder selbstadjungierten
Brweiterung A von A ist genau damn rein diskret, wenn fir jedes o > 0
(18) gilt.

Beweis. Zunichst wird die Halbbeschrinktheit von A bewiesen.
Es sei
(16) Ay = (—1)"[go(@)y™ 1™+ (= 1" [q2 @)y 1"V + .+ qa(@)y,

D(-A-n) = 03°('"°°, +°°)7

mit

¢, C,
4o () =po(w)_“é9‘(>‘9—o)9 w(®) = pu(@)+%, k=1,2,..,mn,

und
By = (—1pr oy — (— 1y,
D(B,) = OF(—o0, +oo).
Uber die positive Konstante » wird noch verfiigt. Es ist
A = A,+B,.

Um A4, nach unten abzuschitzen, wird die #-Achse durch Teilpunkte
e @y, By, Do, Lyy Bay ... in Intervalle (o) = (w,_,, ) der Lingen
,— %,_; = o, zerlegt. Dann ist

‘ 400
)

(A, w)> (7 [0y + [ G@) o+t [ galo) Iul"dﬂv)-
: V=—00 (o) ()

Wie im Beweis des Satzes 1 werden zunichst die Summanden -

¢ n) -
8, = oy + [ qu@) W Ide, v =0, £1, £2, ..,
() '

nach unten abgeschitzt. =, wird fest gewihlt. Es ist

| Jama| =<0,
(25)
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fir o, = 0<1 wegen Voraussetzung 3 und
Tt

1
= [ aazsto-1
fir |#| > w(w) nach Voraussetzung 4. Es ist also
1 .
m=— [a®azete,—1,

=)

wenn |p| > ;N (w) gewihlt wird. Aus der Fofmel (13) (mit & = ¢,/2) folgt
dann fiir hinreichend kleines w, = w > 0 und hinreichend grofes » (3> %)
fir jedes » mit |»| > ,N die Ungleichung

18, = 1 e,

Fir die restlichen » (}»| < ,N) kann aber durch evtl. VergroBern
von x (x> x,) ebenfalls

A el
erreicht werden. Damit ergibt sich fiir x > max (x,, ;) = %
(At U0, 1.c0) v

+oo +oo
2Nyt [ 0@ 0ot [ ga(@)uprde.

‘Wiederholt man diese SchluBweise, so erhdlt man schlieBlich
an
-, . +e0
(s U)o, 500) U ”%—eo,-}-oo)"‘ f (@) [ulfdm, %=, x>..>

und
(18) (At s U)(co,00) = “u“?—oo,-l—oo)’ 2 e 2 K

» ist jetzt fixiert. Aus
(B.w, uw) > l‘z”u“%-oo,+w)s (g (—o0, +o0),

wobei u, das Minimum des Polynoms

M(E) = <= (£ £ )

bezeichnet, und (18) ergibt sich dann '

(19) (A’LL, u) = (Axuy %)+ (Bou, u) = (14 p,) H’MH E) 0P (—o0, +o00),
womit die Halbbeschrinktheit von A bewiesen ist.

Studia Mathematica XXXIV.2 . 13
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Wir zeigen, daB C(4) = @ ist. Dazu wird die #-Achse wieder in drei
Teile (—co, —mo),(—wo,mn) und (@, co) zerlegt und

C(4) = C(4y) v O(4y)

benutzt. Bs reicht wieder aus, O(4,) zn untersuchen. Wir gehen von
(17) aus und erhalten

o

(A% y %)y, 00) 2= 2( “H(mv)—F f%»(w) lul*dz),  wely (o, o0).

=1
Der Summand
= [,y + f Gn (@) [uf*do

{o,)

wird nach unten abgeschitzt. By ergibt sich (vergl. (13) mit & = 1)

nyu(l+4wv n.gv W-,Bv ” H
- (1+2n7/v wv nﬁvwv)(l‘i‘znﬁv ) S

(20)

Tf
Da fiir jedes w > 0 mit [ p,(f)dt auch pall f : qn(t)dt gegen Unendlich
T W

strebt fiir |@] — oo, ist fiir hinreichend kleines w, = w > 0 und hinreichend
grofes @,, ©, = #x, zu erreichen, dall der Koeffizient von ]|u||?,,,p) in (20)
grofer als jedes vorgegebene K > 0 ausfillt. .Aus

8, > K|ulf,
folgt dann
(21) (Aot %)(@y,00 =

K {ullizy o0y, = %07 (@0, 00), @y > 2.

Zusammen mit )

(B, “)(xo,oo) 2 Hu"%:co
ergibt sich
‘ ((—An—l" u 'u)(mo 00) & (K+ .“x ”’M‘H(:vo,no)
‘Wegen

Azw = (A,+Bo)u % €07 (2, 00),

‘bedeutet das

(Asu, '”')(wo o) 2= (K + i) H'u’”(zo ) 0y (24, 00).
Fiir die Friedrichssche Erweiterung Aa von A4, ergibt sich daraus
O(dy) A (—o0, K+ ) =B,

und wegen G(fis) = 0(1,,) auch
' O(4y) ~ (=00, K+ p,) = @,

icm
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wobei 4, eine beliebige selbstadjungierte Erweiterung von A4; bezeichnet.
Entsprechend erhilt man

G(El) n (“007 K+/‘u) = Q7
woraus zundichst
CA)n(—oco,K+p,) =0

folgt. Weil K beliebig vorgebbar ist, ergibt sich die Behauptung
7 .
0(d) =

Ist (15) nicht erfiillt, so existieren ein o = w* > 0 und eine Konstante
E* < oo derart, daB fiir eine Folge von Punkten z4,j =1, 2, ..., mib
lim |#;)| = oo die Ungleichung
e Tyt
(22) [ moa<E,

=)

erfiillt ist. Die Intervalle (zy), 4y -+ @) sollen digjunkt liegen. Wir wihlen
eine nicht identisch verschwindende (reelle) Funktion aus €5 (—oo, +o0)
aus, deren Triger in (z ,mm—l—m*) liegt. Durch Translationen dieser
Funktion gewinnt man Funktionen uy(2)eCy(—oo, +o0), deren Triger
resp. in (#y, %45+ o) liegen. Fiir diese Funktionen ist, wenn

j=1,2,...,

max (ugg) <0 < oo
z 0

verwendet wird,

(Atgys Ui oo, 400) = f [20(@) (U + ...+ P () (ugs)* ] dev

:z(J)+m‘ (5 +w‘
<[ Ip@ldt+...+ f | (8) it}
) =) )
Beriicksichtigh man die Voraussetzung 3 und (22), so ergibt sich
(23) (Au(,-),u(,-,)<0"<oo,_ ji=1,2,3,...
Aus (19) folgt, daB der Operator
A—p B, DA—uB) = CF(—o0, +o0)
positiv definit ist,
((A——,u,,E') )(—ao,+oo) Hu"(—w +oo) 3 u e0y’ (—o0, +-o0).

In der Metrik der energetischen Norm
(A— . B)u, u) = [uf?

dieses Operators ist die Menge {u;} wegen (23) beschrinkt. Im Raum
L,(—oo, 4o0) ist sie micht relativ kompakt, so daB nach einem Satz
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von Rellich [9] folgt, daB die Friedrichssche Erweiterllng von A—u, kB
kontinuierliches Spektrum besitzt. Also ist auch C(4) # @, wenn 4
eine beliebige selbstadjungierte Erweiterung von A bedeutet. Damit
ist Satz 3 vollstindig bewiesen.
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Determinant system for composite
of generalized Fredholm operators

by

A. BURACZEWSKI (Warszawa)

1. Introduction. The main purpose of this paper is to give a general
formula for the determinant system for composite of two generalized
Fredholm operators provided their determinant systems are kmown.

Let £ and X be two fixed linear spaces over the real or complex
field §. The letters x,y, # will denote elements of X, the letters o, nC
elements of £ and the letters a, b, ¢ numbers of F. Every mapping into
& will be called a functional. Following Sikorski [3], we assume that
and X are conjugate, i.e. there exists a bilinear fumnetional defined on
Qx X whose value at a point (v, #) is denoted by wz and which satisfies
two conditions: : :

(a) if ww =0 for every weR, then z = 0;

(a') if wz =10 for.everylr zeX, then o = 0. o

If oz =0, then w,» are said to be orthogonal. In the following 9%
will denote the class of all bilinear functionals on 2 xX such that:

(b) For every fixed w<X there exists a y<X such that odw = oy
for every wef (this unique element y will be denoted by Ax).

(b’) For every fixed weQ there exists an 5eQ such that wdz = gz

for every zeX (this unique element » will be denoted by wA).
) Thus, every bilinear functional A< ean simultaneously be. inter-
preted as the endomorphism ¥ = Az in X and the endomorphism 7 = wA
in . Ais & ring with the following definition of multiplication: if
A, A,¢W, then by 4,4, we understand the bilinear functional o (4,.4,)z
= (wd;)(4,®). Tt is evident that the product 4,4, interpreted as an
endomorphism in X (in Q) is the composite of the endomorphisms 4,, 4,
in X (4,, 4, in Q). The bilinear functional I such that wlz = waz, will
be called the identity bilinear functional. By definition, Iz = » for each
zeX and ol = w for each wef. .

If », and w, are fixed, then the. bilinear functional K defined by
the formula wK2 = w2, w,v is called one-dimensional and is denoted
by @, w,. Any finite sum of one-dimensional bilinear functionalsis called
a finite-dimensional bilinear functional.
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