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Sur les semi-groupes & 7 paramétres
des opérateurs linéaires
par

J.CHABROWSKI et G. LUBCZONOK (Katowice)

Nous allons étudier ici quelques simples propriétés qui caracté-
risent des semi-groupes d’opérateurs équicontinues dépendantes de
paramétres. Le produit des semi-groupes dans l’espace de Banach, le
probléme analogue % certain sens, a &té traité par H. F. Trotter dans [3]
(voir aussi [1], chap. VIII). Les semi-groupes & n paramétres ont &té
traités en connexion avec un systdéme d’équations différentielles, par
A. Haimoviei dans [2]. Dans nos considérations nous appliquerons des
notations et des définitions de monographie de K. Yosida [4].

1. Soit X un espace vectoriel topologique localement convexe quasi-
complet. Par L(X, X) nous désignons I’espace vectoriel des applications
linéaires continues de X dans X. I’ensemble de définitions et I'ensemble
des valeurs d’une application T nous noterons par D(T) et R(T) respecti-
vement.

Définition. Une famille d’opérateurs {Ts,.. s, L(X, X), 8,2 0,
i =1,...,n} est dite un semi-groupe équicontinu de classe 0, si elle vérifie
les condltlons suivantes:

1° Tsl"'tlw-:sn‘('tn = st-"ssn Ttl:---)tn;

2° Ty, o=1I (I désigne Popératenr identique);

3° ]im0 TLoppviy ® = To’ ’%m pour tous 8> 0,4 =1,...,n et zeX;

si_,si

4° 1a famille {Ts,,...5,; o5t équicontinue, c’est-a-dire pour toute
semi-norme p(x) continue dans X il existe une semi-norme ¢(x) continue
dans X telle que

P(Ts,..5, 2)< g(®) poUr weX ot 8,2 0(i =1, ny.

n
Posons T =T, s, lorsque s; =8, =0 pour j #@ Il résulte
de la définition que lm famille des opéla,teurs {T%, s > 0} forme un semi-
groupe équicontinu de classe ¢, dépendant d’une paramétre s et de plus
en vertu de 1°:

T

81,00008p,

1 me
= -Tal,o,...,o To,sg,o,--.,o To,m.o,@n - T;ﬁ T-"z cor Ts,
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. j v D
11 est elair que les opérateurs Ti et T} sont commutatives,
o -
T, = T4 T,
b g, =1, ..., 0. )
our tous s, ¢ 0 et 4,) T o .
’ Déwig’no,ns par 4, le génératenr infinitésimal du semi-groupe {Ts, s = 0}
qui s’exprime par la formule
v -1 i )
A = Hmi~ N (T,— 1)

.
h—0

et de plus » appartient & D(4:) lorsquiil existe la limite nwntiopuée
cij-demuq dans ce point. On sait que 'ensemble D(A;) est dense dans X
([4], chap. IX, théoréme 1, D. 328).
9. Les définitions du paragraphe 1 ébant adoptées, nous PouUvons
énoncer nos théorémes. N
TaGOREME 1. Pour fous A, 4> 0 (4, =1,...,7)
— -1
(= A p— Ay = (p—Ay) T (A= 4i)
Démongbration. On sait que ([4], chap. IX, p. 332)

G—A)ta = [ ¥ Tiads, (s—4) ' = [ et riad
’ 0
[}

pour xeX. D'aprés Iéquicontinuité et la commutativité de T et 1% nous
obtenons

A u— Ay e = [ e P Te|(u—4;)" 0] ds

= —

[ ewrd [ o — [ o[ o rizmaras
;—__Of e ’STS[Df e ‘Tﬁmdt](ls _Oj'e [Of e T T ]

o0 o0 00 . .
fe‘“""TsiT’,mdtds ==f f e~ T Tin dids
? [

I
s g

o0 co

- f e“"‘[of e‘“_’[’ZT};wds]dt :f@“""l’;{[f e"“’T};wds]dt

o

= (p—4y) (A~ 4) " a,

ce qui achéve la démonstration de notre théoréme.
THEOREME 2. Soit {8},1> 0,4 =1, ..., %} un systéme de semi-groupe
équicontinus de classe C, tels que

) 8is = Si8

pour tous 8,1 >0 e 4,j=1,...,n
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Alors il existe un semi-groupe {8y . 1 =0,i=1,.

. n} bqui-
continn de classe C, dépendant de n paramétres tel que

3 R
Sflm-:’n = btl e S1“.
Démonstration. Nous définissons
i i
SS; = Sﬂ,.u,o,si.o,.._,n'
Posons

1 2 w
,,,,, . Ssl,o,m,oso,sz.o,‘..,o Su,,“,o,sn-

7

Les propriétés 1°,2° et 3° de la définition du semi-groupe sont évi-
dentes. Nous montrons senlement la propriété 4°. D’aprés 1’équicontinuité
du semi-groupe {§;, ¢ > 0} on peut faire correspondre & toute semi-norme
P(2) continne dans X une semi-norme gi(x) continue dans X de fagon gue

PISS(S5H, - 85, @)1 < qs(S3EY ... S5, a).

En g’appuyant sur cette relation il est facile de montrer qu'on peut
faire correspondre 4 toute semi-norme () continne dans X, une semi-
norme ¢(«) continue dans X de facon que

p(Ssl,...,snm) < ¢(x)
pour ;=0 (i =1,...,n), veX.

THEOREME 3. 8i 4; (i =1,...,n) sont des générateurs infinitésimaur
de certains semi-groupes équicontinus de classe Cy dans Vespace X tels que

(A=A) H(A—A) ™ = (A—4;)" (A— 4
pour tout 2> 0 (i,j =1, ..., ), alors ce systéme engendre un semi-groupe
bquicontinu de classe C, dépendant de n paramétres.

Démonstration. En vertu de la formule (7) dans [4] (chap. IX,
. 343)

Tie = limexp [mt(Jh— )]z = limexy (t4;J5) x,

NMemr0C Mes00
ot Ji = (I—m~ 4, :
II résulte de I'hypothdse que J?, et Ji, sont commutatives et de plus
la famille des opérateurs (J7,)F est équicontinue par rapport aux m et k,
donc nous pouvons éerire ([4], corollaire 2, chap. IX, p. 338) que

oxp(td i, 4 sA;00,) = exp (14 Jh)exp (s Ay Th,)
= exp (s4; 5,414, d%) = exp(sAyTh)exp (tA:Jh),
d’ott par passage A la limite nous obtenons la formule

TiT = TiT,
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En vertu du théoréme 2 il existe le semi-groupe {Tfl,-n,in} tel que

Ttlx“utﬂ. = T}I e T%n )
THioREME 4. Soient ayy ..., an des comslantes positives, fiwées et
{Tsy,. g 162 0,6 =1,...,n} un semi-groupe équicontinu do  classe C,.
Loeeesln,

Soit A le générateur infinitésimal du semi-groupe {Top,..apts 12 0}. Si

ze() D(4i), alors

=1 n
(2.1) Aw = D A,
=1

Démonstration. Il est évident que nous pouvons éevive 1°égalité
suivante

h—l(Talh ..... agh ™ Da

n
Vu que @¢()D(4;) et par conséquent que les opérateurs
i=1

Tosh,...aipd,..d (i=1,..,n—1) sont équicontinues, par passage a la
limite on obtient la formule (2.1).

n
Remarque 1. Il est évident que () D(4:) = D(A).
=1

THGOREME 5. 80 des générateurs infinitbsimeue A; (1 =1,...,1)
de certaines semi-groupes éguicontinus de classe C, satisfont aux conditions

(A A) " A—4) 7 = (A—4)) " a— 497
pour chague A >0 (i,j =1, ..o, m), alors pour foui systéme de mombres
n
positifs ay, ..., 0 lo fermeture de Popérateur A = D a;A; engendre un
i=1

semi-groupe éguicontinu de classe Cy.
Démonstration. Soit 4 le générateur infinitésimal du semi-groupe
"

{Tuy,...,apts 1 = O} Dhaccord du théoréme 4 si we () D(4s) = D(4),

i=1
n
alors Aw = ) a;A;0, done Popératenr 4 est un prolomgement fermé
&

n
de 3 a;4; ([4], chap. IX, corollaire 3, P. 333). Il suffit de démontrer
i=1
que A4 est la prolongement minimal. On sait que ([4], chap. IX, p. 333)
Hmi(A—A4) 'z = .

200
Posons

Ko = (A—A) ... (A— 4A,) .

icm
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Nous allons démontrer gque

ImK,z ==

A-o00

pour tout weX. Soit p(r) une semi-norme continue et arbitraire dans X.
Puisque pour chaque i (i = 1, ..., n) la famille des opérateurs {A(2— A;) ™"}
est équicontinue ([4], théoréme 3, p. 333), donc il existe une semi-norme
q(z) telle que

(2.2) P{AA— 4T AR~ A e~ 2]} < (22— A1) o —a).

Pour chaque nombre ¢ >0 on peut faire correspondre un nombre
2y tel que

(2.3)

pour A= 1, et weX. Il en déduit que

HmAZ(A— Ay Y (A—4) s = Im 2P (A—4,) " (A—4,) 'z
A+00

A—sco

qAA—A) Te—z) < &

=lim A(l—4,) 'z = 2.
Asc0

En g’appuyant sur 1'équicontinuité des familles d’opérateurs {A(1— 4s)~ 1
nous montrons facilement par ’induction que

Lmpd(A—4) ... (A—4)'2

00

=lmiA(l—4) ‘e =2 (=2,...,0),
200

d’ou résulte que limK,» = x.
A->00

1l est évident que

n n
R(K,)) < nl R((A— 47" = p D(4;) = D).
T= =
Puisque l'opérateur K, eit commutative avee Ty .ot done elle
est aussi commutative avee A, clest-d-dire que si zeD(4) alors K,A»
— AK,w, A est le prolongement d’A et B(K;) = D(4), done si xeD(A)
alors
K Az = AK,0 = AK,x.
8i 1 - oo, Ky@ —m, alors AK;o = K;Aw - A, d’olt tout prolon-
gement fermé d’A est prolongement d’4, done A est la fermeture d’4.
TmtorEME 6. Soit {Ts, s, 8= 0,0=1,...,m} wun semigroupe
dquicontinu de classe 0. Soient A; les générateurs infinitésimaun des semi-
n

groupes {.’[’3, § = 0} (voir § 1). Aloﬁ Dintersection () D(A,) est dense dans X.

=1

Studia Mathematica XXXIII 16


GUEST


J. Chabrowski et G. Bubezonok

Démonstration. En effet, soit K, l'op brateur introduite dans la
démonstration du théoréme précédent. Puisque lLimI ;2 =, done

A—rc0

U‘R(Kl) = X. D’autre part R(K,) c () D(4:), done () D(4;) est
=1 d=el

>0
denge dans X.
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p-nukleare und p-integrale Abbildungen
in Banachriumen
von

ARNE PERSSON (Lund) und ALBRECHT PIETSCH (Jena)

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir fiir jede Zahl p mit
1< p< +oo vier Typen von beschrinkten linearen Abbildungen, die
als p-nuklear, p-integral, quasi-p-nuklear und quasi-p-integral bezeichnet
werden. Diese Abbildungsklassen haben den Charakter von Idealen und
sind vollstdndig beziiglich einer in geeigneter Weise definierten Norm.
Die Beziehungen zwischen den verschiedenen Abbildungstypen werden
durch das folgende Diagramm veranschaulicht:

p-nuklear — quasi-p-nuklear
¢ ¥
p-integral — quasi-p-integral.

Dabei deuten die waagerechten Pfeile stetige und die senkrechten
Doppelpfeile isometrische Binbettungen an. Fiir zwel konjugierte BEx-
ponenten p and p’ besteht auBerdem zwischen den p-nuklearen und den
quasi-p’-integralen bzw. zwischen den gquasi-p-nuklearen und den p’-in-
tegralen Abbildungen eine gewisse Dualitétsrelation. Die einzelnen Abbil-
dungsklagsen wachsen in Abhéngigkeit von p streng monoton, und es
gelten interessante Multiplikationssétze. Als Anwendung der allgemeinen
Theorie erhalten wir einen neuen Zugang zu einigen sehr interessanten
Ergebnissen von A. Grothendieck [6] iiber Produkte von beschrinkten
linearen Abbildungen zwischen gewissen Typen von Banachrinmen.

Tiir p = 1 geht die Definition der nuklearen und integralen Abbil-
dungen auf R. Schatten [20] und A. Grothendieck [4] zurfick. Die quasi-
nuklearen und quasi-integralen Abbildungen wurden in [15] und [14]
eingefiithrt. Die erste Verallgemeinerung suf den Fall p > 1 stammb von
P. Saphar [19], der 2-nukleare Abbildungen betrachtete. SehlieBlich findet
man in [16] eine vollstéindige Theorie der quasi-p-integralen Abbildungen,
die dort allerdings unter einem anderen Gesichtspunkt untersucht werden.

A. Badrikian und S. Chevet baben sich kiirzlich ebenfalls mit der
Theorie der p-nuklearen Abbildungen beschiftigt (vgl. [2]).
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