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MeTo 5KBHBAJICHTHBIX HOPM
B TeopHH aGCTPaKTHLIX NOYTH NEPHONHHEECKHX GYHKEH

M. I. HAJOEI] (XapbKoB)

Oyurmma #(f), —oo << oo, CO 3HAYCHUAME B GAHAXOBOM IIPOCTPAH-
cTBe F masbiBaeTcd noumu nepuoduyeckoti (m. m. QyERuumeii), ecnim oHa
CHIIbHO HENPEPHBHA I ecIi A KAMIOro & > 0 MOKHO YKA3aTh TaKoe

= [(¢), uTo B M06GOM MHTEPBAlle NJIMHEI | HaiigeTcAa XoTA Obl OFMH &-TIOYTH
nepuoy (e-n. nepmof) GyHRUMA % (1), to-ecTh IUCIO T TAKOe, ITO

supflo(t+o)—a(ill <o (—eo<i< oo).

Jnsa 4YUCHOBBIX II II. QYHKIMI CopaBeAamBa CIeAyommasd TeopeMa
06 nnTerpupoBanuu (cM. [6], crp. 29):

Trorema Bons-Bora. Ecau unmezpan
i
(1) (1) = [olndn (~co<t< o)
0

n. n. gyuryuu () oepanuver, mo o makrdsce ecmdv n. n. Pynryua. Hoaee
mouno: 0as kancdozo & > 0 cywyecmeyem makoe s, = & (%, &), YMO KaA4cObiil
&£,-n. nepuod Pynryuu x(t) ecmv e-n. nepuod Pymwyuu X ().

JI. Amepmo [1], [2] morasam, uro Teopema Bona-Bopa pacnpocrpa-
uAercsa ma aGerpaxTHele M. O. QYHRUINM, eclE B Kadecrse K B3ATH pas-
HOMEPHO BHIUIYKIOe GaHaxoBO mpocTpancTBo. Hpome TOro, OH IPHBEI
npumep O. U. PYHRUMH O SHAYEHHAME B HPOCTPAHCTBE ¢ BCEX CXONAMMX-
CA YHCIOBHX TOCIEHOBaTENbLHOCTEH

2(t) = {Ancos A, tln .

HHIEIPAT 0T KOTOPOi

(An ¥ 0),

X (1) = {sindnt}n’,

€CTh OTDAHMYEHHAS, HO He IOYTH ImepuopuuecKas, QYHKIHA.

EcTecTBeHHO, BOBHUKAET 3afa4a BEIeIeHNs TexX mpocTpancrs banaxa,
KOTOpHE, NOoJ06HO DPAaBHOMEPHO BHITYKIEIM IIPOCTPAHCTBAM, JOUNYCKAIOT
06o6menne Tteopembl Boma-Bopa.
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Tunotssa. Eecau 6anaroso npocmparcmeo B He codepmeum nodnpoc-
mparcmsa uzomopgrozo ¢, mo daa 6ot n. n. Pyukyuu x(t) €O SHAUEHU-
amu ¢ B ozpanuuennocmy unmezpaaa (1) eaevem ezo nowmu nepuoduuHocmy.

B aroit craThe GymeT KOKA3AHO, TIOBHIMMOMY, MEHEE CHIIBIOE YTBEPIK-
AeHHue.

Ilycrs E—mpocrpancro Baunaxa; B —ero conpsimentoe; ['—aunei-
noe mopmmoskecTBo ¥, MuorkecTBo [T HABHIBAETCA TMOMAJLHLIM, €CIH
us yemosui f(#) = 0 misA Beex fel' cHemyeT @ == 0. Muossectso /' HABHIBA-
eTCA HOPMUDYIOUJUM, €CIH

If(@)]
P T

Kampoe HODMEDYIOITeE MHOMECTBO ToTalbHO. OGpaTHOE, BooGmIe
rOBOPA, HEBEPHO.

Hagosem FE ¢aaf0 nNoAHbiM OTHOCHTEIHHO TOTAIBHOIO MHOKECTBA
I' = B¥, ecim U3 YCIOBHA

(a > 0).

- = p () = ala]

(2) lim f(%m— ) = 0 s Beex fel”

M, Mr00

clegyer CcyniecrBoBaHmue TarROTO .Z'EE, qTo

(3) Lim f(@,) = f(@)

N0

mas Beex fel.

Jmoes 1. Ecau E caabo noano ommocumenvHo Iy mo ['—nopmupyoujee
MHOMCECTTLE0. '

- IDorasarenrscrro. Ilyers ['—mHe mopMEpyomee MuoMmecTso. Torpa
$ynurmonan p(x) Asnderca Hopmoit B H, Gomee ciaboil, 4em HMCXOmHAA.
3HAUNT, CYMECTBYeT IMOCIENOBATEINBHOCTE &y, B, PyHnamenTanbuas OTHO-
CHTGIILHO HOPMEL p(-), HO Re OTHOCHTENbHO MCXOHHO¥ HopMEL OYeBHANO,
INIA 9TOl IOCIHEMOBATEILHOCTH BEIIONHERO (2), HO He (3).

TIegpnomerur 1. Ecau B —cenapabeavroe 6aHar080 NpocmpaHcmeo,
a D'—rnopmupyloujee mHodcecmso, mo ¢ H MOMCHO 66eCIU IKEUBAAEHIMHYIO
HODMY, OMHOCUMEHO KOMOPOLl éepHO caedyloujee: ecau:

(4) litm f(,) = f(@) Baa ecex fel,
mo -
(5) Lim ||| 2= ||

. Ecau: mce- ceepx: (4). npednoaoxcums,. umo

L llzall = ll1],

icm
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mo
lim [le, — 2| = 0.
Ny00

3dro npemyoxkenne noxasano B [4] {(cMm. Tamike [B]).

Mo cux mop HeM3BECTHO, MOMKHO IIH B NIPeJI0oseHuH 1 OTPaHNIUTLCH
TpeGoBanuem ToTambHOCTH 1

Jlenua 2. ITyems (1) —n. n. yHKEYLA €O SHAUEHUAMU ¢ npocmparcmee B,
caabo noaHom omuocumensHo I' u nycmv unmezpaa (1) oepanuuen. Ecau
dasa nocaedosamemprocm OellcmMeUMebHUIT HUCEA 2y ~ 8BINOAHEHO

(6) Lim flo(t-+20) —y (O] = 0,

mo: (a) cxodumocms 6 (6) pasrHomepHa no t u y(¥)—n. n. gynryua; (6) dai
kamedozo fel
lim f(X (t+2,)) = f(T (#)

N-+00

pasHoMepHO Nno t, npuuem
i
Y() = Y(0)+ [ymdn, Y@)eE (—oo< i< oo).
0

HorasaTenbCTBO. YTBEpsKIEHNE (a) CIeyeT U3 TOT0, 4TO 10 Teope-
me Boxnepa (cm. [17, crp. 23), cupaBeuimBo#l M N abCTPAKTHHX II. II.
(ynruuit, cemeiicrso ciBurker {w(t+2)} rommaxrHO. [[orakeM yTBep:-
menne (6). [us wamporo fel' dmemoBas (yHRIMA f(m(t)) HOYTH IepHo-
MUYHA, TPUYEM HQMNBNE e-1I. meproy $ymrmmm «(i) ecrs Tamme [|f]|-e-Ir.
nepuop, Pymrumma f(2(t)). Tak “kak

t
(X @) = [flzn)dn,

TO urcnoBag GyRKIMA f(X\(t)) o Teopeme Boma-Bopa mouru mepuoguyHa
W Tpemen
lim f(X (t+2))
M-00
cymecrByer pasHoMepHo mo {. Cymecrsopamne Y (I) ciuepyer ua ciabol
monHoTE mpoctpancrsa K ormocutedsHo I St
Troemia 1. Ecau cenapafemuoe Ganaxoso npocmpuremso B ‘caabo
NOJHO OMMOCUMeAbHO HEKOMOPO20 MOMAMHO20 MHowcecmea I e B, 'mo das
aobolt n. n. gyuryuu x(t) co snaueHuhmu 6 B 02paHUMEHHOCIL tiHmez-
pasa (1) saewem ez0 nowmu nepuodiiHoCm®. _ o
IlokasaTeXbCTBO. PACCMATDUBAEMAR TeopeMa HOCHT, OUCBHIE
JIAHeHO-TOMONOTHYECKTIL XapaKTep ; ecil OHA BepHa s mpocrpancTsa B,
TO OHA BEpPHA W MNIA BCEX TPOCTPAHCTB emy ‘maomopdmsix. [Toaromy, He

0,



GUEST


92 M. U. Hagexn

OTpAHMYMBAA OOIIHOCTH, MOMKHO CUMTATh, 4To B F BBeJeHa DKBUBATIEHT-
Hasg HOpMa, yHOBIersopsiomas TpefoBammsm mpemnomennsa 1. Comocra-
BEM ILI. (yurumn w(f), Purypupyomeir B (QopMyIHPOBHE TCOPEMEHI,
MHO}:6CTBO J, 00Pa30BaHHOE BCEBOBMOMRHBIMU CHBURKAMUI

w(t+2),
1 BBeEJleM Ha HEM METPUKY:

o(@(2); @ (2")) = sgp}|w(z+z’)—w<t+z“>||.

TlononunB ero, moxy4um KommarT K. Kammoll TouKe 3TOro KOMIAK-
TA CONOCTABHM 3JeMeHT Ipocrpamcrsa ¥ cmexyomum o6pasom. Ecmm
TOYKA # (2) UPHUHATIEKAT MHOIKECTBY J, TO IOMOMUM

z
= [ a(n)dn;

0

X[#(2)] =

ecnu me Touwa § npmmammesmur K\ J,

§ = lim & (%),
Fs00

IIONOMAM, ONMMPAACh Ha JeMMy 2,
o
Y[§1 =TI lim [ a(y)dy
ko0 §

(cumBomoM ,,/-lim” mEr oGosnauaem mpepen Ha Beex fel).
Jlerro nposeputs, uro ¢yuruua Y [§] ONpeNeeHa Ha K onmnosuaymo
I 9To OHA a0 HempepslBHA B TOM CMEICIe, YTO U3 ¥, —> § CIeNyer

I’-Eim Y] = Y[l

Pacemorpum  wmemosyo  dynrmmio

o) = I1X G

9ra ¢ymRumA cornacuo (4)-(3) MOLyHeNpPepHBHA CHMBY M, CIEHO-
BATENBHO, IPUHANIEHNUT NepBoMy OapoBckoMy Huaccy. Ilo reopeme
Bapa cymecrsyer Touka f,, B KoTopoit YymKuma ¢(¥,) Henpeprsua. Cormac-
Ho mpemmoxennio 1 ¢pynxuusa Y[§] me Tombko cmaGo, HO M CINIBHO He-
UpepHBHA B 9TOH TOUKE. 3ANABLICH HPOUSBONBHGLIM & > 0, ONMIEM
BOpr/I‘ 7o Wap panmyca d, B KOTOPOM RojeGanus (yHHIMK Y[fz/] MeHbIIEe,
qeM &[2:

1Y) — TGl <e/2, ol fo) < 850 =1,2.

icm°®

Memod sreusanenmuuiz Hopm 93

Ua ompeneneHnsa MOYTH HEPUORMYECKOYM (YHKUHE BEHITEHAET CyIec-
TBOBAHUE IOCHENOBATENBHOCTH {71} Y0, Tr << Thy1} Tk —> d=00 NpH k - f-oo
TaKol, uTo

(7) o(@ (), o) < 6/2;
Bepremca k paccmorpernio ¢ymxumit #(f) u X (). Ilycts gmeno ,
ABIFETCS &4-11. IepHORoM QyHRIIE % (1), THe &; == min{d/2, £/21}. Iloramenm,

uro 7’ ecTh &-I. UepHox (ymxum: X (f). BosbMem npomssombHOe RelcTBU-
TEJBLHOE §; BBILENUM 7, TAKOe, 4T0 7, <1< 7,;,;. PaccMoTpmM pasHoOCTh

0 < tpp—m < I;1 =1(d).

() — X (1) = (X (ru+ ) — X (w)}+ f[m<n+r")—m(n>1dn
p
OuenuM HOPMY HEPBOrO CIATAEMOro. TaK KAk [0 ONPEeNeNCHHIO & -II.
nepuoaa
o(@(r,+7°), 8(7,)) < e < /2,
a, coraacuo (T7),
9(57('5/4)7 ?}0) < 6/2)
10
e(@(rut1), o) < et 82 <6
Taxum ofpasom, % (7,4 ") u #(r,) TemAaT B 5-OKPECTHOCTH TOURM ¥,
B II03TOMY

IX (vt ")~ X (7,)

OmenuM HOPMY WHTerpama:

< ej2.

Hf[wm—r @(n)]dn| < (t =) sup o(n+ =) —a ()] < Loy < ef2.

I/IB TOJIYYCHHBIX ONEHOK CIeAyeT, 9To JIIA I1060T0 AefCTBUTEIEHOTO §

X (E4+")—X @) < e.

Teopema moxasana.

Cagnorene 1. Ecau 6anazogo npocmparcmeo H— cenapabembroe i co-
npascennoe (B =G*, G*—6anaxoeo npocmparcmeo), mo 041 Hezo epHA
meopema 1. :

IleficrBuTensHo, B aToM coydae F— cunabo momHo orHocuTenbHO I'=G.

Casncrsmn 2. Ecau 6anaxoso npocmpancmeo B (He obasamevno
cenapabeasroe) caabo NOAHO 8 OGBMMHOM CMBICAE, MO HA He20 MAKCe pac-
npocmpausemcs meopema 1.

Tax KAKX MHOMECTBO BHAYEHUI HenpepHBHON QYHRIHE cernapabenbHO,
10 BMecto B MOCTATOUYRO PACCMOTPETH €ro CemapateibEoe MOANPOCTPAHC-
T8O ), comeprramee Bce 3Hauenus (yHrumu. Teneps ocraercda TONBKO
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3aMeTHTh, YTO Kamkpoe IONIIPOCTPAHCTBO ¢1abo IIOJHOTO IPOCTPAHCTBA
Tarme crabo MOJIHO.

C. Boxuepy [3] IPHHAUIEHAT CIEAYIONIES o6Gofmenye TeopeMbl Boitsi-
Bopa: ‘
Trormxs Boxmpea. Ecau @(t) n. n. @yHxyus €0 3HEUEHUAMU 6 npoUs-
GOMbHOM GAHATOBOM NPOCMPAHCMEE U ECAL MHONCECMED 3HaueHUil UHMe-
pasa X (1) OMHOCUMEbHO KOMNAKMHO, MO X(t) — n. n. @pynryua.

C DOMOWPI0 MeTONA DHKBUBAIEHTHBIX HOPM, IIPAMEHEHHOTO PN
OKA3aTENHCTBE TEOPEMBI 1, MOMEO YCWIMTH ¥ ITOT PE3ynLTaT.

JImoo 22, YmeepocOeHus Aemmul 2 enpagedaueLl U 8 MOM Cayudae, ecat Vi)
npou3sobHOe GAHAL080 NPOCMPAHCME0, HO MHOMCECMEO gHaveMull uHmer-
paaa (1) ommocumebHO caabo romnakmHo.

TleliCcTBUTENBHO, MBI MOMEM IONIHOCTBIO IOBIODUIL PACCYHIENNH,
TIPOBeNEHHEIE TPH TOKASATCHBCTBE JIEMMEL 2. TOIBKO IPH YCTAHOBIIEHUH
CyIIeCTBOBAHUA Y(t) HYXMHO BOCIOIL30BATBCA HE cxaboil  1MoJIHoTO!
mpocrpancrsa H (moropasd B 8TOM CIyYae He IpepnonaraeTca), a crabot
KOMIAKTHOCTHIO MHOKeCTBA B3HAYeHH# uHTerpama (1).

Tropmma 2. Iyemd () n.n. GyrrEyuL €O 3HAUCHUIMU 6 BaHAT0BOM
npocmparcmee E. Ecau mnoxcecmeo snauenull unmeepaid X (t) caabo
omHocumenHo komnakmuo ¢ B, mo X(t) — n. n.. gynryus.

Norasarenscrso. He orpammdamsas OOMIHOCTH, MORIO CUHIATD,
yro B cemapaCenbmo ¥ UTO B HEM BBEJEHA HKBUBAIICHTHAS HOPMA, YHOB-
JeTBOpAOINAS TpeGOBAMUAM NpPENIOMKenua 1 M I'= B*. 3arem Mu
MOeM OCIIOBHO IOBTOPUTH NOKABATENLCIBO TEOPEMHL 1, BOCTIONL30BAB-
MECh JIeMMOW 2a BMECTO JIeMMBL 2.
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Die vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zur Theorie der voll‘stétndige'n
Normideale (= Banachideale) von beschrinkten linearen Operatoren
in Banachriumen. Wir benutzen das von A. P. Calderén und J. L. Lions
entwickelte komplexe Interpolationsverfahren dazu, um fiir zwei beliebige
Banachideale 4 und B eine Schar von Banachidealen I, = [4, B], mit
0 <6 <1 zu konstruieren. Hin besonders interessantes Resultat ergibt
sich, wenn man zwischen dem Banachideal L aller beschrinkten linearen
Operatoren und dem Banachideal N der nuklearen Operatoren inter-
poliert. Es zeigh sich némlich, daf die zu den Banachidealen S, = [L, N1,
mit 1 <7 < oo gehorigen Operatoren aly Verallgemeinerung der durch
J.v. Neumann und R. Schatten im separablen* Hilbertraum H einge-
fithrten Operatoren der Klasse S.(H, H) aufgefaBt werden konnen. Als
Beispiele betrachten wir Binbettungsoperatoren in Sobolev-Slobodeckij-

Raumen W, und schwach singulire Integraloperatoren in den Banach-
riumen L, ) s

1. Banachideale von beschrénkten linearen Operatoren. Im folgenden
ist L die Klasse aller beschriinkten linearen Operatoren, die zwischen
beliebigen komplexen Banachriumen E,F,@,... definiert sind. Die
Teilmenge derjenigen Operatoren, die B in F abbilden, wird mit L(F,F)
bezeichnet. :

Eine Klasse A von Operatoren heiBt Ideal, wenn die Mengen
A(B,F) = L(B,F) ~ A ‘

den folgenden Bedingungen geniigen:

(A) Aus S,TeA(H,F) folgt S+T<A(E,F). . . .

(I) Aus TeL(E, F) und S<A(F, Q) folgt 8ST<A(H,G).

(I,) Aus TeA(B, F) und S<L(F,q) tolgt ST<A(E,q).

s zeigt sich, daB die Klasse L, der Operatoren mit endlichdimensio-
nalem Bildraum das kleinste eigentliche Tdeal ist. wlit
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