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Sur une définition de la dérivée
par

T. LEZANSKI (Warszawa)

Introduction. On considére dans ce travail une famille H; d’espaces
de Hilbert et une famille §,, d’opérations linéaires non hornées transfor-
mant H; en H,. 8i x(t) est une fonction abstraite, z(t)eH;, on définit
une espéce de dérivée semblable & celle de Lie, en posant

.1 }
I #(t) = 1:52; [8syep(t+e)—z(t)].

Alors, on trouve dans ce travail les conditions suffisantes pour que
les équations

D
E’U(t) =y@), x(0)=a,

ou bien 'équation perturbée

D
—2(t) = y(t)+ By(z(t),

D z(0) = a,

aient des solutions généralisées. Enfin, on donne une application & la
théorie des équations différentielles.

Définitions et hypothéses. Faisons correspondre 3 chaque nombre
t (0 <t<C 1) un espace réel de Hilbert H,, avec le produit scalaire (z,y).
Soit M; un sous-ensemble lindaire dense dans H, et §;, une opération
linéaire (en général non bornée) définie sur M; et & valeurs dans H,,
admettant une opération adjointe S;, définie au moins sur M, et & valeurs
dans H,. Définissons une fonction abstraite comme une fonction qui fait
correspondre & tout nombre ¢ (0 <t < 7) un élément x(f)eH;. Soient
enfin M et N deux ensembles lindaires de fonctions abstraites. Admettons
les hypothéses suivantes:

(A) M = N; sl w(-)eN, alors x(t) e M, et la fonction réelle: {|u(t)|l;eCy .

(B) M est dense dans I au sens de la norme (1):

(1) le()ie = [ lm()lar.
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(C) Pour a(-), y(-)eM les limites suivantes existent:

1 .
i z(t) = 1:2%; [Speepx(t+e)—x(i)],

*

Dy = 1m >ty — 85 wit—e)]

Dt g0 &
au sens fort (c’est-a-dire en norme || [l;; les seconds membres de (2) et (3)
sont des éléments de M) et appartiennent i I'ensemble R, comme fonc-
tions abstraites.
(D)) 8i x(-)eM et la fonction réelle feC,, et si 2(t) = f(£)x(t), alors

z(-)e M.

¢ (D,) Pour tout el il existe un x(-)eM tel que z(t) =a, 0 <t << v

T(B) II' existent des fonctions réelles f(7,s) et g(t, &) de classe O,
sur 0,7, telles qué f(¢,0) = g(¢t,0) = 0 et que pour wedl; ., ye M, ,
et ¢ >0 assez petit on a:
(4) 1804 catlle = (1—F(,
(5) CISReeylle = (1~
(F) . Bi y(-)ed, la fonction réelle

|l—[J

est continue par rapport aux variables s et ¢ au point (¢, 0).
Leyve 1. Pour z(-), y(:)elM on a

&) 2l 1o

&) ll—c-

sx_r./(sue)] ]

is

D D*
© Lo,y = (Drat0,00) + (T v0,000).

Démonstration. Nous avons

%[(w(“rs), Yt ey — (#0), y (1))

= (l’(t+£), 1 [y(t+e)— Sjle,,y(t)]) +
& ’ tye

+ (i [Seiep(i4-e)—a(t)], z/(i))‘

( (t),—[J(t)—S,,z, (t——e)) +

I

+ (; [8yes(t+e)—w(t), y (t))t+

1 p
n [(MH— 6, *[y(i%fa)—ﬂfu,zy(t)]) -

+&

—(x() L ly— 8, ’““E)J)J'
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Or, en vertu des hypothéses (F), (A) et (C), le dernier terme con-
verge vers zéro, si & — 0, tandis que les deux premiers tendent vers

D* D
('f(f) 3{7/( )) (‘ﬁt—*f(f)s Z/(T))i Tesp.,

en vertn de Phypothése (C), ee qui achéve la démonstration.
Solent f(t, ¢) et g(t, ¢) les fonctions fignrant dans Ténoncé de I'hypo-
thése (E); posons:

1 1
(1) 2() =Wm=f(t,e), (1) =lim=g(se),
&0 & &) &
i T
(8) alt) = [ 2(s)ds,  y() = [ u(s)ds
1] 14
Lrnive 2. Pour @(-),y()ed on a les inégalités suivantes:
1 | Dl
. afl) | " [ —ai | i
(9) e ()] << @ (Ot J e “}f?u?’”(s);is sy
o "
i RUB 0o =
(10) Ly (D) ~e"{fly(f)fh—rf€ ”}2 s 3/(8)§E8 d?}

1

Démonstration. En vertu de I'hypothése (A) la fonetion |z(z)|,
satisfait & la condition de Lipschitz; alors la fonction u(t) = ¢*® |u(2)];
admet une dérivée presque partout dans (0, 7), c’est-d-dire les quatre
nombres dérivés de Dini sont égaux deux & deux presque partout dans
{0, 7>. Considérons D*u(t); on a, en vertu de I’hypothése (E), (4),

% [u(t+e)— u(t)] < % [t 1—£(t, &))" — O] llo(t) s+

e 118, )| T [Sineli+ o) ()]

g

En passant & la limite avec ¢ — 0, on en obtient

D* (e Oz (1)) = D u(t) < @

1
presque partout dans <0,7), d’otr Pon tire l’i.néga;h'fé demandée (9),
en se servant d’'un théoréme connu sur la dérivée (v. [3], p. 73, Thé-
oréeme 3).

?
it
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Pour établir (10), posons:

. clt) = b(z—1),

|| D*
(1) = (e —1lesy (D) =i1—ﬁym t
x(t) = ulr—1), pt) = [ #(s)ds, y(t)=‘f#(s>ds.

En partant de Uhypothése (E), de Dinégalité (5) e’c‘en procédant
comme dans la démonstration de (9), on arrive & P'inégalité

i
1) < O[O+ [ *Oe(s)as],

d’olt, par un caleul facil, on obtient (10), ¢. q. f. d.
Les fonctions a(f) et y(¢) étant continues et bornées dans <0, 7},
il existe deux constantes ¢, ¢, >0 telles qu’on a, d’aprés (9) et (10),

2 Y12
ds} ,
8

‘|| D
a fe(ol < ¢, floto)i+ Hﬁm(s)

2

I D* 12
woote< cfwei+ [ | Zovo| ad”
; |

s

(12)

Définissons ’espace s# comme le complément de l’ensemble-iDt en
norme [x(-)||, définie par (2). Soit #; = # xH, avec le produit sca-
laire

(@(-)5 8>, ()30 = [ ((t), y(O)dt+(a, b),.

0

(13)

Définissons deux sous-ensembles 3 et & de #,: 3 — l’ensemble
des couples <x(-);(0)>, ot #(-)eM; K| — l'ensemble des eomples
<F(); —y(0)>, o y(-)eMk et y(z) = 0.

LeEMME 3. 3 et & sont denses dans 3, en norme (13).

Démonstration. Il suffit de montrer que 3 et | sont denses dans
Mx M,, ce dernier étant dense dans ;. Soient alors z(-)eM, aeM,,
e > 0. En vertu de 'hypothése (D,) il existe un y(-) <Mt tel que y(0) = a.
Les fonetions |lz()]l; et [y (2)|; sont continues (d’aprés (A)) et, par suite,
bornées, soit, par m > 0. Il existe une fonction réelle f(t) de classe C);
telle que

T

f0) =1, f(f(t))2dt<(5~:;)2.

0

icm
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En vertu de (D,) la fonction abstraite #(t) = f(H)y (@) +1(— F®)z(1)
est un élément de M et on a 2(0) = y(0) = a et |jz(-)—=2(- )] < ¢ par
un caleul faecil. Finalement,

Kz ()5 2(0)>—<a(-); adly < e.

La démonstration pour & est analogue, c. q. f. d.
Définissons sur 3 Popération % comme suit:

(14) 2(<2(+); @) = %(¢a(-); 2(0))) = <—£t—w(');$(0)>-

Ainsi définie, opération # admet une adjointe #*, définie an moins
sur & et égale sur & &

*

* % D
15)  Z(y(-); b)) = 2 [y (+); —y (o)) =<—ﬁ (');2y(0)>-

En effet, soient (w(:);a)e3, (y(-);bd>eRk, c'est-a-dire a = z(0),
b= —y(0), y(z) = 0. D’aprés (6), lemme 1, on a

(D
(#1¢e1; ), s 0), = [ (G20, 900) +200, 0

*

g D
-— (wm,—ﬁt—wt))tdt—ﬂmw),y(o»o,
0

ce qui prouve (15). Soit pour 'instant M, I’ensemble des fonctions abstrai-
tes y(-)eMi telles que y(0) =0, y(z) = 0. On voit aussités que I, est
dense dans Mt et, par conséquent, aussi dans #. En s’appuyant sur (6),
lemme 1, on montre facilement que I'opération D|Dt, définie sur I,
admet une adjointe, définie au moins sur M, et égale sur M, & — D* |Dt.
Il en résulte Pexistence de la fermeture de D/Dt, que nous désignons
par & = (D/Dt)~.

Définissons maintenant M, comme Pensemble des limites uniformes
de z,(+) €9N; en d’autres termes, M, est un complément de I en norme (18):
(16) l2(-)le = sup lla(t)l:-

o<igT

LeMug 4. La condition {x(-); adeD(%~) eniraine 2(:)e2(H) A IM,,
z(0) =a et

2~ (Ca(+); @) = 2~ (<o (- ); (0))) = (Fm(+); 2(0)).

Démonstration. Soient {(z(-);ade@(%™) et U~ ({z(); ay) =
<¥(-);b>. On en tire, en tenant compte de la définition de # et du
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i

domaine 2 (%) = 3 qu'il existe une suite de couples @,(-)eM, n = mn(Q)
telle que i

(®) ()= ()] =0,

(b) (0) — all =0,
D

(©) Hﬂzcn(«)—y(')H -0,

(@ l0(0)— bl = 0.

“Bn vertn de (c) et (d) les suites z,(-) eb 2,(0) satisfont 4 la condition
de Cauchy:

[l (0) — 2, (0)lo — O,

D o D

On en tire, .en substituant o, (f)—,(?) aw lieu de x (1) dans ,(ll)
que () remplit “la  condition de Cauchy uniformément par rap-
port & t; par conséquent, x,(f) converge uniformément vers un élément
#(-)eM,. Comme A plus forte raison |j,(-)—F(-)—0, on a, en vertu
de (a), z(+) = T(-)eM,. On tire de (a) et (c) que z(-)eD (o) eb An(+)
= y(-). Enfin, (b) et (a) nous donnent

2 "D D b
i=1lﬁm(')——ﬁ;ﬂ’p(')”—’0 (w, p )-

b = a = lima, (0) = 5(0) = @(0), .
N->00 .

c.‘q. f. d. . .

Détinissons opération ¥* comme %" restreinte & R,

, ; 5
7y (); —y(0)) = <fﬁﬁ/(ﬁ)' 2y(0)>,

et posons %, = #*. Comme ¥ < #*, on a

Uy =V > U* =™, Uy =" =97
e Lmyive 5. I1 existe deus constantes positives a et f telles qu’,r).ﬂ @, pour
@(+); )< D(@), CY(-); By D(AY), |
an (o (); a3l = alKa(+); adl,

as - ﬂ"”i((y('v‘);b»fh?ﬂll(y(');lel-

Une définition de la dérivée 369

Démonstration. Intégrons (11) de 0 & 7 et ajoutons lx(0)],; nous
obtenons ainsi, vu que a = %(0) pour {(z(-); ade3 = 2(%),

]

e ()5 adlly = Nl (I + Nl (0)[

I D
< (14209) [!Em(o)l}ﬁﬂ'— i}‘ﬁﬁf(')

1. o
= —[l# ({2 (-); )i,
a

ol (17) (si Pon pose a = (1+1C})~*) d’abord pour (z(-); ad Rk = 2 (%).
On en obtient (17) pour (x(-); ade2(#~) par un passage & la limite
évident.

La démonstration de (18) est analogue et s’appuie sur (12), vu que
A, = ¥ et (12) équivant & (18) pour <y(-); b>e2(¥), ¢. q. . 4.

Une conséquence immeédiate du lemma 5 est le

THEORBME 1. Léquation %™ ({i(-); ay) = {y(-); b> resp. %, ({z(+); a))
= {Y(*); b) a au plus (resp. au moins) une solution pour towt {y(-); b) es#;
= H# xH,.

Démonstration. La premiére partie de notre conclusion étant
évidente en vertu de (17), passons & la seconde; or, Popération %, %%
étant autoadjointe en vertn d’un théoréme de v. Neumann ([2], p. 311)
et, en vertu de (18), positivement définie, il existe un inverse droit
(%, %)™ satisfaisant 3

(2 (2 ) <y () 0) = <y () 0

pour tout (y(-); bye#’;. Or, Lopération % (%, «%)~" est inverse droit
de %, définie sur 5, tout entier (et, en outre borné; voir [1], lemme 2.1),
c. . f. d.

L'opération %~ (resp. %) peut étre appelée prolongement fort (resp.
faible) de %. Dans ee qui suit I'énoneé “Péquation %((x(-); ad) = <y(-); b)
a une solution généralisée au sens fort (resp. faible)” veut dire que la
conclusion du théoréme 1 est vérifide.

ExempLE. Soient H un espace réel de Hilbert avee le produit sca-
laire (z, y), M — un sous-espace de H, dense dans H. Soit F; une opé-
ration linéairé (en général, non bornée) définie sur M & valeurs dans H,
remplissant les conditions suivantes:

(Fez, ) = y(x, ©) avec un nombre y fixe;

Popération F; est définie au moins sur M;

(19) pour aeM les fonctions abstraites F;(a) et F;(a) satisfont & Ia
condition de Lipschitz.

Studia Mathematica XXXI,4 24
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Posons maintenant que H; = H et soient M 'ensemble des fonctions
abstraites z(t) de la forme

n
(20) w(t) = Y filha, o feChysur (0,7,  @el,

i=1
N — lensemble des fonctions abstraites lipschitziennes. Si I'on définit
la transformation S;; par la formule

(21) Sis(@) = o+ (t—8) Py,

on vérifie facilement que les hypothéses (A)-(T) sop‘n sn,tisf‘fa;ites..
Or, (A) est évident; (B): toute fonction abstraite de Lipschitz pent
&tre approchée, au sens de la norme

() = | f (] at] ™
0

par une fonetion “en escalier”, >'y;(f)a;, olt a;el, et y; est la fo.nction
caractéristique de lintervalle A;(<0, z>). Or, chacune des fonctions y;
peut étre approchée en moyenne par une fonction de classe ¢, ; dans <0,7),
ce qui prouve (B).

Montrons (C). Or, il est évident que

d
D alt) = i~ [a(t--2)+ Fiy,a(t-+-9)— a()] = 5 20+ Piot)

existe au sens fort et constitue une fonction de Lipschitz, grice & (20)
et (21). La démonstration de (C) pour D*y(t)/Dt est analogue et on a

D* d .
fﬁ{y(t) = —d??/(t)_lﬂt?/(t)-

(D,) et (D,) étant évident, passons & (E). On a pour ¢ >0
18essp2l® = o+ eFyy all® = |lall®+2e (Fy 2, @)+ 2|y al?
= (14 2ey) |l|]?
et tout pareillement
18-yl = (14 2ep) lly|l2.
I suffit alors d’admettre

fltye) = glt, &) = 1—V1 -2y
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pour que (E) soit satisfait. Grice & la définition de M, I'hypothése (F)
Se réduit & un théoréme trés simple concernant Ia dérivation des fonctions
de classe C);. Ainsi, les hypothéses (A)-(F) étant vérifides, le théoréme 1
nous donne, comme corollaire, le

THEOREME 2. L’équation de(t)[di+ Fex(l) = a(t), 2(0) = b ¢ aun plus
(resp. aw moins) une solution généralisée au sens fort (vesp. au sens faible)
pour a(-)e#, beH.
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