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Sur les réarraugements de fonctions de Ia classe A
par

JEAN-PIERRE KAHANE (Orsay)

En hommage
¢ MM. S. Mazur ¢t W. Orlicz

1. Soit I un intervalle fermé borné sur la droite. On désigne par A4 (I)
Pensemble des fonctions continues sur I et prolongeables sur la droite
en transformées de Fourier de fonctions sommables. 8i I a une longueur
strictement inférieure & 1, A(I) est aussi bien ’ensemble des fonctions
continues sur I et prolongeables en fonetions l-périodiques dont la série
de Fourier est absolument convergente.

On appellera dans cet article réarrangement d’une fonction g continue
sur I toute fonetion gop, composée de g et d’un homéomorphisme ¢ de I.
On peut demander §'il existe des fonctions f, continues sur I, , dont aucun
réarrangement n’appartienne & A(I); c’est Ia wn probléme, toujours
ouvert, posé par Lusin ([1], p. 168). On peut aussi demander si les réar-
rangements des fonctions de la classe A(I) engendrent (par combinaisons
linéaires) l'espace vectoriel C(I) des fonctions continues sur I; les thé-
orémes ci-dessous répondent affirmativement A cette question.

Supposons donnée une fonction h(#) >0 sur [0, col, croissante
(au sens large), sous-additive (h(t+1') <h(f)+h(t)) et telle que
1) fm W

ta f

On désigne par H l’ensemble des fonctions ¢ croissantes (au sens

large) et continues appliquant I sur I, pour lesquelles

lp@®)—e@) _
-t R(E—1])

H est un convexe fermé de Tespace de Banach 1;(I) constitué par
les fonctions ¢ de C(I) qui vérifient (2), la norme étant

lp()—o ()]
el = S},ltp = +31}P1¢(t)] .
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TrforfME 1. Bn dehors d'un ensemble de premiére catégorie sur H x H,
tout couple (g, @) d'éléments de H jouit de la propriéié suivante : toute
fonetion f de C(I) s’éorit

f=qhop+g:00
pour un choix convenable de ¢, et de g, dans A(I).

TutorEME 2. Bn dehors dun ensemble de premilre catégorie sur
HxHxH, tout triplet (p,, s, s) @éléments de H jouit de la propriété
suivante : toute fonction f de C(I) $éerit

f=gop+gop+gor
pour un choiz convenable de g dans A(I).

Ces énoncés sont valables aussi bien pour des fonctions & valeurs

complexes que pour des fonctions & valeurs réelles. 1 suffit évidemment

de les démontrer dans ce dernier cas. .
On donnera & la fin de Particle quelques compléments et commentaires.

2. Les démonstrations s’appuient sur les deux lemmes suivants.
LeMME 1. Soit ¢ une fonction de H, k un entier >1, J un mnombre
positif; 8 une partie de I formée dintervalles dont la longueur est comprise
entre & et ko, séparés par des intervalles de longueur &; et enfin yp une fone-
tion de H, localement constante sur 8, linéaire dans les intervalles contigus
a 8, ef telle que
®) sup [ (1)~ ¢ (4] < (k8) =

Alors

sup | (1) —o(¥)].

[t—1'|<hd

=l < &l Ey ),

e(p, k, 8) ne dépendant que de ¢, k, et d, et tendant vers zéro quand & — 0.

La preuve est immédiate & partir de (3) et des inégalités qui en dé-
coulent, c’est-a-dire

[p(t)— (@) — o)+ (t)] < 20, (kd),
que l'on utilise quand [{—?'| > &, et
218 —1
lp(t) =2 )~ +ol) S—5—
valable pour [t—1'] < 4.

LeMME 2. Soit &1, %, ..., by une suite croissante de points de I, liné-
airement indépendants sur les rationnels, ef s0it &, &5, ..., ey Une suile
& valewrs —1,0 ou +1. I1 existe une fonction g de la classe A (R) (c’est-
a-dire transformée de Fourier de fomction sommable) ayant les propriétés
suivantes:

(@) lgllam = 19 llo2m < 2;

(b) 9(ta) = Len (n ={17 2y, N);

0g (k) + 0wy ([t—1']),
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(e) ”9“0(1) < 13

(d) g(t) = —% (resp. g(t) <3}) sur tout intervalle [ty tasy] pour
lequel e, 20, e,,1 >0 (resp. e, <0, &np1 < 0).

Preuve. Quitte & faire une translation de Porigine, on peut supposer
qu’aucun des t, n’est nul. Alors, pour 5 > 0 assez petit, la fonction g dont
la transformée de Fourier est

N

gw) = Bmzw(n (l+sncostnu)—1)

2nu? 44

satisfait aux conditions (a), (b), (c) et (d), comme on s’en convaine assez
facilement. On a méme, au lieu de (c), lglzem < %
En vue du théoréme 1, on commence par la proposition suivante:
ProposrrioN 1. Soit feC(I). Désignons par F Vensemble des couples
(p1y 92} de HX H tels que, pour tout couple de fonctions g, et g, de A(I),
de normes < 2||fleay dans A(I), on ail

8
lf — g0 91— g20@allery = r flley-

Sauf si f est identiquement nul, F est un fermé non dense dans H x H.

Démonstration. On peut sans restriction supposer Iflleq = L.
F est visiblement un fermé. Montrons qu’il est non dense. Pour cela,
nous allons montrer que dans tout voisinage d’un (g, ;) donné de P,
i existe un (y,,v,) de Hx H tel que, pour un choix convenable de g,
et de g, dans la boule |jg|| < 2 de A(I), on ait

7
(4) Ilf— 910 91— 920 palleqny <§~

Soit 8, et 8, deux parties de I disjointes, constituées d’intervallec
(ouverts, semi-ouverts ou fermés) de méme longueur J, telles que
8, v 8, =1I; 8, et S, sont des ensembles du type S décrit au lemme 1, aves
k= 1. Le couple (¢, @,) étant donné, soit y, et v, deux fonctions de H,
définies respectivement & partir de ¢,, 8, et ¢,, 8, comme la fonction y
du lemme 1 & partir de ¢, §, avec la condition additionnelle que o, (resp. v,)
prend des valeurs indépendantes sur les différents intervalles constituant §;
(resp. 8,).

Soit 8;1, 814, ..., 8,» les intervalles de §; (j =1,2), ordonnés de
gauche & droite. Posons v;(8;s) = &0 = & ©f

1 sif>0 sur s,
gn =6, =1—1 5 <0 sur 8,,

0 sinon.
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En appliquant le lemme 2, on a une fonetion g; de norme < 2 dans
A(R), done (vestreinte & I) de norme <2 dans 4 (I), vérifiant (b), (e), (d).

Si § est assez petit, (,,v,) est arbitrairement proche de (g, p,)
dans H x H (lemme 1). On peut supposer d’autre part w;(6) < . Montrons
alors que (4) a lieu.

Soit # un point de I. Supposons, pour fixer les idées, zeS;. Soit
8y = $nq1 Pintervalle de 8; qui contient @, sy, et synq1 les intervalles
de S, adjacents & s;.

Si |f(x)] <% on a, daprés la condition (e),

3 1 7
{f(m)_gl (‘/’1(“?))—92 (%(m)); < 3 -+ 573

Si f(x) =4, la condition sur w,(d) entraine f >0 sur sy, sur 83 €
SUT Sypy1y AONG 81541 = &5 = e3n41 = 1. Lia condition (b), appliquée & g,

donne

1
91(%(“')) = i (tiney) = T

Iy

La condition (d) est appliquable & g, et, puisque ¢, est croissante,
@q(z) est contenu dans I'intervalle [#y,, f,,,]; done

.‘12(‘7’2(1’)) = -3
Il en rvésulte que

fl@)—g (‘Px(m))“‘gz (9’2(9”)) <1-—

—

e
.

|

8
D’auntre part, la condition (¢) entraine

1

f(.m)_gl(‘]’l(m))““gz(th(éﬂ)) > — 3

En changeant les signes, on traite de méme le cas — f(z) = & Done
(4) a lieu, ce qui achéve la démonstration de la proposition 1.

Démonstration du théoréme 1. Soit Jw (B =1,2,...) une suite
dense dans C(I), et Fp, la suite correspondante de fermés non denges
de Hx H. La réunion des Fi, est Pensemble exceptionnel D, qui est de
premiére eatégorie. 8i (p;, p,) ¢@ et feC(I), il est aisé de voir qu'il existe
deux fonetions g, et g, de normes < 2||fllog) dans A(I), et telles que

9
If—g1091—gs0 Pallogy < 10 Il

Fixons (g, ¢,) ¢@. Désignons par y1(f) et v5(f) les fonctions g, et g,
qui viennent d’étre définies. Définissons par récurrence fo = f, élément
donné de C(I),

g1 = f—1 (fm) 01— 2 (fm)o @e.
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On a, en supposant ||ffog = 1,

m

9 \™ 9
I fmlloy < (ﬁ) v il <2 (ﬁ) .

el
Les séries Y y;(fm), j =1,2, sont done convergentes dans A(I), et
m=0
leurs sommes g7 et g3 vérifient
f“gto(ﬁ"‘g;@% =0.

Cela achéve la démonstration du théordme 1.

Démonstration du théoréme 2. En vue du théordme 2, on remplace
la proposition 1 par la suivante:

PROPOSITION 2. Soit feC(I). Soit F Vensemble des tripleis (P1y @a,y @s)

de Hx HX H tels que, pour toute fonction g de A(I), de norme < 211 fllew
dans A(I), on ait

8
If—gogi—gop,—go osllogy = r fllog -

Sauf si f est identiquement nul, F est un fermé non dense dans H x H x H.

La démonstration est trés voisine de celle de la proposition 1. En
identifiant I'origine et Pextrémité de I, on définit 8, 8, 8, comme trois
insembles fermés, se dédumisant 1'un de Pautre par les translations 4+ 6,
et formés d’intervalles fermés de longueur commune 26 séparés par des
entervalles ouverts de longueur 8. Chaque point de I appartient & deux
al moins de ces trois ensembles. Le triplet (gq, ¢, ps) étant donné, on
définit (v, ys, wg) comme dans le lemme 1, avec la condition addition-
nelle que les valeurs prises par y, sur les intervalles constituant §,, par v,
sur les intervalles constituant S, et par y, sur les intervalles constituant S,
sont indépendantes sur les rationnels.

Le lemme 2 s’applique alors en prenant pour t,t,, ..., %y la suite
des valeurs prises par y, sur 8, p, sur Sy, y; sur 8. 8i f, = y;(s), s étant
Tun des intervalles constituant §;, on pose

1 8if>0surs,
si f <0 sur s,
0  ginon.

Sous la condition w;(26) <}, la fonetion g ainsi définie satisfait pour
tout 2 & 'inégalité

@)= @)~ g ps(0) g ()] < 5 Wl
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On s'en assure aisément en distinguant les cas [f(#)| <} (Pinégalité
résultant immédiatement de (¢)) et |f(#)| =1 (Uinégalité résultant alors
de (b) et (¢)). On n’utilise pas la condition (d) du lemme 2.

La proposition 2 est ainsi établie.

La démonstration du théoréme 2 est calquée sur celle du théoréme 1,
en utilisant la proposition 2 au lieu de la proposition 1.

3. Les démonstrations qui précédent sont inspirées pour une part de
1a méthode utilisée par R. Kaufman pour mettre en évidence des ensembles
de Kronecker [3], d’autre part de la version donnée par G. Lorentz du
théoréme de superposition de Kolmogorov ([4], chapitre XI). Elles s'ap-
pliquent dans des cas un peu plus étendus: par exemple, on peut consi-
dérer différentes fonetions %y, %y, ky au lieu d’une seule fonction h, définir
en conséquence H,, H,, H, et considérer les (p,,¢,) dans H,x H, et
168 (@1, Pas @) dans Hy X Hy X H,.

On peut également, en combinant les deux démonstrations, avoir
I’énoncé suivant : sauf sur un ensemble de premiére catégorie dans Hx HyX
X Hy, tout triplet (py, ay @a) de Hy X Hy X Hy a lo propriété que toute fonc-
tion f de C(I) s'éerive

f = 01091+ 92002 = gopi+gope+gops

pour un choix convenable des fonctions gy, g, et g dans A(I).

On peut d’autre part, & la place de I'intervalle I, considérer le cercle T'
ou la droite R, et définir en conséquence les classes H d’homéomorphismes
de T' ou R. Lie théoréme 1 et le théoréme 2 s’adaptent mot pour mot ainsi,
que la derniére remarque. En particulier, il existe des homéomorphismes
@1, Doy @3 de T' (resp. R) tels que toute fonction f continue sur T (resp. con-
tinue et nulle & Pinfini sur R) s'éerive

= g1001+ 92095 = gog;+g0@atgogp,

pour un choiz convenable de gy, gy, g dans A(T) (resp. A(R)), A(T) dési-
gnant 1'ensemble des fonctions continues sur 7' 4 séries de Fourier abso-
lument convergentes, et A(R), comme on I'a vu, 'ensemble des trans-
formées de Fourier des fonctions sommables.

8i I'on considére un ensemble fermé totalement discontinu F contenu
dans I, on a le résultat suivant: sauf si @ est pris dans un ensemble de
premitre cabtégorie dans H, toute fonction f eontinue sur ¢(H) s’éerit
f = gog, g étant larestriction & ¢ () d’une fonction de la classe A. Lorsque
cette condition est réalisée, on dit que ¢(H) est un ensemble de Helson.
On a méme un résultat plus fort: sauf si ¢ est pris dans un ensemble de
premiére catégorie dans H, ¢(H) est un ensemble de Kronecker [3].

Comme corollaire du théordme 1, on voit que, sauf le cas exceptionnel,
Pensemble image par ¢; ou ¢, de Pensemble des zéros de ,—q, est un
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ensemble de Helson. En d’autres termes, sauf si (¢, ¢,) est pris dans
un ensemble de premiére catégorie dans H x H, Pensemble des points
invariants de la fonction p,0¢5 ' (olt @7 est la fonetion réciproque de ¢,)
est un ensemble de Helson.

On peut se demander siles théorémes 1 et 2 ne sont pas des cas parti-
culiers d’un théoréme plus général, dans lequel la conclusion serait: toute
fonction f de C(I) s’éerit

f=goptgop,

pour un cheix convenable de g dans A(I). Il n’en est rien. En effet, si
Pon pouvait écrire toute fonction h de 0(I) sous la forme g--gog, o ¢
est un homéomorphisme croissant de I donné une fois pour toutes, et g
une fonetion de 4 (I), I'application g — g+gog serait bijective de A(I)
dans C(I) (on vérifie facilement que g = —gop = gopog entraine g = 0);
et cela est impossible, d’aprés un théoréme de Banach, puisque les normes
Il sy et || lloy ne sont pas équivalentes.

Des énoncés voisins des théorémes 1 et 2, concernant les réarran-
gements des suites de coefficients de Fourier, ont 6té6 publiés dans [2].
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