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For u >0, M~ =N, yet M satisfies the B1* condition but N
does not. N satisfies D, but M does not; and M satisfies I, but N does not.

WxAMPLE 3. Let M(u) = |u[*®. M satisfies both conditions € and D,
but not condition I.
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Sur des théorémes de S, Banach et de L. Schwartz
concernant le graphe fermé

par

A . MARTINEAT (Nice)

11 s’agit ici d'une généralisation du théoréme du graphe fermé dans
la direction suggérée par A. Grothendieck dans sa thése [6].

La premiére solution & ce probléme a été fournie par W. Stowikow-
ski [14] suivi de D. A. Raikov [11] une aufre solution a été donnée par
Laurent Schwartz [13] qui s’appuie sur sa théorie de l'intégration et
un lemme de A. Douady, mhais qui ne recouvre pas exactement la con-
jecture de Grothendieck. Le premier pas dans le sens de la conjecture
de Grothendieck a été fait par M. Stowikowski, puis M. Raikov a donné
une solution compléte. L’énoncé de Schwartz est particuliérement sug-
gestif et ma principale confribution [9] a été d’en fournir une nouvelle
démonstration puisée dans l’ouvrage de Banach [1]. Je donne ici la plus
grande extension possible & cette méthode.

1. Remarques sur la théorie de la catégorie. Dans la suite, sauf
mention expresse du contraire, tous les espaces que je considére sont
séparés (terminologie Bourbaki). Je suis généralement la terminologie
et les notations de cet auteur.

Une partie ¥ d’un espace topologique X est dite rare si elle est
incluge dans un fermé sans point intérieur; elle est maigre si elle est réu-
nion dénombrable de parties rares (1-ére catégorie chez Baire et chez
les Polonais). L’espace X est dit non maigre s’il n’est pas un sous-ensemble
maigre de lui-méme. L’espace X est dit espace de Baire si tout ouvert
non vide de X est non maigre.

TugorEME 1. Soit Y une partie de X. On désigne par D(Y) Pensemble
des points ® de X tels que pour tout voisinage V de z Densemble V ~ ¥
soit non maigre. On a:

(«) D(Y) =Y.

(B) 81 ¥y = X,y D(Yy) = D(Xy).

(y) D(Y) est fermé. o

(3) Pour que O(Y) = D(Y) =@ il faut et il suffit que ¥ soit un
ensemble maigre.
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() ¥ ~ OD(Y) est un ensemble maigre.

(3) O(Y) est le plus grand ouvert dfmt tout sous-ensemble ouvert ren-
contre Y suivant wn ensamble non margre. ) »

(n) 8i ¥ est réunion dune suite de parties Yy, D(Y) contient Lnj DY,
et en différe aw plus par un ensemble matyre.

Démonstration. Toutes ces propriétés sont conmues. (CL. par
exemple Kuratowski [7], et [9] pour la propriété (n).)

2. Les espaces K-sousliniens.

A. Espaces polonais. Rappelons que gelon N. Bourbaki, on dit
qu'un espace P est polonais 8l est homéomorphe 4 un espace métrique
complet de type dénombrable (séparable). Cette catégorie a les propriéiés
de stabilité suivantes:

(a) tout sous-espace fermé d'un espace polonais est un espace

polonais;

(b) le produit d’une famille dénombrable d’espaces polonais est un
espace polonais;

(¢) la somme d’une famille dénombrable d’espaces polonais est un
espace polonais;

.(d) tout sous-espace ouvert dun egpace polonais est un espace
polonais.

Soit N I’ensemble des nombres entiers naturels muni de sa topologie
diseréte. C'est un espace polonais, donc NV est aussi un espace polonais.
On a la propriété:

(e) tout espace polonais est image continue de NV. Les résultats (a)
4 (d) sont dans le texte de ouvrage de Bourbaki [3], le résultat (e) s’y
trouve en exercice (cf. aussi Kuratowski [7], p. 348).

B. Espaces sousliniens. On appelle espace souslinien [8], [13] un
espace topologiqgue X image continue d’un espace polonais. On peut
encore dire que X est image continue de NV. Un sous-espace Y de X est
dit souslinien 8’il est un espace gouslinien.

Des propriétés (a), (b), (¢) et (d) résultent alovs les propridbés de
stabilité suivantes:

(0') image continue d'un espace souslinien est un espace gousli-
nien;

(a') un sous-espace fermé dun espace souslinien egh souslinion;

(') le produit d'une famille dénombrable d’espaces sousliniens est
souslinien ;

(¢") la somme d’une famille dénombrable d'espaces sousliniens est
souslinien ;

(@") toubt sous-espace ouvert d’un espace souslinien est souslinien.

11 résulte de la conjonction de tout ceci que si on désigne par en-
semble borélien d'un espace X un élément de la plus petite tribu d’ensembles
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stable par réunion dénombrable et par passage au complémentaire, con-
tenant les fermés, que tout borélien d’un espace souslinien est souslinien.

Remarque. Le résultat de I’opération «# sur une famille d’espaces
sousliniens donne un espace souslinien (cf. [7]).

C. Espaces K-sousliniens. Notre définition est adaptée de celle de
Frolik [5] et de Rogers [12]. Soient U et V deux espaces topologiques
et ¢ une application de U & valeurs dans K (V) Pensemble des compacts
de V. Nous dirons que ¢ est semi-continue si pour tout ueU et tout ¥
ouvert contenant ¢(u) il existe un voiginage #” de u tel que we# entraine
o(w) =¥

Un espace X est dit K-souslinien §'il existe un espace polonais P
une application ¢ de P dans K(X) semi-continue, tels que

X =) olp)-

PeP

b

On véritie aisément que les espaces K-analytiques de Choquet [4]
sont K-sousliniens, et Rogers [12] montre que si X est complétement
régulier, c’est justement le cas qui nous intéresse dans la suite, cette
notion équivaut & celle de Choquet.

La catégorie des espaces K-sousliniens jouit des propriétés snivantes:

(0*) Pimage continue dun espace K-souslinien est un espace K-
-souslinien ; .

(a) un sous-espace fermé d’un espace K-souslinien est K-souslinien;

(b%) le produit d’une famille dénombrable d’espaces K-sousliniens
est K-souslinien.

(¢®) la somme d’une famille dénombrable d’espaces K-sousliniens
est un espace K-souslinien.

Mais le (d%) analogue de (d') n’est pas vrai en général car si X est
I-souslinien et si Y est ouvert dans X pour FeK(X), F ~ Y¢KE(Y)
en général. Pour avoir un exemple on prendra pour ¥ un espace discret
non dénombrable et pour X le compactifié de Y. L'espace X est K-sousli-
nien mais son ouvert Y ne l'est pas.

Désignons par ensemble F-borélien de X tout élément de la plus
petite tribu stable par réunion dénombrable, intersection dénombrable
et contenant les fermés de X.

Alors il résulte des propriétés (0%), (a*), (b*) et (¢!) que si X est K-
-souslinien, tout sous-ensemble F-borélien de X est K-souslinien.

Remarque. Plus généralement, on peut prouver que le résultat
de Popération o7 appliquée aux fermés de X donne un ensemble K-sous-
linien.

Notons que tout espace souslinien est K-souslinien.

On a le résultat suivant qui généralise un théoréme classique de
Nikodym [10]:
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TmfornME 2. Soit ¥ K-souslinien dans X; alors ¥ différe de D(Y)
(done de O(X)) par un ensemble maigre.
Démongtration. Puisque Y est K-souslinien, il existe une appli-

cation ¢ de N¥ dans K(X) semi-confinue telle que Y = L{v (%)
i

SiieNV, 4 = (igy ..., Iny -..), NOUS DOETONS DAL iy 1 suite (4, ..., dy).

On pose:

Bigy = Urld),  Jon = -
7

Je dis quon a (i) = Q BL-(N).
En effet, pour tout ouvert ¥ contenant (i) il existe un N tel que
Jevy = entraine ¢(j) = ¥, donc

LiJfP('j) <7 Jwn =W

Bt comme notire espace esh séparé, que ¢(é) est compact, on a

N 7" = gli).
VD0t
En conséquence, ¥ résulte de Iopération s effectudo sur log fermés
de X. Or, il est connu (théoréme de Nikodym [107; cf. aussi [7]) que la
propriété de Baire (c’est la propriété déerite par le théoréme 2) est un
invariant de l'opération 7, c.q.f.d.

3. La somme de deux ensembles satisfaisant a la condition de Baire.
On a la propriété suivante bien connue (ef. par exemple Bourbaki (3],
exere. 27, p. 119):

" PrOPOSITION. Soit G un groupe topologique, A wne partie de G non
maigre qui satisfait & la propriété de Baire. Alors G est un espace de Baire
et A-A™Y est un voisinage de Délément neutre.

Démonstration. L'ouvert O(A) est non maigre et tel gue tout
ouvert inclus rencontre A suivant un ensemble non maigre done est
non maigre. Alors si V est un voisinage ouvert arbitraire de 1’dlément
neutre de @ et si yeO(4), V-y ~ O(4) est non maigre done aussi V.
En conséquence, tout ouvert de & est non maigre ce qui démontre la
premidre partie de la proposition. Soit y,€0(4) ~ 4; O (A 47?) = O(A)yit
Si2e0(A)-y57% 2-0(4) yo " ~ O(4)-y7" est non maigre. Mais 2z- O(A) 95"
différe de z-.4-y7" par un ensemble maigre, ot de méme pour O(4) -9/;;"‘,
done 2+ Ayt A Ayt £ @. Qest-d-dire quil exigte 1, ¢4, wyed tols que
239y =9yt P02 = wpa7. Oeci montre que O(4) 45 < 4-477,
c.q.f.d.

icm

Graphe fermé 47

4. Application a des théorémes du type du graphe fermé. Dans la
suite, nous considérons les catégories suivantes:

La catégorie [GT] des groupes topologiques avec comme morphismes,
les homomorphismes algébriques et continus.

La eatég'orie [EVTE] des espaces vectoriels topologiques sur un

corps topologique %k aveec comme morphismes les applications linéaires
continues.

La catégorie [EVINE] des espaces vectoriels topologiques sur un
corps topologique k dont la topologie peut &tre définie par une famille
de semi-normes (ce qui impose des conditions & %). Un élément de cette
derniére catégorie sera dit abusivement espace localement convexe.

Nous dirons qu'un groupe G est de type K-p s’il est limite indue-
tive dans [GT] de groupes K-sousliniens et de Baire. C'est-a-dire que
si G, est la famille de définition, %, le morphisme de @, dans @, une appli-
cation » de @ dans F' autre groupe topologique est un morphisme si et
seulement si % owu, est un morphisme pour tout a.

Nous dirons que & est de type B si les @, sont sousliniens et de Baire.

Nous dirons qu’un. espace vectoriel topologique E est K-uliraborno-
logique §'il existe une topologie de type K -p sur F, et sila topologie de B
est la plus fine des topologies du type [EVTN %] moins fine que cette
topologie. Une limite inductive dans [EVTN k] d’espaces E, K-sousliniens
et de Baire est, en particulier, K-ultrabornologique.

Lespace I est ultrabornologique si chacun des E, est souslinien.

Pour travailler sur un corps quelconque ou dans le cas de [GT),
j'al besoin d’une information supplémentaire sur les espaces K-sousli-
niens, information inutile dans le cas de [EVTE] si k est valué mon
discret.

On dit qu'un espace X est un espace de Lindeldf si de tout recouv-
rement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement dénombrable.
Un espace polonais est un espace de Lindelof.

PROPOSITION 2. Tout espace K-souslinien X est un espace de Lin-
delof [12]. -

Démonstration. L'espace X est défini par ¢: P - K(X), P étant
un espace polonais convenable. Soit w,, zed, un recouvrement quel-
conque de X, Pour chaque peP, ¢(p) est compact. Done, il existe une
partie finie F(p) de A telle que ¢(p) = £,, ol £, = \}1) g

ael()

11 existe un voisinage 77 (p) de p dans P tel que qi"/)”‘(;p) entraine
¢(q) = £2,. Du recouvrement de P par les ¥°(p) on extraira un recouvre-
ment dénombrable ¥ (py), ..., ¥ (Pa)y ... et \J F(p,) est une partie

neN

dénombrable de A qui répond & la question, c.q.f.d.
On peut alors étendre un théoréme de Banach [1], p. 230.
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TEEOREME 3. Soient @, et Gy deun groupes lopologiyues G de type
K-8, @, K-souslinien.

(&) 8% u est un homomorphisme algébrique de Gy dans Gy, de graphe
F-borélien, alors u est contina.

(b) Soit v un homomorphisme algébrique continu de Gy sur G5 alors
v est un homomorphisine topologique.

Démonstration. (a) Soit ¥ un voiginage de 1'éldment neutre de ¢7,.
On peut supposer V fermé et V = V7

Nos hypothéses entrainent, si G, aed, est une famille de définition
de G, que pour tout a, (%o 1)~ (V) est K-souslinien dans (.. Kn offet,
Vapplication «, étant continue, image par (u,, Identitd)™* d’un fermé
de @, x@, dans G,x@, est fermée, donc limage dun F-borélien cxt
un F-borélien dans @, x@,, comme en outre les images réciproques com-
mutent aux intersections et réunions.

En conséquence, le graphe I', de uo %, dans G, X, est H-bordlien.
Soit ¥ = (u 0 u,)"' (V). Cet ensemble est la projection sur @, de X =
(B, X V) ~ I,. Par hypothése, G, est K-souslinien done G, X, aussi,
donc aussi le sous-ensemble F-borélien X de G, XG,, done aussi enfin la
projection ¥ de X sur @,.

Maintenant, soit W symétrique (W = W) fermé tel que W -W < V.

L'image Z, de &, dans @, par % o u, est la projection sur G, de I, done
est un ensemble K-souslinien. Done Z, est un espace de Lindelof. Les

ensembles ¢-(W ~ Z,), g parcourant Z,, forment un recouvrement ouvert
de Z,. Done, on peut en extraire un sous-recouvrement dénombrable

soit (gn'(ﬁ7 [ Za))n=1,2, Si
T = (40 ua) " gu (W ~ Z)), UTw =Gy
n

donce vl’un des T, est non maigre. Mais ils sont tous égaux done
Z = (% 0 %) ™" (W) est non maigre souslinien; 777! est done un voi-
sinage de 1’élément neutre et ¥ aussi, c.q.f.d.

(b).Soit N le noyau de v. L'application v~ de G, dans Gy/N a un
graphe fermé. @,/N est K-souslinien comme quotient d’un K-souslinien
done v est continue, c.q.f.d.

En exemple des hypothdses, le théordme s'applique & G4 localement
compact, &, localement compact et dénombrable & Dlinfini. Pour voir
que Gy est dans la classe K g on remarquera que le sous-groupe Ny
engendré par un voisinage compact W de I'dlément neutre de (7, est

dfénombrable & Vinfini et ouvert et fermd. Alors G,/ Ny est un espace
discret,.

) dSl ‘F est une partie finie de ¢,/Nyp, le sous-groupe engendré par Ny
et des représentants de F dans ¢, est un sous-groupe Gy de Gy, localement
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compact et dénombrable & Pinfini. On a alors @, = limGx. On remarquera
)
en outre que, dans ce cas, les hypothéses sont les meilleures possibles en

prenant pour G, un groupe compact non discret et pour G, le groupe G,
muni de la topologie discréte.

TuiorEME 4 (Variante). G, est de type B, G, souslinien, alors, si
u: Gy — Gy a un graphe borélien, u est continue.

Démonstration. Comme précédemment, on voit que I'; est borélien
dans G,XG,, mais nos espaces sont sousliniens done I, est souslinien.
On achéve comme dans le théoréme 3. Ce résultat s'applique par exemple
au cas econsidéré par Banach.

Le théoréme 3 s’applique en particulier de fagon utile au cas des
espaces vectoriels topologiques sur tout corps valué complet séparable en
particulier au cas ol le corps est localement compact.

THROREME 5 (Du graphe borélien de Schwartz [13]). B, ¢t E, soni
deux espaces localement conveves swur k, H; est ulitrabornologique, E, est
souslinien, alors:

(a) siw est linéaire de B, dans B, et de graphe borélien, elle est continue;

(b) si v est linédaire surjective de B, sur B, c'est wn homomorphisme.

Démonstration. Je tiens & souligner que cet énoncé de Schwartz
est la source de tout ce travail.

Vu la définition de la topologie de By, il suffit de vérifier que u est
continue de B, muni de sa topologie § dans F, et cela résulte du théoréeme .
Le point (b) résulte de (a) comme dans le théoréme 3 car le quotientr
de F, par le noyau NV de v est un élément de la catégorie [REVINE], c.q.f.d.

On remarquera que ce théordme, lorsqu’il n’est pas vide, impose
des conditions & k.

Maintenant, nous supposons que k =R ou k = C. Dans un vrad
espace vectoriel topologigue, localement convexe H nous digsons qu’un
ensemble X est C-bordlien s'il appartient 3 la plus petite tribu d’ensembles
stable par réunion dénombrable, intersection dénombrable, engendrée
par les convexes fermés. Par exemple, si H est un espace de Banach
séparable, on a:

boréliens = F-boréliens = C-boréliens.

Pour vérifier cela, il me suffit de confronter les deux extrémes, or
tout ouvert est réunion dénombrable de boules fermées.

Soit H,x H, un produit de deux espaces localement convexes sur
k=R ou k = C. Notons par J, et 7, les topologies de H, et de H,.
Les C-boréliens pour 7, X7, sont aussi les C-boréliens pour 77, X o(H,, Hy)
car toute forme linéaire continue sur H, x H, pour I, X7 , est continue
sur H, X H, pour 7, X o(H,, Hy).

Studia Mathematica, t. XXX, z. 1
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Si u, est une application linéaire continue de H; dans H,, ou H,
est un troisidme espace localement convexe, l'image réciproque d’un
ensemble C-borélien de H,xH, par (us, identité)™* dans HyxH,
est clairement C-borélienne dans HgXH, done (-borélienne pour
(74, o(Hy, Hy)).

TuRoREME 6. B, et H, sont définis sur k = R ouw k = C localement
convexes; B, est K-ultrabornologique et i, est K-souslimien pour sa topologie
affaiblie; alors:

(a) si u est linéaire de B, dans B, et de graphe C-borélien, w est
continue;

(b) toute application linéwire continue v surjective de K, sur I, est
un homomorphisme.

Démonstration. Elle est complétement analogue. On peut
prendre ¥V convexe fermé. Le graphe I, est C-borélien dans chaque B, X Ky,
done (E,XV) ~ T, est C-borélien dans ¥, xI, donec C-borélien dans
B, X, pour la topologie (7, o(E;, By)) done F-borélien pour cette topo-
logie en conséquence I -souslinien, done (w0 us)"* (V) est K-souslinien
convexe et on achéve comme précédemment.

Remarque. On pout affaiblir encore I'hypothése sur le graphe
en remplagant les opérations d’intersections dénombrables et réunions
dénombrables par l'opération 7.

Remarquons que le résultat de stabilité obtenu est nette-
ment plus fort que celui proposé par A. Grothendieck, du moing dans
le cas séparable. Nous espérons revenir prochainement sur ces questions.
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