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Positiv definite Funktionen
auf einem unendlich dimensionalen Vektorraum

von

WILHELM von WALDENFELS (Saarbriicken)

Sei X ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum und sei F eine
positiv definite, stetige Funktion auf X. Dann gibt es nach dem Satz
von Bochner genau ein positives, beschrinktes RadonmafB auf dem
Dualraum X* von X, dessen Fouriertransformierte F ist. Sei nun X
unendlich dimensional und F positiv definit und auf jedem endlich di-
mensionalen Teilraum von X stetig. Dann gibt es (vgl. z. B. [3]) ein
zylindrisches MaB auf dem algebraischen Dualraum X* von X, dessen
Fouriertransformierte F ist. Da ein zylindrisches Maf im allgemeinen
nicht ¢-additiv ist, erweitera wir X* zu einem kompakten Raum X und
ordnen dann F ein positives Radonmafl auf X zu. Mit Hilfe dieser Kon-
struktion 148t sich leicht ein Kriterium dafiir angeben, da F Fourier-
transformierte eines RadonmaBes auf einem in X* enthaltenen Kompaktum
ist. Sei E lokal kompakt und abzéihlbar im Unendlichen und sei X der
Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger in E. Dann lassen
sich einfache Bedingungen formulieren, dall F' die Fouriertransformierte
eines straffen MaBes auf dem Raum der positiven Radonmafe ‘auf F ist.
Endlich beweisen wir noch den Satz von Sazonov [6] fiir nicht notwendig
separable Hilbertrdume. Die Konstruktion von X ist sehr shmlich der
von Nelson [5] vorgeschlagenen Konstruktion eines kompakten Stich-
probenraums zu einem beliebigen stochastischen ProzeS.

Eine Funktion F:X - C heilit positiv definit, wenn

D Plo—m)zz > 0

ist fiir alle endlichen Teilmengen &, ..., #,eX;2,..., 2,¢C. Der Stern
bezeichnet die konjugiert komplexe Zahl. Wertet man diese Relation
fiir n = 1,2, 3 aus, so erhidlt man die Ungleichungen

F(o)>0, |F@)|<Flo), F(—a)"=F(),
[F(0) F(z+y)— F (@) F(y)]* < (F (o) — |F (a)])(F(0)* — | F()[).
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HriLrssatz 1. Es sei F eine positiv-definite Funktion. Sei fir jedes
feste zeX die Funktion

reR — F (k)

stetty im Nullpunkt., Dawn ist die Restriktion von I auf jeden endlich
dimensionalen Teilraum  stetig.

Beweis. Durch Induktion nach der Dimension des Teilranms beweist
man zunichst mit Hilfe der letzten Ungleichung, dall die Restriktion
von F auf jeden endlich dimensionalen Teilraum stetig im Nullpunkt ist.
Mit Hilfe der selben Ungleichung folgert man auns der Stebigkeit im
Nullpunkt die Stetigkeit tiberall.

Durch Hinzunahme eines Punktes co kompaktifizieren wir die Gerade
R und erhalten ein Gebilde B das der Kreisperipherie homoomorph ist.
Auf R ist fir jedes AcR das Produkt aeR -»AaeR erklirt. Man setzt
dabei Aa gleich dem iiblichen Produkt, wenn aeR und

10,
A=0.

fiir
0 fir

oo
Aroo =

Die Abbildung aeR — daist stetig. Bbenso definieren wir die Addition
als eine stetige Abbildung

RxR— (o0, 00) — R.
Dabei stimmt a- g mit der iiblichen Addition tiberein, falls « und § endlich
sind, a+o0o =oco+ a = oo fiir aeR. Die Addition co--co igt nicht erklsrt.

Obwohl R nicht angeordnet ist, existiert so etwas wie ein positiver Dreh-
sinn, Ausdriicke der Form a << f <y sind definiert.

Definition. Ein quasilineares Funktional auf X ist eine Abbildung
¢: X — R mit den Bigenschaften

{p, M) = Ko, #)
fiir AeR und
py2>+Lp, > =g, +y>

fglls {p, #> und {p, y> nicht beide unendlich sind. Die Menge aller quasi-
linearen Funktionale auf X versehen mit der schwachen Topologie itber X
bezeichnen wir mit X.

SArz 1. Eine Abbildung ¢ : X — R ist genaw dann ein quasilineares
Funktional, wenn es einen linearen Teilraum Y von X gibt mit der Kigen-
schaft: ¢ ist auf ¥ endlich und Winear und {p, #) = oo fiir we¥ — X,

Beweis. Sei ¢ ein quasilineares Funktional. Dann ist

= {weX : {p, ) # oo}

©
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ein linearer Teilraum, auf dem ¢ linear ist. Sei umgekehrt eine Abbildung ¢
mit der im Satz angegebenen Kigenschaft gegeben und seien =, yeX.
Falls {p, #) und <@, ¥> beide endlich sind, liegen » und y in ¥ und {p, >+
+<{p,y> = {p, z+y>. Sei eins von beiden, z. B. {p, >, endlich und das
andere unendlich, so ist zeY,y¢Y, also 24+y¢Y und oo =g, x-+y>
= (@, &>+ {p,y>. Sind {p, x> und <{p,y)> unendlich, so ist nichts zu
beweisen. Ebenso zeigt man, daB {p, Ax) = 1{p, x) flir AR ist.

FoLGERUNG. Sei X, « X ein lnearer Teilraum und v ein quasili-
neares Funktional auf X,. Dann gibt es ein gquasilineares Funkiional ¢
auf X, das vy fortsetet.

Beweis. Man setze

fir

{yy 2

reX,,
{g, ) =

sonst.

Sei ¥ = weX, : {9, ) # oo). Dann ist Y ein linearer Teilraum von X,
auf dem ¢ endlich und linear ist. AuBerhalb ¥ ist p unendlich. Also ist %
quasilinear.

SaTz 2. Der Roum X est kompalkt.

Beweis. Wir betten X in den kompakten Raum RX aller Funkti-
onen X — R ein und zeigen, dal X in RY abgeschlossen ist. Sei p im
AbschluB von X in BT so miissen wir also beweisen, daB (v, #>-+ <, ¥>
= (p, x+y) ist, falls {y, 2> und {y, y) nicht beide unendlich sind und
daB <y, x> = A{y, &) fiir 1<R ist. Wir begniigen uns damit, die Additi-
vitit von y zu zeigen. ;

Wir wihlen eine Metrik d auf R. Weil RxR— (o0, o0) offen und
dic Addition auf dieser Menge definiert und stetig ist, gibt es zu ¢ >0
ein d >0, so daf Elemente 4, mit

a(a, {p,2)) < 0, A{b, Ky, y0) <0

nicht beide unendlich sind und dal d(a+7?, <1p,:v/~} Ly, y7)
Weil y im AbschluB8 von X liegt, gibt es ein ’lpeX mit

< gf2 ist.

] [

Ale,z+y0, {y,2+y7) <4

(&3

a(p, xy, {p, ®;) <
d(p, 40, <y, ¥) <

Weil g, 2> und {p, y) nicht beide unendlich sind, ist {p, 2>+ (g, y>
= <1P: z+ y> und

?

0
d.

Ay, a4y, <y, 2+ Ly, yr)<e


GUEST


156 W.v. Waldenfels

SATz 3. Sei F eine positiv definite Funktion auf X mit der Digenschafu
dap AeR — F (Jx) fir jedes weX stetig im Nullpunkt ist. Dann gibt es genat,

ein positives Radonmap P auf X mit
P{(pej': {p, &y = oo} =0,

P(a) = [ P(dp)expilp, v = F(a)
fir xeX.

Die erste Beziehung garantiert, daB ¢ — expilp,x) beziiglich P
fagt tberall stetig und somit, weil beschrinkt, integrierbar ist. Damit
hat das Integral in der zweiten Gleichung einen Sinn.

Beweis. Sei U.c X ein endlichdimensionaler Vektorraum. Nach
Hilfssatz 1 ist die Restriktion #| U positiv definit und stetig. Nach dem
Satz von Bochner gibt es ein positives beschrinktes RadonmaB @y auf U,
dessen Fouriertransformierte F|U ist. Sei f: U-—+R stetig, so ist die
Restriktion von f anf U* stetig und beschrinkt und somit Qy-integrierbar.
Wir definieren ein positives Radonmaf Py auf U durch

[Puf= [Quf.
& o

Sei ¥V < U ein linearer Teilraum, sei z: U* — V* die Restriktions-
abbildung aeU*— a|VeV*. Dann ergibt sich aus dem Vergleich der
Fouriertransformierten, daf das Bild von Qp beziiglich = gleich @y ist,

kwrz: %(Qu) = Qy. Bezeichnen wir die Restriktionsabbildung U — ¥
ebenfalls mit =, so folgt daraus =(Py) = Pyp. '

Sei U die Algebra der Funktionen auf i, die von der Form sind
@) = gp, @13, ...y {p, @n)),

Wo g eine stetige Funktion R™ > R ist. Besitze f noch die andere Dars-
tellung

flp) = h(<p, Y1)y w9 Py YnD)
und seien @y, ..., %, im endlich dimensionalen Teilranm V und ¥y, ..., ¥
im endlich dimensionalen Teilraum W enthalten. Wir setzen
g1:BeV —g(<LB, 1)y ey By Tm)),

hy:iyeW >Ry Y1)y ey ¥y Und).
Dann gilt

fPVgl = fPWhl'
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, Um diese Gleichung zu beweisen, suchen wir einen endlich dimen-
sionalen Teilraum U, der V und W umfaBt und betrachten die Funkti-
onen

922 aelU — g{{a, 2, ..., {a; Tn)),
hy:aeU—~h(<ay Y1)y - -y {ay Yud).
Zu ael gibt es eine Fortsetzung qaei und es ist

flo) =g({p, 2>, ... ) = gu(a)
und ebenso
J(®) = hy(a)
also’
G2 = hy.

Seien = und x' die Restriktionsabbildungen U - 1~7, U W, go ist

9107 = g3, hom’ = h,.
Somit sind

[Prg: = [a(Po)g, = [Pylgs0m) = [ Pugy = [Puhy = [Pyh,.
Die Zahl
Pyf> = [Pr(dB)g(<B, @) <B, Tm))

ist unabhéngig von der Darstellung von f. Das somit auf U definierte
Funktional P ist linear und positiv. Da A die Konstanten enthilt und
die Punkte trennt, ist % nach dem Satz von Stone-WeierstraB dicht im
Raum der stetigen Funktionen auf X versehen mit der Supremumsnorm.
Da P positiv und linear ist, ist es in der Supremumsnorm stetig auf U
und 148t sich somit eindeutig zu einem positiven, linearen Funktional
auf dem Raum aller stetigen Funktionen aunf X d. h. zu einem positiven
RadonmaB P auf X ausdehnen. Das Mafl P besitzt offensichflich die
angegebenen Eigenschaften.

Wir miissen noch zeigen, da P durch die genannten Bedingungen
eindeutig festgelegt ist. Es gentigt zu beweisen, da8 p auf A eindeutig
bestimmt ist, oder, daB fiir jeden endlich dimensionalen Teilraum V mit
Restriktionsabbildung n:X >V das Bild n(P) = Py eindeutig fest-
gelegt ist.

Sei also V ein endlich dimensionaler Teilraum, sei p ein positives
MaB auf V mit den Eigenschaften

p{aeT;: {a, &) = oo} =0,
[p(da)expila, sy = F(a)
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tiir z¢V. Sei ,, ..., 4, eine Basis von V. Dann gibt es zu jedem &> 0
ein o >0, so dafl

4
n

p{asf; Koy 2] = __Q:} <
Va

fir 4 =1,...,n ist. Also ist

" .
P {aeV : 2(11, 2t < 92} > p(V)—s.
=1
Die Menge aller aeV mit Z{a,x;)* < o® ist in V* enthalten und
bildet dort ein Kompaktum,. Lat man o iiber eine monoton aufsteigende

Folge gegen unendlich gehen, so sieht man, daB V— V* eine p-Nullmengé
ist. Aut V* ist aber p durch F eindeutig bestimmt also ist p = Py.

Sarz 4. Eine positiv definite Funktion F ist genaw dann die Fourier-
transformierte eines positiven Radonmafes auf eimem in X* enthaltenen
Kompaktum, wenn sie die folgende Bedingung erfullt:

Fiir festes we X ist AeR — F(2x) die Fouriertransformierte eines Mafes
auf einem endlichen Intervall der reellen Gerade.

Beweis. Die Funktion F geniigt der in Satz 3 geforderten Stetig-
keitsbedingung und ist darum Fouriertransformierte eines positiven

Radonmafes ¢ auf X. Sei A — F(ix) die Fouriertransformierte eines
MaBes auf [@Q., b.], as, b, endlich, so gilt

Q{(pej: {p,y @) ¢[ay, by} = 0.
Daraus folgt, daB
g{(psi’: $p,y @) ¢, bal}

als Vereinigung offener @-Nullmengen eine @-Nullmenge ist. Also wird Q
getragen von der Menge

K ={peX : {p, v)e[a, b,]

Diese Menge ist in X* enthalten, ist kompakt und konvex. Wir
sehrinken @ auf K ein und erhalten des gesuchte MaB P mit

Po) = [Plip)expicp, o) = F(a).
K

fiir alle zeX}.

Fir die folgenden beiden Sitze bendtigen wir den Begriff des straf-
fen MaBes.

DEFINITION. Sei A ein vollstindig regulirer topologischer Raum
und sei €(A) der Vektorraum aller reellen, stetigen, beschrinkten Funk-
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tionen auf A versehen mit der Supremumsnorm. Ein lineares, positives,
stetiges Funktional P auf €(4) heiBit ein siraffes Map auf A, wenn es
zu jedem e >0 ein Kompaktum K < A gibt, so daB [(P,fd|<e ist fiir
alle fe€(4), [fI<1,f=0 auf K.

Die straffen Male besitzen nahezu alle Eigenschaften der Radan-
schen MaBe auf kompakten Riumen (vgl z.B. [7]). Ein topologischer
Raum ist genau dann vollstindig regulir, wenn er Teéilraum eines kom-
pakten Raumes ist.

Bemerkung. Sei K ein kompakter Raum, sei 4 < K und sei Q
ein positives Radonmaf auf K mit der Eigenschaft:

Zu &> 0 gibt es ein Kompaktum H < 4 mit Q{K—H} < e&. Dann
wird @ von A getragen, die Funktionen fe®(A4) sind begiiglich @ fast
iiberall definiert, meBbar und integrierbar. Das Funktional

@ fr=fef
ist ein straffes MaB auf A4.

Sarz 5. Sei E ein lokal kompakter, im Unendlichen abzihlbarer Raum
und set X = Q,(E) die Menge der stetigen, reellwertigen Funkiionen auf
B mit kompaktem Triger. Sei M(E) der Raum der positiven Radonmafe
auf B versehen mit der schwachen Topologie iber C\(E). Bine positiv defi-

nite Funktion F auf C,(E) ist genau dann die Fourieriransformierte eines
straffen Mapes auf M(F), wenn fir veCy(E), x> 0, die Funkiion

AeR — F(im)

Fouriertransformierle eines beschrinkten Radonmafes auf R, = {aeR:
ca= 0} dst.

Beweis. Man schliet zunéichst wie in Hilfssatz 1, daBl 1 — F(Ax)
fiir alle ze X stetig ist. Sei @ das zu F gehorige Mafl auf X. Dann gilt

Q{peX 00 < {p,a> < 0} =0
fir # > 0. Als Vereinigung offener @-Nullmengen ist

U fpeX: o0 < (p, 0> <0}
eine @-Nullmenge (zur Bedeutung des Zeichens < in R vgl~. den Anfang
der Arbeit). Somit wird @ getragen von der Menge aller pe X, 0 < {p, 2
< oo fiir z = 0.
Sei B, = Fi‘z c B, c ... eine Folge von kompakten Teilmengen von
E mit der Vereinigung E. Wir wihlen eine Folge y,<C(E), 0 <y < 1,
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yx = 1 auf By, vy = 0 auBerhalb By, ,. Wir wihlen m; so, daB

QlpeX : my < (p, Yi> < o0} < £:27°
15t. Sei

(pe_f:

K = {pyyn > << My fHIT k=1,2,...,‘

(p,8><oo firalle >0

//\//\

so gilt
QI-E}<e

K ist aber einekompakte Teilmenge von IM(E). Somit definiert
Q ein straffes Mag8 P auf M (E). Da umgekehrt die Fouriertransformierte
eines straffen MaBes auf M (F) die angegebenen Eigenschaften besitzt,
ist leicht einzusehen.

Wir beweisen noch eine kleine Verallgemeinerung des Satzes von
Sazonov [6]. Sei X ein reeller, nicht notwendig separabler Hilbertraum.
Wir betrachten die Menge & aller symmetrischen, positiv definiten
Bilinearformen S auf X mit endlicher Spur. Endliche Spur bedeutet, da

IS1 = sup ' 8@, @) < oo
i=1

ist, wo das Supremum iiber alle endlichen Orthonormalsysteme 2, ..., @,
in X genommen wird. Das Funktional

z > |lzlls = 8(z, 2)"

definiert eine Haibnorm auf X. Durch das System der Halbnormen
(llz|ls)ses Wird eine lokal konvexe, separierte Topologie J auf X induziert,
die schwicher als die Normtopologie ist. Die Mengen der Form

{o: llofls < 1}

bilden in J eine Umgebungsbasis der Null (vgl. [6]).

SATz 6. Sei X' der Raum der normstetigen Unearen Funktionale auf X
versehen mit der schwachen Topologie wber X. Eine positiv definite Funktion I
auf X ist genaw dann Fouriertransformierte eines siraffen Mafes auf X,
wenn F in der J-Topologie stetig im Nwullpunkt dst.

Beweis. DaB die Bedingung notwendig ist, zeigt man wie in [6].
Wir beweisen, daB sie hinreicht. F ist Fouriertransformierte eines po-
sitiven Radonmafes P auf X. Wir fixieren zwei strikt positive Zahlen e
und ¢. Dan gibt es eine Form S¢S, so daB

llefls <1 = F(0)—Re F(2) < &

@
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Sei peX, 50 setzen wir

lpll = sup{Kep, #)| : weX, |lz]l < 1}.
Wir erinnern uns an die Algebra % des Beweises von Satz 3. Sei
={feU:0<f<1, flp) =0 fiir |p] < g}
Fir fe ist
JBf = [Pr(aa)g(la, 23, ..s <2, am)),
14
v§0 @y, ..., Ty in einem endlich dimensionalen Teilraum V enthalten sind.

Sei 4, ..., Y, eine orthonormale Basis von ¥ und sei {laf < o, wo |laf]
analog zu ||p| definiert ist. Dann ist anch [lgf < ¢ mib

<‘py ) = 2(‘1; yi>(yi, ).
) 1=1

Die runde Klammer deutet das Skalarprodukt in X an. Somit ist

9o, 8>, ..y {a, @m)) = 0 fiir |lof] < o. Daraus folgt nach einem unten
zu formulierenden Hilfssatz, daf

1 2¢P, 1|18
[25 = [Briaagica o, ygom— (o ZR2HE).

Die Menge § ist beziiglich der Relation < gefiltert, ihr Supremum

ist die charakteristische Funktion der Menge {peX:|¢l >0}, Mon
schlieft daraus, daf

. 1
Plped ol > o < ——— (s+

2<P, 1> |I8]l
92
ist. Daraus folgt die Behauptung des Satzes.

Wir tragen noch den von Kolmogorov [4] stammenden Hilfssatz
nach:

HILESSATZ 2. Sei Q ein positives beschrinktes Map auf dem R™ und sei
F(@) = [ Q(da)expila, z>.

Sei T eine positiv definite Bilinearform auf R mit der Spur ||T| und
folge aus T(z,x) < 1, daf F(0)—ReF(x) < ¢ ist. Dann ist

Q{lzll > o} < ,@1”1-(5+ 2F(22> nTn).

Studia Mathematica, t. XXX, z. 2 1
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Symmetric bases of locally convex spaces
by
D.J.H. GARLING (Cambridge)

§ 1. Introduction. Let B be a Hausdorff locally convex space, with
Schauder basis {#,}, and let {f,} be the sequence of continuous linear
functionals biorthogonal to {#,}. In the case where E is a Banach space,
Singer [9] introduced the following notion of symmeiric basis: {z,} is
a symmetric basis if .

n
(8B,) sup sup | 3 8ifi(@)as|| < oo for all z in E.
T=1

aeP(N) 131<1
l<n<oo

P(N) denotes the set of all permutations of N ={1,2,3,...}.-As
far as locally convex spaces are concerned, the condition (SB,) has the
following mnatural analogue:

n

(SB) { X 8:fi(#)2ue: 18] <1, neN, oeP(N)} is bounded in B for
=1

each # in B.

In [10], Singer investigated the relationship between (SB,) and six
other conditions ((8B,)-(SB;)). In this paper we consider the rela-
tionship between (SB;) and six other conditions ((SBs), (SB)), (SBj),
(Cy), (O,) and (Cy)). Of these (SB,) is identieal to Singer’s (SB,), (SBy)
and (SBj) are analogous to Singer’s (S8B,) and (8B;), and (Cy)-(Cs) are
new. In detail, these conditions are:

(SB,;) Every permutation {z,m} of the basis {,} is a basis of the
space E; equivalent to the basis {m,}.

(If {z,} is a basis of a space E, the sequence space assoctated with
{,} is defined to be the linear space of all sequences a = (a;) for which
¥ ay@; is convergent. A basis {w,} of a space B is egquivalent to a basis

i=1
{yn} of a space F if the sequence space associated with {,} is the same
as the sequence space associated with {y.}.)

(SB) | Xfi(@)osy : neN, ceP(N)} is bounded in E for each zin B.
=1

(SBi) {3 fi(#) @ : neN} is bounded in E, for each # in B and
i=1
each ¢ in P(XN).
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