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Spectres des mesures et mesures absolument continues
par

YVES MEYER (Orsay)

Introduction. Soit E un ensemble d’entiers. Une megure complexe
u sur le cercle sera appelée B-mesure si, pour tout entier » n’appartenant
pas & B, le coefficient de Fourier-Stieltjes de p évalué en n est nul. Nous
dirons que E est un ensemble de Riesz si toute E-mesure est absolument
continue par rapport & la mesure de Lebesgue sur le cercle.

Le bub de ce travail est de donner quelques résultats nouveaux sur
les ensembles de Riesz. En utilisant la topologie 7 induite sur 'ensemble
des entiers par celle du compactifié de Bohr de Z, on aboutit 4 1a conclusion
suivante: la réunion d’un ensemble de Riesz quelconque et d*un ensemble
de Riesz fermé est encore un ensemble de Riesz (théoréme 2). Quelques
autres résultats généraux de ce type forment la partie I et dans la partie IT,
divisée en §1 et § 2, sont présentés de nombreux exemples d’application
des théorémes de la partie L.

1. CAS DES GROUPES ABELIENS COMPACTS

§ 1. Rappels et notations. Les notations et résultats utilisés sont
présentés dans les chapitres 1 et 2 du livre de Rudin ([1]): on appelle &
un groupe abélien compact, dz la mesure de Haar sur @, T'(Q) Valgébre de
Banach des classes de fonctions, » valeurs complexes, définies sur G et
da-intégrables. Le produit de deux éléments de L' (@) est le produit de
convolution noté fg et défini, pour presque tout » de @, par

(fxg9)(@) = [fla—yg)dy.
(&3

Le groupe dual de & est noté I. La transformée de Fourier f d'un
élément f de I'(Q) est définie sur I' par ‘

f) = [(—r,2)f(0)dw
G

ol (y, ) est la valeur prise en x par le caractére y de I
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Nous appellerons A (I') Palgébre de Banach des fonetions f; par ddéfini-
tion
HfHA(r) = HfHL‘(Gy

Si nous munissons @ de la topologie diseréte, nous obtenons le groupe
Gy dont le dual est le compactifié de Bohr I' de I. Les fonetions conti-
nues sur le groupe compach I ont pour restrictions & I”les fonetions presque
périodiques définies sur I' et, réciproquement, toute fonction presque
périodique au sens de Bohr sur I" ge prolonge par continuité sur I

Topologie 7. Appelons 1 le groupe wmultiplicatif des nombres
complexes do module 1 et précisons la topologie 7 sur I'induite par celle
de I". Nous allons déerire un systéme fondamental de voisinages do 0
pour J. A toute suite finie ,, @, ..., 2, de points de & et & tout voisinage
v de 0 dans 7™ on associe 'ensemble V' des points y de I" tels que

(V) ®i)1cign e

En prenant tous les entiers maturels m possibles, toutes les suites
By, gy ..., By Possibles et tous les voisinages v de 0 dans 7™ possibles,
T'ensemble des ¥V obtenus constitue le systéme fondamental de voisinages
de 0 annoncé.

Mesures. Encore quelques notations sont nécessaires: M (G) est
lalgébre de Banach des mesures complexes (nécessairement bornées)
définies sur G et M,(G) est la partie de M (@) formée des mesures singu-
liéres par rapport a la mesure de Haar dz sur ¢. On a, par le théoréme de
‘Lebesgue-Nikodim,

M(@) = M, (GOIHEG).

Nous appelerons ps la partie singuliére de 1'élément u de M (G) s ps
est 1a projection sur M, (@) de élément u de M(G).

La transformée de Fourier d'un élément u de M (@) est une fonction
définie sur I' par

i) = [(—y,@)dua).
(23

Le spectre de u, noté S(u), est le support de g dans I' discret.

Dans M, (G) une partie remarquable est formée des mesures discrotes
dont 'ensemble est noté D(G). Une mesure diserdte ¢ est une somme
normalement convergente de masses ponctuelles et les transformées de

Fourier ¢ forment I’ensemble des restfictions 4 I' des dléments de A(i‘)
car on a

D(@) = L' (@a)-

icm

Spectres des mesures 89

§ 2. Ensembles de Riesz et ensembles de Riesz au sens fort. Elar-
gigsons le probléme posé dans I'introduction grice a la définition suivante:

Définition 1. Une partie F de I' est un ensemble de Riesz si toute
mesure définie sur @ dont le spectre est contenu dans ¥ est absolument
continue par rapport & la mesure de Haar dz.

Faisons deux remarques: l’ensemble vide est un ensemble de Riesz
car S(u) = @ entraine u = 0. Toute partie d’un ensemble de Riesz est
aussi un ensemble de Riesz. Le théoréme 1 ci-dessous nous montre que
1a topologie J sur I" est un outil adéquat & Pétude des ensembles de Riesz.

THEOREME 1. La condition pour une partie B de I' d’étre un ensemble
de Riesz est une condition locale lorsque I' est muni de la topologie I si B
est une partie de I' et si pour tout a de I' on peut trouver un voisinage V de
a pour T tel que V ~ B soit un ensemble de Riesz, alors E est un ensemble
de Riesz.

Le théoréme 1 est une conséquence simple de la régularité de Lal-
gébre des fonction définies sur I, muni de la topologie J7, qui sont les
restriction & I' des éléments de A(I).

PRrROPOSITION 1. 8¢ F est un fermé de I' pour la topologie T et y, un
point de I' w'appartenant pas & F, on peut trowver une mesure discréte o
sur G telle que

(1) Glyo) =1, &(y) =0 pour tout y de F.

La proposition 1 est un corollaire de la régularité de I’algébre A (I')
(Rudin [1], th. 2.6.2, p. 49).

La démonstration du théoréme 1 utilise le lemme 1:

LEMME 1. Pour tout élément u de M(G) et tout élément o de D(G), on &

(p%0)s == usxo.

La preuve du lemme 1 est une conséquence immédiate du théoréme
de Lebesgue-Nikodim. Puisque L'(G) et M (@) sont fermés et invariants
par translation, ils sont aussi invariants par les convolutions avec les
éléments o de D(G).

Ecrivons alors p = ps+fda et pxo = pgo+(fro)ds.

L’unicité de la décomposition en partie singuliere et absolument
continue de la mesure pxo montre que

v = (ux0s.

Démontrons enfin le théoréme 1. Soit x une mesure sur & dont le
spectre est contenu dans F et soit u, la partie singuliére de x. Nous allons
prouver que la transformée de Fourier 45 est nulle en tout élément a de I
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Soit, en effet, ¥ un voisinage dé a tel que V ~ K soit un ensemble de
Riesz ef, grace & la proposition 1, o une mesure diseréte telle que
(2) d(a) =1, &=0 wsurCV.

Le spectre de u o est contenu dans I/ ~ V, done dans un ensemble
de Riesz et il en découle que

0= (uxo)y = py*o.

En passant aux transformées de Fourier et ntilisant (2) on en dédnit
que g () = 0 et le théoréme 1 est prouvé.

En général, la réunion de deux ensembles de Riesz n’en est pax un;
par exemple si @ = T et I' = Z, I’ensemble des entiers positifs est, d’apréy
le théoréme de F. et M. Riesz, un ensemble de Riesz. Il est de méme pour
I’engemble des entiers négatifs. Leur réunion n’en est pas un.

Le théoréme 2 ci-dessous donne une condition suffisante pour que
la réunion de deux ensemble de Riesz I et I soit un ensemble de Riesz,

THEOREME 2. 8t F est une partie de I" fermée pour la topologie T, si en
outre F est un ensemble de Riesz, alors, pour tout ensemble de Riesz I, lo
réunion B o F est encore un ensemble de Riesz.

On peut paraphraser 1'énoncé du théoréme 2 en introduisant la
définition suivante:

Définition 2. Une partie F' de I" est un ensemble de Riesz au sens
fort si la fermeture de F' dans I' muni de la topologie 7 est encore un en-
semble de Riesz. .

Le théoréme 2 s’énonce: la réunion d'un ensemble de Riesz et d’un
ensemble de Riesz au sens fort est encore un ensemble de Riesz.

Pagsons & la preuve du théoréme 1: soit 4 une mesure dont le spectre
8(u) est contenu dans ¥ o F. En nous servant de que Z est un ensemble
de Riesz et de ce que F est fermé, montrons que le spectre de la partie
singuliére u, de u est contenu dans F.

Soit y, un élément de J” hors de F. On peut trouver un élément o de
D(G) tel que:

(3) Gly) =1, & =0 gur F.

(C’est la proposition 1. Grice au lemme 1, on a

(p* o)y = pg*o.

Mais le spectre de ux o est contenu dans & car celui de x4 est contenu
dans B o F et o vérifis (3). Ainsi (4 x o), est nulle car Z est un ensemble de
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Riesz. Done (u)* o est nulle et en pagsant aux transformées de Fourier et
utilisant & nouveau (3), on a ay(y,) = 0.

Cette derniére égalité est vérifiée pour tout.y, hors de F. Le spectre
de u, est contenu dans F.

On se sert alors de ce que F est un ensemble de Riesz pour conclure
4 la nullité de u, et la démonstration du théoréme 2 est terminée.

Remarque. On peut affaiblir la condition portant sur # en deman-
dant seulement que F mne contienne le spectre d’aucune mesure singu-
liére non nulle. Cependant nous ne connaissons pas d’exemple ou cette
remarque soit utile.

Nous allons énoncer un résultat reliant les spectres des mesures
singuliéres au probléme de la répartition modulo 1 considéré sous espect
suivant: si 4 est une partie de I" et 2, #,, ..., &, une suite d’éléments
de @, nous nous intéressons 3 la répartition sur 7™ de l’ensemble,
noté A(@y, @, ..., T,) des points (1, zy), (X, 2), ..., (1, 2,) de T" ol 1
déerit A.

THEOREBME 3. Le spectre A = S(u) d'une mesure singuliére non nulle u
joust de la propriéié suivante: pour toute suite finie oy, s, ..., T, &' éléments
de G, Densemble A(xy, @y, ..., x,) de T™ est sans point isolé.

On peut énoncer le théoréme 2 sous une forme plus abstraite: S(u)
est une partie de I" sans point isolé quand 7" est muni de la topologie 7.

Supposons en effet que y, soit un point isolé de S(u) et soit o un
élément de M(@) vérifiant

(4) oly) =1, oa(y)=0

Alors uxo est singuliére; son spectre est réduit a y,. Donc uio est
nulle et u(y,) est aussi nul grace & (4). Cala contredit le fait que y, ap-
partienne au spectre de u.

On peut améliorer le théoréme 3 grice & la notion de germe d’ensem-
bles en un point 3 d’un espace topologique I'; sur I’ensemble des parties ¥
de I’ nous définissons une relation d’équivalence: B est équivalent a B’
§'il existe un voisinage V de a tel que ¥ et E’ aient méme restriction & V.
L’ensemble quotient de lensemble des parties de I' par cette relation
d’équivalence est 1’ensemble des germes d’ensembles en a.

On peut alors énoncer le théoréme 4 ol I” est muni de la topologie 7 :

THEOREME -4. 8i A est le spectre d'une mesure singuliére non nulle,
en aucun point a de Dadhérence de A dans I muni de la topologie T, le germe
de A en a w'est le germe en a d’un ensemble de Riesz

Supposons au contraire qu’il existe un tel point. Soit ¥ un voisinage
de a tel que, pour un ensemble de Riesz , on ait

si yeS(u), v # o

) ' ARV cEAY
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et soit W un voisinage de @ dont la fermeture soit contenue dans I'intér-
ieur de V. On peut alors trouver un élément o de D(G/) tel que

(6) 6=1sur W, o =0 horsde V

(voir, par exemple, Rudin [1], th. 2.6.2, p. 49).

La mesure uxc est singuliére. Son spectre est contenu dans F grice
A (5) eb (6). Puisque ¥ est un ensemble de Riesz, uko est nulle et en pas-
gant aux transformées de Fourier on en déduit que k& est nulle sur W;
ainsi ¢ n’est pas adhérent au spectre A de u.

TUn dernier probléme sera abordé dans ce cadre général: donner une
condition portant sur une partie B de I" et assurant la propriété suivante:
pour toute mesure u de M (@) dont le spectre est contenu dans ¥, le spectre
de u,, partie singuliére de u est aussi contenu dans F.

THEOREME 5. Le spectre de la partie singuliére p, d'une mesure u est
contenu dans Uadhérence de S(u) dans I' muni de la topologie I .

Ta démonstration du théoréme 5 est analogue & celles présentées
ci-dessus; soit y, un point de ' non adhérent & §(u) ot ¢ un élément de
D(@) tel que

Gy =1 et o =0 sur Su).

Alors gsp est nulle grace & (7). 11 en est de méme pour (osu), = 0%t

et l'on a /23(7/0) = 0.

II. APPLICATIONS AUX ENSEMBLES D’ENTIERS

§ 1. Ensembles de Riesz au sens fort. Nous allons donner un corol-
laire du théoréme 2 en tenant compte de ce que, si G =T et I' =7,
I’ensemble, noté ]—oo — 17, des entiers négatifs est un ensemble de Riesz.

Rappelons que  désigne la topologie induite sur Z par celle du com-
pactifié de Bohr Z de Z. Si o est un élément de Z, la classe modulo m com-
posée des entiers a+ km, keZ, est un voisinage ouvert ot fexrmé de a pour
la topologie .

ProrosrrioN 2. 8¢ B est un ensemble dentiers, si I, est Vensemble
des éléments positifs de B et I Vensemble des entiers négatifs adhérents auax
éléments de B, pour la topologie T, alors, quand F est un ensemble de
Riesz au sens fort, B, est aussi un ensemble de Riesz au sens fort et Fi est
un ensemble de Riesz.

Le théoréme 2 permet de montrer la proposition 2. La fermeture
de E, pour la topologie 7 est contenue dans la réunion de F et de
[0, 4-oo[; & ce titre, par le théoréme 2, cette fermeture est un engemble
de Riesz et B, est un ensemble de Riesz au sens fort. Une nouvelle ap-
plication du théoréme 2 prouve que B est un ensemble de Riesz.

icm°®

Spectres des mesures 93

Remarque. Pour montrer que F est un ensemble de Riesz au
sens fort, on peut de nouveau appliquer la proposition 2 et comnsidérer
l’ensemble B, des entiers positifs adhérents & F pour la topologie 7 ete.
Si Pun des ensembles ., , B, etc. est un ensemble de Riesz, B, est un
ensemble de Riesz au sens fort.

ProrosiTioN 3. L'enssmble des nombres premiers est un ensemble
de Riesz au sens fort.

Nous appliquons la proposition 2 & I’ensemble des nombres premiers:
soit # un entier negatif inferieur ou égal & —2; la classe n+3n Z est
un voisinage de n pour la topologie .7 ne rencontrant aucun nombre
premier. L’ensemble F est contenu dans {—1}; c’est un ensemble de
Riesz au sens fort.

PrOPoSITION 4. L’ensemble des carrés porfaits est un ensemble de
Riesz au sens fort.

Nous suivons la méme méthode: soit » un entier négatif; la classe
n-+3n? Z est un voisinage de n pour la topologie . Montrons que ce
voisinage ne contient aucun carré parfait. On aurait, sinon, n4-3n2 p = ¢?,
mais n et 1-+3np sont premiers entre eux et, leur produit étant un carré
parfait, chacun, au signe prés, en est un. Soit 1+3np = —r? ce qui
§’éerit aussi 2 = —1 (3). On sait que cette équation n’a pas de solution.

PROPOSITION 5. Soit E un ensemble d'entiers positifs vérifiant la con-
dition suivante: pour une infinité de valeurs de Ventier n, E est & Vexception
d'un ensemble fini E,, contenu dans la réunion des intervalles [jn, jn-1,]
ot 1 =10,1,2,... ¢t o%s 1, est une suite d'entiers positifs telle que n—1,
rende vers +oo avec n. Alors E est un ensemble de Riesz au sens fort.

Si, en effet, ¢ est un entier négatif, on pourra lui associer un n tel
que —n+1, < a gréice & la condition que n—1, tend vers Pinfini avec n.
Alors la réunion des intervalles [jn, jn+1,] ol, cette fois, j prend toute
valeur entidre de —oo & oo, est un fermé pour J, contenant FE, sauf
peut-stre B, et évitant . Le complémentaire de ce fermé est 2, un ouvert
contenant « et dont lintersection avec E est au plus réduite & E,. Il reste
& séparer a de F,; mais la topologie J~ est séparée et puisque a n’est pas
dans E, on peut trouver un voisinage V de a ne rencontrant pas E,. Le
voisinage V ~ 2 de a ne rencontre pas F et, & ce stade, on applique la
propogition 2.

PROPOSITION 6. St t, 5= 0,1,2,..., est une suite d’entiers posi-
tifs telle que t,_ [ty = my S0it un entier supérieur ou égal & 3, alors Vensemble
E de toutes les sommes finies

2 é‘ktk

k>0

ol Eki{o, 1}

est un ensemble de Riesz au sens fort.
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Nous montrons que l'ensemble E remplit les conditions suffisantey
de la proposition 5 en écrivant, pour tout entier s,

Zékik= Z Skik—l‘zakh—ﬂ+ Z eply.

k=0 ocles—1 0ghss—1

On pose Iy, = f+t,+ ...+l . i m = t,. Grice & la croissance rapide
des t,, n—1, dépasse n/2 ce qui termme la démonstration.

Remargue. BEn permettant aux & de valoir indifféremment —1,
0 ou 1, ’ensemble F obtenu ne serait plus un ensemble de Riesz au sens
fort car sa réunion avec lensemble de Riesz ]—oo,0] contiendrait
le spectre de la megure singuliére définie par le produit de Riesz

[1(1+ cost,m).

N0

PROPOSITION 7. Une suite, lacunaire & lo Hadamard, d’entiers posi-
tifs est un ensemble de Riesz aw sens forl.

La preuve de la proposition 7 débute par une définition: un ensemble
T d’entiers sera appelé un ensemble I, si toute fonction bornée et définie
sur B, b valeurs complexes, est la restriction & F d'une fonction presque
périodique an sens de Bohr et définie sur Z. .

Alors la proposition 7 est un corollaire des résultats suivants:

une suite lacunaire & la Hadamard d’entiers positifs est un
ensemble I, ([4], théoréme 2, p. 96) et est aussi un ensemble de Sidon
([11, p. 127);

tout ensemble I, est fermé pour la topologie 7~ ([3], preuve du théore-
me 1, p. 235).

Toute réunion finie de suites lacunaires & la Hadamard est aussi
un ensemble de Riesz au sens fort. Cela incite & poser le probléme suivant:
tout ensemble de Sidon est-il un ensemble de Riesz au sens fort?

Indiquons une réponse partielle & cette question, donnée par Rudin
[2]: la réunion de ]—oo, 0] et d’un ensemble de Sidon est un ensemble
de Riesz. Plus généralement, Rudin pose le probléme de savoir quand
la réunion de ]—oo, 0] et d’un ensemble B d’entiers positifs est un en-
semble de Riesz. Il a donné une condition suffisante ([2], théoréme 5.7.1,
D. 226): il en est aingi si & est un ensemble A (1), ¢’est-d-dire si les normes
I' et L'* des polynomes trigonométriques & spectre dans K gont équi-
valentes. Un ensemble de Sidon est bien un ensemble A(1) ([2], théo-
réme 3.1, p. 210). Ceci ne suffit pas & montrer qu'un ensemble de Sidon
est un ensemble de Riesz au sens fort.

Pour terminer cette digression, comparons nos résultats & celui qui

vient d’&tre cité: 'ensemble B de toutes les sommes finies

Z 3",

nz0

ene{0,1},

icm
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est un ensemble de Riesz au sens fort (proposition 6), mais ce n’est pas
un ensemble A(1) ([2], théoréme 3.8, p. 215). De méme, la réunion des
ensembles finis {n!, 2n!, ..., nn!} est, grice & la proposition 5, un en-
semble de Riesz au sens fort sans etre un ensemble A(1) ([2], théoréme
4.1, p. 216).

Mais, ne sachant pas si un ensemble de Sidon est un ensemble de
Riesz au sens fort, nous ne savons pas davantage si un ensemble A(1)
est un ensemble de Riesz au sens fort. Inversement, on ne sait pas si
P'ensemble des nombres premiers ou l’ensemble des carrés parfaits, qui
sont des ensembles de Riesz au sens fort, sont des ensembles A(1).

§ 2. Ensembles cohérents d’entiers relatifs. Les ensembles introduits
ci-dessous ont, pour les problémes qui mous occupent, des propriétiés
semblables & celles des sous groupes. Des résultats sur les ensembles
cohérents permettront de construire de nouveaux exemples d’ensembles
de Riesz au sens fort (théoréme 8).

Définition des ensembles cohérents. On appelle ()i, une suite
d’ensembles finis .d’entiers relatifs; la plus grande valeur absclue d’un
élément de H, sera notée |Hy|. Une suite (f)x., d’entiers positifs vérifie
les deux conditions:

. k
(1) tepr >2 D 4 1B,
1
2) Dl Bl tegn < 400,
k=0

Définition 3. Pour toute suite (fx)ro et (Ex)iso avant les propriétés
ci-dessus, on appelle ensemble cohdrent associé & ces suites, ’ensemble F
de tous les entiers relatifs s’écrivant comme des sommes finies

Zé‘ktk,

k>0

& E.Ek.

Appelons & lensemble produit [] Ej. Munissons chaque Ej de la
k0

>
topologie discréte et & de la topologie produit. Appelons = Vapplication
de B dans &, n — (ex)po d6finie, grice & (1) par 2 = 3 ety

k>0

Propriétés topologiques des ensembles cohérents. Rappelons que I
est la topologie induite sur Z par celle du compactifié de Bohr 7 de 7.

TUEOREBME 6. Un ensemble cohérent E est fermé dans Z pour la topo-
logie 7 et Vapplication = de B muni de la topologie I dans & est continue.

La preuve du théoréme 6 utilise un lemme classigue de mauvaise
répartition modulo 1. Pour tout réel «, appelons [] le plus grand entier
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relatif inférieur ou égal & z et posons (#) = #— [¢]. Ainsi (@) appartient
a [0, 1[.

LEMME 2. Soit (tp)rso une suite de réels positifs telle que ., > 24
pour tout k, k>0, et s, k=0, une suite réelle quelcongue.
Sur tout intervalle de longueur 2[t, de la droite réelle, on peut trouver un
réel @ tel que, pour tout k positif ou nul, on ait

(1) (81) < (te®) < 2t ftppr+(85).

Rappelons la démonstration du lemme; la condition (1) ost équi-
valente & 1’'une des conditions

Spftetnfte <@ < nftp+2 b+ skl (ne)

définissant des intervalles Jy, de longueur 2/f,_., et dont les centres sont
distants les uns des autres de 1/f. Appelons ecn outre J_, ’intervalle
donné de longueur 2/t,. La condition 1[t;-+2 /[t < 2/t assure que tout
intervalle Jy, contient un intervalle Jy,;m ce qui démontre le lemme.

Nous allons d’abord prouver que E est fermé et, pour cela, consi-
dérer un élément n de Z n’appartenant pas 4 B et construire un voisinage
V de n ne recontrant pas Z. Pour construire V, nous allons considérer B
comme réunion finie de parties P;, jeJ, et construire un voisinage V;
de n ne rencontrant pas P;. Le voisinage V de n sera lintersection des V.

Il reste & préciser P; et V;. Appelons s un entier assez grand pour que
Pon. ait

o
7 1
(3) . IEk]tlc/tlc+1 <E;
(4) [n] <1y,
8-1
(3) 24 3 | Bl i < t,
]

ce qui est possible grice & (1) et (2). Appelons J ensemble de tous les
éléments j de E gberivant

&—1
j = Zektk ol 8/,;EE]C
0

et, pour tout j de J, appelons P; 'ensemble des éléments m de B s'écrivant

[o<]
m=j+28ktk, X3
s

* ©
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Il fant d’abord remarquer que, si #» n’appartient pas & B, n n’appartient
pas & J, grice & (1) et (4). Si I; est Pintervalle de R de centre 1/2(n—j)
et de longueur 2/t on a, grice & (4) et (5),

n—j| < /12 et |14+ L1

pour tout # dans I;
Mais, d’aprés le lemme de mauvaise répartition, I; contient un nom-
bre réel & tel que, si k> s, on ait

0 < (4 €) < 2t [ty
et tous les réels &( Y &fy) appartiennent & la réunion des intervalles de
ks

centres entiers et de longueur commune 4 3 |By|lx/tr,,. Cela assure, grice
i>8
& (3), que pour tout élément m de P;, on ait

| —14 6™ < 1,

Le voisinage V; de n sera défini comme D’ensemble des éléments ¢
de Z tels que l'on. aib

114 €08 < V3.

Passons & la continuité de «. Le résultat que nous venons de démontrer
prouve, en particulier, que I’ensemble des sommes finies kés‘ entry k< By

est fermé dans Z pour la topologie 7 et il en est de méme pour les ensem-
bles que nous avons appelés P;. Mais, si les P; sont fermég, ils sont aussi
ouverts dans E car ils forment une partition finie de H. Or les P; sont les
images réciproques par sz des ouverts Slémentaires de &. Ainsi 7 esb
continue.

Remarque. L’application = n'est pas un homéomorphismg .de o
sur z(H). Par exemple si By = {0, 1} et si # est, pour tout & pf)smf, un
entier impair, un ouvert de B muni de J est I’ensemble des entle?s.pmrs
de B. Cela signifie que 3 & doit etre pair. Cette condition ne définit pas
un ouvert de &. k=0 .

Mesures ayant leur spectre dans un ensemble cohérent. Par appli-
cation du théoréme 5, on obtient le résultat snivant: si u est une mesAure
bornée sur le cercle, si le spectre de u est contenu dans E,ilen est de méme
du spectre de la partie singulitre de u et de la, partie absolun}e}lt conti-
nue de u. Si les ensembles Ey sont des ensembles dlentiers positifs, E est
wn ensemble de Riesz au sens fort. Si By = {—1,0,1}, E est 1? spe.c\tre
du produit de Riesz k[;]o‘(l—{-costkm) qui définit une mesure singuliére.

Mais si, par exemple, By = {—2, 0,1}, nous ne savons pas st E est un
ensemble de Riesz. )
On a le curieux résultat d’invariance suivant:
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THUEOREME 7. 8 u est une mesure singuliére sur le cercle, I un ensem-
ble cohérent dentiers, la propriété S{u) ~ [0, +oo[ = K entraine S(u) < B.

Sl n’en était pas ainsi, (CH) ~ §(u) serait non vide et contenu dans
]—co, 0]. Or un germe de spectre de mesure singulidre ne peut &tre un
germe d’ensemble de Riesz (théoréme 4).

Construction d’ensembles de Riesz au sens fort.

THuEorREME 8. Soit B un ensemble cohérent d’entiers et pour fout en-
tier h, E(h) la partie de B composée de toutes les sommes Ze;cth oM &, est

dans Ey, et ot au plus h des &, sont négatifs. Alors F(h) est un ensemble de
Riesz au sens fort.

Démonstration. L'ensemble = (E(h)) est fermé dans & et, grace
4 la continuité de Vapplication =z, E(h) est fermé dans F ce qui signifie
que E(h) est fermé dans Z muni de la topologie .7 car ¥ est fermé. 11
reste & montrer que H(h) est un ensemble de Riesz. Nous appliquerons,
4 cet effet, la propogition 2 ofl cependant le rdle des entiers positifs et
des entiers négatifs sera échangé; ainsi, pour démontrer que F(h) est
un ensemble de Riesz, nous déterminerons l’ensemble F des entiers
positifs adhérents pour la topologie J & ]—oo, —1] ~ H(h). Si nous
prouvons que ¥ est un ensemble de Riesz au sens fort, il en sera de méme
de E(h). Cette derniére vérification doit se faire par récurrence sur h.
Nous savons déja que F(0) est un ensemble de Riesz au sens fort. Sup-
posons que F(h—1) en soit un et admettons, pour 'ingtant, que I est
contenu dans E(h—1). Il en résultera que E(h) est un ensemble de Riesz
au sens fort. Pour montrer que F est contenu dans B (h—1) remarquons
d’'abord que F est contenu dans E(h) et que tout élément n de F s'écrit
done

K
n = Z akth, CtkEE, oy > 0.
0

Gréce & la continuité de l'application =, on sait que la suite (o)
de & est adhérente, pour la topologie de & aux suites (ep)yso déhmhsant
les éléments négatifs de H(h); ces suites (ey)p., comportent au plus h
termes négatifs et le dernier terme non nul de ces suites est toujours
négatif. L'ensemble ¥ formé des suites (ex)imo telles que

eo=a0, 81=a1, ceey eKzaK’

est un voisinage de w(n). Si h des nombres a, ay, ..., ax étaient néga-
tifs, ¥ ne pourrait rencontrer une suite (&x)ime définigsant un élément de
]—oo, —11 ~ B(h); cette suite se terminerait par un terme négatif et
ag étant positif, cette suite comporterait plus de h termes négatifs; alors »
ne serait pas adhérent & J—oo, —1] ~ T (h). Ainsi n appartient 3 F(h—1)
ce qui termine la démonstration.
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